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Vorrede. 


$ ch uͤbergebe hiermit den Freunden von Herrn | 
Eulers Schriften Die Ueberſetzung des zweyten 


Theils ſeiner Einleitung in die Analyſis des Unend⸗ 
lichen, und zwar nach eben den Regeln bearbeitet, 


nach welchen ich mich beym erſten Theile gerichtet 
habe. Was die hinzugefuͤgten Anmerkungen betrifft, 


fo habe ich dieſelben, wo es mir zur Erläuterung noͤ⸗ 
thig fchien, ſogleich dem Texte einverleibt, und zue 
Unterſcheidung in Klammern einſchließen laſſen, ich 


habe mich aber in Anſehung ihrer kuͤrzer faſſen muͤſſen 
als beym erſten Theile, weil ſonſt der gegenwaͤtige zu 
ſtark geworden ſeyn würde, Aus eben dem Grunde 


habe ich den Vorſatz muͤſſen fahren laſſen, in einem 
Anhange theils den Inhalt rabellariſch darzuſtellen, 
theils manche von den abgehandelten Materien weiter 


aus einander zu ſetzen, und ſo den gegenwoͤrtigen 


wehten N dem — ganz aͤhnlich zu machen. 
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ww. Borrede 


Sp ungern ich diefes gethan habe, fo durfte ich. es 

gleichwohl den Herren Verleger, insbefondere ba zu 
dieſem zweyten Theile fo viele Kupfer nöthig waren, 
nicht anmuthen, für den einmal feftgefeßten Preis ni 


auch die fonft ſchon ausgearbeiteten Zuſaͤtze zu liefern, 


und ic) hoffe daher, daß man mir haruͤber keinen Vor⸗ 


wurf machen werde, zumal, da ich, um dergleichen 
ganzlich zu vermeiden, die gedachten Zuſaͤtze nebſt den 
in der Vorrede zum erſten Theile erwähnten Abhand⸗ 
lungen, ſo wie auch die S. 426 gedachte Unter⸗ 
fuchung, die ebenfalls fuͤr den gegenwoͤrtigen Ort zu 


weitlaͤuftig geworden iſt, fo bald ſich der Herr Verleger. 
dazu bereitwillig finden laſſen wird, in einem dritten 
Bande liefern werde. Uebrigens ſtatte ich meinen 
Herren Recenſenten, die insgeſammt den erſten Theil 


mit ſo vieler Guͤte und Nachſicht angezeigt und beur⸗ 
cheilt haben, meinen verbindlichſten Dank ab, und 


Wuͤnſche, daß der gegenwaͤrtige zweyte Theil gleiche J 


Guͤte und Mechcht erfahren möge | 
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Zweytes Bud. 


Erftes Eapitel, 


Bon den krummen Sinien (Curven) überhaupt. 


§. 1. 


3), eine veränderliche Größe nichts anders als eine alls 
gemeine Größe ift, die alle beftimmte Größen unter fi 
begreift: fo läßt ſich dieſelbe geometrifch fehr paffend durch 
eine unbegrenzte gerade Linie RS Kig. r. darſtellen. Denn 
da man auf einer unbegrenzten Linie jedes beftimmte Stuͤck 
zu nehmen im Stande ift, fo gewaͤhret fie eben den Bes 
geiff, den man bey einer veränderlichen Gröfe hat. Zuerft 
aber muß man in der unbegrenzten Pinie RS einen Punkt 
A annehmen, um denfelben als den Anfangspunft aller auf 
der gedachten Linie zu nehmenden berimmten Srtuͤcke zu bes 
teachten, und dann fteilt jeper beftimmre Theil von ihre, AP, 
einen in der veränderlichen Größe begriffenen beftimmten _ 
Werth vor. 


§. 7 


Iſt alſo x die veränderfihe Größe, weiche durch die 
unbegrenzte gerade Linie RS Fia.ı. vorgeftellt wird, ſo iſt 


offenbar, daß alle beſtimmte Werthe von x, vorausgefegt, 
Ba, 8 93. daß 


Im. 


— u _. 


» 


6. Zuwehtes Bud. Ere Ei 


. daß fie reell ſind, durch beſtimmte Stüde, die man auf der 
geraden Linie RS abſchneidet, vorgeſtellet werden koͤnnen. 
MNimmt man nemlich den Punkt P in A felbft, fo druckt dA8 
verſchwindende Stuͤck AP den Wert) x=6 aufs je weiter _ 
man aber den Punft P von A entfernt, deſto größer ift der 
Werth von x, der durch AP vorgeſtellt wird. 


J Dergleichen Stuͤcke, wie AP, wetden Abſciſſen ge⸗ 
nennnt, und es ſtellen alſo die Hbfeiffen beſtimmte Werthe 


der peranderlchen Ordfe x ꝓpr. 


— — 4 E. . on 

Da fi aber die unbegrenite gerade Linie RS een, I ) zu 
beyden Seiten von A ing Unendliche erſtreckt, fo kann man 
auch darauf jeden Werth von x auf eine doppelte Art neh⸗ 
‚ me. Schneidet man indeß die pofitiven Werthe von x auf 
der rechten Seite von A ab, fo geben die Stüde Ap auf 
‚der linken Seite die negativen Werthe von x. Da nems 
üb AP einen defto größern Werth von x anzeigt, je wei⸗ 
ter der Punkt P von A entfernt' wird, fo muß umgekehrt 
der Werth von x defto Fleiner werden, je weiter man den: 


felben nach. der Linken forfgehen läßt, und wenn P nad) A... 


kommt = o werden. Loaͤßt man alfo P fi noch weiter 
nach_der Pinfen bewegen, fo fommt man dadurch zu Wer: 
then von x, die Pleiner ald Null, d. h. negativ. find, ‚und 
es muͤſſen alſo die auf der linken Seite abgefnittenen 
Stüde Ap negative Werthe von x anzeigen, wenn die auf 
Der rechten Seite genommenen Stüde AP pofitive Werthe 
vorſtellen follen. Es ift indeß gleichgültig, mas man für 
eine Seite zu den pojitiven Werthen von x wählen will, 


indem allemal die "entgegengefegte Seite den negativen 


Werthen deſſelben zugehoͤrt. 


4§. 4 


r 


0 
\ 


’opn don Pumpen Ad aͤhkerbervt. .. 


x. rede ge 

De 2 alfe Die undegrente gerade Linie RS (Gig. 2.) die 

weränderliche Größe x vorſtellt, fo wollen wir nun untere 
ſuchen, wie iede Zunftien von x auf: eing bequeme Art 
geomeisifch Dargeitellt werden kann. Es ſey y irgend eing 
Zunftion. oon x, fo-daß aljo.y-einen befiimmaten Werth, bes 
kommt, wenn man für x einen beſtimmten Werthifegt. Auf der 


zur Darftellung der Werthe.non.x angenommenen geraden 


kinie RAS richte man für jeden befkinmten Werth von x 
die ſenkrechte Linie BM auf, und mache fig dem zugehoͤri⸗ 
gen Werthe von y gleich. Iſt der Werth nen ypofitiv, fo 


‚gelle man PM oberhalb „und ‚wird y.ngaafin„.fo nehme 


man PM unterhalb der RS. Laͤßt man nemlich, die oher⸗ 
‚halb liegenden Linten die pofitipen MWerthe von y bedeuten, 


u fü Falten die verichwindenden Werthe deffelben in die gerade 


. Rinie RS, und Bdie negativen unterhalb Baeien 


DR 0" es 
Die werke Figur, —* daher eine ſolche zanttion 7 
ven x per, die für x 70 ben poſitiven Werthy =AB, 
für x== AP den Mey ya PM, fürxm AD den 
Werth y * o, und für, x, = AP’ den negativen Werth _ 
y=P'M erhält, - mo alfo .P' M’ unter der RS zu liegen 
kommt, Auf eine aͤhnliche Art ſtellt man die Werthe von 


xy, die den negativen Werthen von x entſprechen, oberhalb 


der RS var, wenn lie pofitin,.und.unterhalb derſelben, wenn 
fie negatio find, wiepm ; wenn aber für irgend einen 
Werth vonx, z. B. für—x=AE, yo wird, fo vers 
ſchwindet delelbſ die auf RS fenkrecht aufzurichtende Linie. 


g. 6. 
Henn man daher auf dieſe Art fuͤr alle Beftiminte Wer⸗ 


the von x, die worhdrigen Werthe von yfucht, und (Fig. 2.) 


A4 aus 


n 
v . 


- 


a) 


7 2 Eeinie Made Kari 


ans allen Punkten P der nie Rs auf derfelber ſenkrechte 


Linien P. M aufrichtet, weiche die Werthe von y ausdeucen: - ' 


Fo liegen die einen Endpunkte der Linien P-M in RS ſelbſt 
bie andern aber fallen entweder oberhalb derſelben, wenn y 
poſitiv, oder unterhalb derſelben, wenn 7 negaͤtis⸗, oder 


endlich in fit; ten yo iſt, wie in den Punften:DundE, _ 
Die Enbpunkte M der Linien PM ſtellen alſo irgend eine 
inte, eine gerade oder krumme, vor, undes wird daher diefe 


Rinte durch die Zunftton y beſtimmt. Es enthält demnach 
Jede Fenktion von'x, wenn man ſie auf die aͤngezeigte Art 


teometriſch behandelt, die Beſtimmung irgend einer geraden 


oder krummen Linie, deren: Naiur v von der Natur der 
Sumteiany abhängt en R 


wo. oo. Bd >» 


* 


Auf dick Het. fernt man n die krumme Linie, melche aus | 


Der Funktion y entfpringt, volltommen kennen, weil alle ih⸗ 


re Punkte durch dieſe Funktien beſtimmt werden. Wo | 


wman nemlich auch P annimmt, ſo kennt man die Fänge der 


Linie PM, deren Endpunkt M in der krummen Linie liegt, 


und es laffen ſich alſo ale ihre Punkte finden. Auch mag 
eine krumme Linie beſchaffen ſeyn wie ſie will, fo kann 
man doch aus jedem ihrer Punkte eine fenfrechte Linie anf 


die gerade Linie Rs herabfaͤllen / und fo AP für die veraͤn⸗ 


"derfiche Größe x, und PM für yerhalten. Es laͤßt ſich das 


ber Fein Punkt in einer krummen Linie denken, ‚weichen. 


man nicht auf diefe Art beftinimen Fönnte, 


5. 8. 


HObaleich mehrere krumme Linien durch eine ſtetige Ber 
wegung eines Punktes mechanifch befchrieben, und fo ganz R 


und auf einmal dem Auge vorgelegt werden Finnen, fg 
’ werden wir dennoch Hier vorzůglich die beſchriebene Entftes 
hunge⸗ 


v 


Von benfminien Knien überhaupt. 9 
hungsart der krummen Linien aus der Zunktisnen hetrach 


ten, weil ſich dabey ein weiteres Feld offnet, und der Cal⸗ 


eul. bequemer gebraucht werden kann. Es führt alſo jede 
Funktlon von x auf iegend eine Linie, eine gerade entwe⸗ 
der oder eine krumme, und umgekehrt laͤßt ſich jede krum⸗ 
we Linie auf eine Funktion zuehcführen. Es wird nem⸗ 
fich die Natur einer Frummen Linie durch eine fotche 
Aunftion von x ausgedruckt, woraus Man, wenn man Die 


M. auf RS ſenkrecht herabgefällten Yinim PM für die vep 
anderliche Größe x fegt, allemal den. wahren Werth von 
PM findet, 


6. 5. | 
Diefe Vorſtellung ven den krummen Linlen führt fos 
gleich auf. die Eintheilung derfelben in oontinnirliche (füez 
tige) und Difcontinuirliche oder.vermifchte,. Man nennt 
nemlich eine Aramme Linis alddann continuitlich, wenn ih⸗ 
Te Natur durch eine einige beſtimmte Funktion von x aus 


gedruckt wird; dagegen fie diſcontinuirlich oder vermiſcht 


and irvegulde heißt, werm :fie ſo beſchaffen it, daß verſchie⸗ 
dene Theile von ihr. BM, MD, DMꝛec, durch verſchiede⸗ 


ne Funktionen von x ausgedruckt werden, fo daß, nachdem 


Het eine Theil BM nach einer gewiſſen Funktion von x bes 
ſchrieben worden: ift, dee andere MD aus einer andern 
Funktion gefunden wird. Des Name diefer letziern Art 
der kvummen Linien grimdet fich Darauf, weil Diefelben 


nicht nach einem beſtaͤndigen Geſetze fortgehen., fondern 
ans Theilen verſchiedener continuirlichen Linien iufanmens . 


geſetzt find, ' 
| 4. 10. 


Es werden aber in der Geometrie borzůglich die eonti⸗ 
| mirlichen Curven betrachtet, und es wird unten gejeigt 


a 5 mer; 


r 


Sräcke AP zrolfchen A und den aus den Punkten der Eure _ ' 


, f 
W J 


Zwentes Dub. Erſtes Eat. 
Mung, In welcher y Such x.befimmt wird; in Beupen Räb 


len aber ift eine Gleichung gegeben, von der man fagt, Def . . 


fie die Curve ausdruce, Es wird daher die Natur einer 
jeden Curve durch. eine Gleichung zwever veraͤnderlichen 
Eroͤben x und y dargefiellf,, wovon die eine x die Abfcifien 
vom Punkte A an, die andere y aber die fenfrechten Applis 
caten bedeutet. Abſciſſen und Applicaten, zufammen bes 
xrachtet, weiden rechtwinklige Coordinaten genennt; und 
Man fagt deswegen, daß die Natur einer Curve durch eine 
Gleichung zwiſchen rechtwinkligen Eoordinaten ausgedruckt 
ſev, wenn man eine Gleichung hat, die beſtimmt, was für 
sine  Siktion r von x if. Ä | | 


Da man alfo bey der Unterfucbung der krummen eirflen 
‚von Funktionen ausgehen kann, f6 muß es fo viel Geſchlechter 
der krummen Linien geben, ald wir otien fim erften Capitel | 
Des.erfien Buchs /] Geſchlechter Der Funktionen Pennen ges 
lernt haben.‘ Man theilt daher die krummen Linien, fo 
wie die Funktionen, ſehr bequem in Algebraiſche und in 
Tranſcendente ein. Eine Curve iſt nemlich algebraiſch, wenn 
ihre Applicate y eine algedraifche Fanktion vom der Abſciſſe 

.x'ift, oder wenn die Natur dieſer Curve durch eine alge⸗ 
draiſche Gleichung zwiſchen den Coordinaten x und y aus⸗ 
gedruckt werden kann. Dieſe Curden pflegt man auch mit 
dem Namen, geometriſche Curvan zu belegen. Dagegen 
{RR eine Curde tranſcendent, wenn ihre Ratur durch eine 
tranſcendente Gleichung zwiſchen x.und y ausgedruckt wird, 
oder, wobey y eine tranfcendente Funktion. von x if. Diefe 
Eintheilung der krummen Linien in’algebreifche und tran⸗ 
ſcendente muß als- Die Dauptabtheilung derfelben betrachtet 
werben, u 

" | 6, 16, 


“ 


Rare rc Ai ah 3.0 


g 16 


Henn man eine Frumme Linie nach einer gegebenen 
Funktion von x, welche die Applicate y ausdruckt, beſchrel⸗ 
ben will, fo muß man die Natur der gedachten Zunftion 
ſorgfaͤltig Überdenfen, und wohl bemerfen, ob fie eine eins 
förmige oder vielfoͤrmige Funktion if. Iſt zuvoͤrderſt 
“eine einfoͤrmige Funktion von x, oder y=P, fo daß P ir⸗ 
gend eine- einförmige Funftion von x bedeutet: fo kommt, 


weil alsdann y für jeden: beftiimmten Werth von x nicht 


mehr als einen beftimmten Werth erhält‘,. jeder Abs 
feiffe nicht mehr als eine Appficate zu; und es ik Daher die 
Curve fo beſchaffen, Daß jede gerade auf der Axe RS(Fig 2.) 


aus einem Punfte P aufgerichtete fenfrechte Linie PM alles . 


mal die Eurde, aber in nicht mehr ald in einem Punfte M, 
febneidet. Es entfpricht alſo in diefem Kalle jedem Punfte 
in der Are ein Bunktin Der Curve, und es erſtreckt fich die 


Eurve, da die Age auf beyden Seiten ohne Ende fortläuft, 


ebenfalls auf beyden Seiten ind Unendlihe. Mit andern 
Worten: Eine Eurve, die aus einer ſolchen Funktion ents 


fpringt, geht contimuirlich und ohne irgend eine Unterbres . 
Kung auf beyden Seiten der Are ohne Ende fort, wie 


Die Linie mEBMDM Big. 2. 


$.. 17. 


Kun, fe 7 eine zwehfoͤrmige Funktion von x, oder es⸗ 


ſey, wenn P und Qeinfbrurige Funktionen von x bedeuten, 
yy=aPy—d, und folglib y=PEYPP—Q). In 
Diefem Kalte fommt alſo igder Abfciffe x eine Doppefte Appll⸗ 
cate zw, und daben find entweder beyde Applicaten reell, 
oder beyde imaginaͤr. Jenes findet ftatt, wenn PP groͤ⸗ 
ber, und dieſes, wenn PP kleiner als Q if. So lange das 
her beybe Wende von y retll find, fo Hat jede Abeiſſe AR 

- | Gig. 3.) 


4— 


NS 


" watch —* Eher —E 


ER 3. ) zwey Applicaten PM,PM, ober, fo föneide die 

\ ‚ auf dee Are in P fenkrecht aufgerichtete.. Einie Die Curpe in 
zweyen Punkten M und M. Wenn aber PP kleiner als Q 

ift, fo fommen den Abſciſſen gar keine Applicaten zu, oder 

es begegnet aldann die auf der Are ſenkrecht aufgerichteke 

einie der Curve nirgends, wie z. B inp. . Da aber. vor⸗ 

her PP groͤßer als Q mar, fo kann PP nicht Bleinet als. Q 
1 nr menden, ohne daß.gupgr. PP= Q ſey, und dies iſt dag 
her die Grenze zwiſchen den reellen und imaginoͤren Appli⸗ 

_ caten. Da alfo, wo die reellen Ipplicaten aufhören _ wie 
in CundG, da wird y=P Lo, oder da. werden beyde Aps 
plicaten einander ‚glei, und die Eurve & ändert ihre Rich⸗ 
tung und geht iumch. 
oo. I $. 18. | : 

-, Rad der zten Figur wird. die Applicate y imaginaͤr und 
alſo PP fleiner als Q,*werm die negative Abfeifje-— ve zwi⸗ 
ſchen den Grenzen AC und AE enthalteniift: jenfeitsE "hins ' 
"gegen werden die Applicaten wieder. reell. Diefes kann. 
—— nit ſtatt finden, wofern nicht in E, PP==Q iſt, und au 
bs beyde Appficaten abermals zuſammenfallen. Von D 

an kommen alſo den Abſciſſen AP wwieder zwey Applica⸗ 

ten Pm, Pm au, bis in G, mo die Applicaten abermals 
zufammenfallen, und alfo jenſeits G wieder imaginär wer⸗ 

den. Eine ſolche Eurve kann alfo aus zwey oder mehren von ” 

einander abgefonderten Theilen, MBRBM, Fm Hm bes 
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ſtehen, indeß muß man dieſe Theile zuſammengenommen 


ae gleicbrooht als eine. einzige continuteliche oder reguläre. 
krumme Linie betrachten, weil ſie alle aus einer. und der⸗ 
felben Funktion entſpringen. Es haben alfo dergleichere 
. Eurven ‚die Eigenfchaft, daß die auf ihrer Are in den 
oo Punkten derſelben aufgerichteten ſenkrechten Linien AM die 
Cura 


Won den trummen ünien überhaupt. 15 


Curven entweder nirgends oder in zweyen Punkten ſchnei⸗ 
den, wofern nicht anders beyde Durchſchniuspunkte zus 
fommfallen, fo wie, wenn die. Applicaten durch die Vuntte 
D, F, H, oder I gelegt werden. 


Ä % 19. 
4 ⸗ 

Wenn y eine dreyfoͤrmige Funktion von x if, oder, y 

» durch die Gleichung „3 —Py2 + Qy—R=o beftimmt ' 
“wird, ſo daß P, Qund R einfoͤrmige Funktionen von x bes '' 
deuten: fo hat die Applicate y für jeden Werth von x drey 

Werthe, und diefe find entweder alle drey reell, oder es 

iſt folches nur der eine davon, und die beyden andern find 
imaginaͤr. Aus diefem Grunde ſchneiden daher alle Applis 
caten die Curve entweder in drey Punkten oder nur in einem, 

es müßte denn ſeyn, daß zwey oder auch wohl alle drey 

Durchſchnittspunkte in-einen zufammenfielen. Da alfo zu 

jeder Abſciſſe zum wenigften eine reelle Applicate gehoͤrt, 

fo muß ſich die Curve nothwendig auf beyden Seiten der 
Are ind Unendliche erſtrecken. &E gehen daher dieſe Cur⸗ 

den entweder in einem einzigen continuirlichen Zuge fort, 

wie die. Curve ig. 4, oder fie beſtehen aus zwey oder mehr 

von einander abgefonderten. Theilen, wie die Fig. 5, ins 

deß muß man im letztern Falle alle dieſe Theile nur als eine 

und dieſelbe continuirliche Curve betrachten. 


| a u N 

| Wenn y eine vierförmige Funktion von. x ik, oder 27 

durch die Gleichung y4—Py3+Qy2— Ryr S o be⸗- 
ſtimmt wird, ſo daß P, Q, Rund 'S einfoͤrmige Funktionen 
von x bedeuten: ſo gehoͤren zu jedem beſtimmten x entwe⸗ 
Der vier, oder zwey, oder gar Peine reelle Applicaten. Wenn 
daher eine, Cutve aus giner., ſolchen vierfoͤrmigen Funktion 

- Zu ents 


— 
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entipringt; fo wird fie von den Applicaten entweder in viet, _ 


oder in zwey Punkten, oder gar nicht gefchnitten. Alte. diefe 


Fäaͤlle erblicht. man in der 6ten Figur, mo aber die Punkte 


fi _- 


Lund o, wo zwey Durchſchnittspunkte zuſammenfellen, 
von den übrigen unterfchieden werden müfen. Eine ſolche 


Curve hat daher entweder gar Feine, oder fie hat zwey, oder 


vier ins Unendfiche fich erfirecfende Schenkel. Im erſten Galle, 


wo die Schenkel der Curve auf. feiner Seite ohne Ende. 


‚fortlaufen, iſt diefelbe ,. fo mie in der Figur, von “allen 


Seiten geſchloſſen, und begrent einen endlichen Raum. 


Und hieraus laͤßt fich nunmehr die Natur der krummen Lis 


wien, die aus vielförmigen Funktionen überhaupt entfprins 


. » 


$e SI. . ) 


Iſt nemlich y irgend eine vielfdemige Funktion, oder 
Wird y durch. eine Gleichung beftimmt, in welcher ır dee 


un, beurtheilen. | 


Erponent der höcften Poteftät vomy iſt: fo ift Die Zahl det 


teellen Werthe von y entweder n, oder n—2, oder n—4, 


der n — 6ꝛc., und in eben fo viel Punkten fehneiden die 


Applicaten die Curve, Wenn alfo eine Appficate die Cur⸗ 


be ih m Punften ſchneidet, fo fehneiden 'alle uͤbrige Appli⸗ 
caten eben diefe Curve in fo viel Punkten, daß ihre Zahl 


von m immer um cine gerade Zahl unterfchieden ift, und es 


kann daher die Curve von Feiner Applicate inm + ı, oder 


m—r, oderm #3, Punkten zc. gefchnitten werden. Mit 
ändern Worten: Iſt die Zahl der Durchſchnittspunkte der 
einen Applicate und der Eurvereine gerade oder eine unges 


tade Zahl, fo fehneiden auch alle übrige Applicaten die 


Eurve entweder in einer geraden oder in einer ungerade 
Amablı von Punfien. 


- 


J J * 
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“nu. 
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_ 
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2 s 22. 


Wenn alfo eine Apphcate die Curve in einer ungerade 
Anzahl von Punkten fchneidet, fo ift e8 unmöglich, daß 


irgend eine andere Applicate die Eurve nirgends treffe. In 


diefem Kalle muß ahſo die Kurne auf beyden Seiten zum 
wenigften einen ins Unendliche ſich erſtreckenden Schenkel 
haben: und menn auf der.einen oder der andern Seite 


mehrere Schenkel ohne Ende fortlaufen, fo muß ihre Ans - 
zahl eine umgerade Zahl feyn, weil die Zahl der Durchs 


ſchnitts punkte nirgend& eine gerade Zahl fen kann. Zaͤhlt 
man alfo die ohne Ende fortlaufenden Schenkel an beyden 


Seiten zuſammen, ſo wird ihre Zahl allemal eine gerade Ä 


Zahl werben. Ehen diefes findet ftatt, wenn die Appliea⸗ 
ten die Curve in einer geraden Amzahl von Punkten ſchnei⸗ 
den; denn alsdann find’auf jeder Seite entweder gar Feine, 
oder zwey, oder vier ıc. ohne Ende fortlaufende Schenkel, 
und es muß daher die Anzahl aller nothwendig eine gerade 
Zahl ſeyn. Auf dieſe Art haben wir bereit# einige merk⸗ 
wuͤrdige Eigenſchaften der continuirlichen und regulären 
krummen Linien gefunden, wodurch man in den Stand ge⸗ 
ſetzt iſt, dieſelben von den diſcontinuilichen und irregulaͤ⸗ 
ten zu unterſcheiden. 
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Son der Biränderung ber. Coorbinaten. 


5. 2% | 

So wie man eine, durch eine Gleichung zwiſchen den 
Coordinaten x und y, wovor jenes die Abſciſſen und dieſes 
die. Applicaten bedeutet, gegebene Curve über ber Are RS 
(Big. 2.) beſchveiben kann, wenn man in diefer Are den An 
fangspunkt dee Abſciſſen A nach Belieben annimmt: ſo 
kann man aud umgelehrt jede bereits beſchriebene Curve 
durch eine Gleichung zwiſchen den Coordinaten ausdrucken. 
Ob aber gleich in dieſem Falle die Curve ſelbſt gegeben iſt, 
ſo bleiben doch zwey Stuͤcke unſerer Willkuͤhr uͤberlaſſen, 
nemlich die Lage der Are RS, und der Anfangspunkt de. _ 
= Ybfcifien A Da nun diefe Dinge auf unzählige Arten vers _ 
ändert werden koͤnnen, fo laſſen ſich auch für eine und die 
felbe Curve unzählige Gleichungen finden, und man darf 
Daher nicht fogleich von der Verfchiedenheit der Gleichun⸗ 
gen auf die Verfchtedenheit der durch fie ausgedruchten Eurs 
ven fließen, wenn glei umgekehrt verfchiedene Eueven - 
allemal verfchiedene Gleichungen geben. | 


— J. 24 | P} 


Ob alfo gleich durch Veränderung der Are und des Ans 
fangspunftes der Abſciſſen unzählige Gleichungen, die aber 
alle die Natur einer und derfelben Curve — 
il RN . negen: 


— 4 — 
t 


Von:ber. Berönberung der Coorbinaten. 


| Beben: fo ſind doch alle dieſe Gleichungen fo beſchaffen 
daß man aus jeder von ihnen alle uͤbrige abzuleiten 


im Stande iſt. Iſt nemlich eine Gleichung zwiſchen den 


Coordinaten befanut, fo kennt man dadurch augp die Curve; 


ennt man aber diefe, fo kann man auch, wenn man im- 


u Eu 


gend eine gerade Linie zur Age, und iegend einen Punkt 
darin zum Anfangspunkte der Abfcifien annimmt, die Gleis 


dung zwiſchen den rechtwinkligen Eoordinaten finden. EB 
foll alfo in diefem Eapitel die Art und Welfe gelehret wer: 
den, wie man aus einer für eine Curve gegebenen Gleis 
dung eine andere Gleichung finden kann, melche die Natur 


eben diefer Kurve für jede andere Are und-für jeden andern J 
Anfangspunkt der Abſciſſen ausdruckt. Auf dieſe Art wers 


den wir alle Gleichungen kennen lernen, welche die Na⸗ 


tur einer und derſelben Curve darſtellen, und dadurch in 
den Stand geſetzt werden, die Verſchiedenheit der krum⸗ 


men Linien aus der Verſchiedenheit ihrer Gleichungen leich⸗ 
ter zu beurtheilen. | 


- 


§. 25 


Es fey alſo ein⸗ Gleichung zwiſchen x und y gegeben, 
ans welcher, wenn man Fig. 7. Die gerade Linie RS zur 


Age, und den Punkt A zum Anfangéspunkte der Abfciffen an⸗ 
nimmt, und x die Abſciſſe AP, fo wie y die Applicate PM 


bedeuten läßt, die frumme Linie CB M entfpringe, und folge 


lich die Natur dieſer krummen Linie durch Die gegebene 
Gleichung ausgedrudt werde, Behaͤlt man hier zuvdrderſt 
die Age bey, nimmt aber in derfelben einen andern Punkt. 


D zum Anfangspunfte der Adfciffen an, fo daß nunmehr zu 
- dem Punfte der Curve M die Abſciſſe DP.=t gehoͤret, die 
Applicate MP=y aber diefelbe bleibt: fo läßt ſich auffek" 
gende Art.eine Gleichung zwifchen t und y Anden, welche 5 
B 2 eben⸗ 


\ 


so 2 Zyeytts Durch, Zweytes Eapled. 

Ebenfalls die Natur der Eutve CBM auẽdruckt. men ſetzet 
ADF, wodurch denn, da AD nach der Linken {h liegt, 
 Dr=r=frx, und folglich xt — Fwird, md bringt 
darauf diefgp Werth von x in die zwſchen x und y geges 
dene Heichung. Da nun die Größe AD = f unferer 
Willkuͤhr icberlaſſen bleibe; fo erhält mar fchon auf dieferk 
Wege unzaͤhlige Geichungen, die alle eben Biefeiße Kummt , 
Pinie autdracen. 





ES 26. u 
Wenn die Curve die Are RS in irgend einem m Punkte— 
4. B. in C, fchneidet, fo erhält man, wenn man biefen 


= Punkt C zum Anfangspunfte, der Abfeiffen annimmt, eine 


Sleichung welche, wenn die Abſciſſe P==o iſt, auch die Ap⸗ 
plicate PM=o giebt, vorausgefegt, daß dem Punfte der 
| Ye C nicht mehr als eine Applicate zugehört. Den Punft C 
aber findet nian, er mag nun der einzige Durchſchnittspunkt 

- feyn, oder ed mag deren mehrere geben, aus der zuerſt ge⸗ 
gebenen Gleichung zwiſchen x und y, wenn man yı= o fegt, 

‚ und dann daraus den Werth oder die Werthe von x ents 
. wide, So wie nemlich da, wo die Curve die Are ſchnei⸗ 
det, yazo wird, fo Inuß man’aup, wenn man y==» 
ſetzt, aus der Geichung alle ie Abſciſſen oder Werihe von | 
x. Anden, 0 bie Carve die I trifft. 
* 26.09 | 
Es wird alfo dee Anfangspunkt der Abfciifen, wenn . 
man-die Axe beybehalt, verändert, wenn man die Apfciffe 
x om eine gegebene Größe vermehrt oder vermindert, d. h. 
wenn man t—f für x ſetzt; und dabey ift f eine pofitive 
Größe, wenn man den neuen Anfangspunkt der Abſciſſen 
D auf der linken Geite von A annimmt, und eine negatioe, 
wenn 


Von ber Werknberung ber Eoerbinaten. * 
wen man D auf der rechten Geite een Diefed Punktes fale 
Im läßt. ' 


- Run topflen wir annehmen, daß die Auxve LBM Bi. - 


nach einer zroifchen AP== x, und PM = ygegsbenen Glei⸗ 


eyung befchrieben fen, und Daß diefelbe eine andere der erfien 


parallele Axe rs, und Darin D zum Anfangspunkte der Abs 
fiffen erhalten ſolle. Zugleich falle die Axe rs auf die 
Geite Ber negativen Appficaten, und zwar fo, daf ihre 
Entfernang von der erften-AF == g, und die Entfernung 


BF=AG=ffeg Getzt man alfo die Abfchffe, die auf 


diefr neuen Are zu dem Punkte der Curve M gehört, oder 

Dat, und die Applicate QM = u, fo witd t e DF 

+rQ=ftx, wu=PMTPQ=gYry, folglid 
x=t—f, ndymu—g. 

Wenn man daher in der gegebenen Gleichung allentyalden 

e—ffärx, und u—g für y feet, fo befommt man eine 


Sleichung zwiſchen t und u, welche die Natur eben berſel⸗ 


ben Turve ausdtuckt. 


688 Ä 

Da die Größen Fund g willführlih angenommen, ımd 
alfo unendlich verändert werden koͤnnen, fo kann man auf 
dem jegt befchriebenen Wege unzähligemat mehr Gleichun⸗ 
gen erhalten, als auf dem vorhin [4. 25.] erwähnten; aber 
alle dieſe Glelcungen drucken demohngeachtet nicht mehr 
als eine krumme Linie aus. Wenn alſo zwey Gleichungen, 
die eine zwifchen x und y, und die andere zwiſchen t und u, 
| Bloß fo von einander ünterfchieden find, daß man jede von 
ihnen Durch Vergrößerung oder Verfleinerung der Coordi⸗ 
naten in die andere.vertvandeln kann, fo geben diefe Gleis 
gungen ben aller ihrer Verfchiedenheit dennoch nicht mehr 
als eine au. Es laſſen ſich daher ſehr leicht unzählige 


B3 von 


\ 


* 
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von einander verſchiedene Gleichungen machen, die ‚sed | 
aller ihrer Abweichung von einander doch nicht mehr · als 
sine Eurve ausdrucken. 


6. 2893. 
& ſey nunmehr Fig.Q. die neue Are rs auf der aſten 
RS ſenkrecht, und ſchneide dieſelbe in dem Anfangspunkte 


der Abſeiſſen A, ſo daß alſo beyde Axen den Anfangepunkt 


der Abſciſſen mit einander gemein haben. Da man fuͤr die 


Are RS cine.die Curve LM ausdruckende Gleichung zwi⸗ 


ſchen der Abfciffe AP=—=x, und der Appficate PM==y.hat, 
fo ziehe man aus dem Punkte der Eurve M auf die neue 


Are rs die Linie MQ fenfrecht, und fege die neue Abſciſſe 
AQ=t, und die neue ApplicateQM==y, we denn, weil 


‚APMQ ein Redted. ft, t=yundu=xmir, Ran 
Bann alfo aus der gegebenen Gleichung zwifchen x and y 
eine neue Gleichung zwiſchen t und u u machen, wenn man 


ufürx, undt für y fegt. Hier wird nun die erfte Abſciſſe 2 
x in die Applicate QM = u, und die Applicate y in die _ 
Abſciſſe AQ = t verwandelt, und e8 geht daher in dem 


angenommenen Falle bey Annehmung einer neuen Are. weis 
ter Feine Veränderung vor, als daß die Koordinaten mit 
einander verwechfelt werden. Aus diefem Grunde nennt 
man daher auch die Abfeiffen und Applicaten Coordinaten, 
ohne dabey zu unterſcheiben, welches die Abſciſſe und wel⸗ 


-ches die Applicate fey. Denn wenn eine Gleichung zwifchen 


zwey Coordinaten. x und y gegebenlift, fo erhält man- ° 
eine und diefelbe Curve, man mag x oder y für die Abs 
ſeiſe nehmen. — 


| | 20. u. 
Wir haben hier angenommen, daß das St As bee 


reuen Are rs die pofitiven abſciſen enthalte, und daß die 
poſi⸗ 
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pofitiven Applicaten auf die rechte Seite, der Are Ts fallen; 
aber da dieſes unferer Willfähr überlaffek Hr, fo kann man 
damit nach Sefallen ändern. Beſtimmt man nemlich das 
Städ Ar für die pofitiven Abdfeiffen, fo ft AQ—= —t, und 
dann muß man in der Gleichung zwiſchen x und yfüry 
Segen — i. Beſtimmt man ferner bie rechte Seite den Are 
rs für die negativen Applicaten, fo wird QM = — u, und 
man muß alsdann — u für x fehen. Hieraus erhellet, daß 
die Curve viefelbe bleibt, wenn man gleich in der Gleichung 
zwiſchen den Eoordinaten eine oder beyde Coordinaten nes 
gativ annimmt; und dies hat man fich für alle Berändes 
‚sungen der Sleichungen zu merken. 


gt. a 
Es ſchneide ferner Fig. 10. die neue Age rs bie erfle 
"RS unter einem beliebigen Winkel SAs, und zwar in dem 
Anfangspunkte der Abfeiffen A, fo daß diefer Punkt In bey: 
den Aren der Anfangspunkt der Abſciſſen fen. Ferner fen 
für die Are RS eine die Curve LM ausdrudende Oleichung 
zwiſchen der Abſciſſe AP—x, und der Applicate PM=y 
gegeben, und daraus die Gleichung für eben diefelbe Cur⸗ 
"ve.für die Age rs zu finden. Oder eb fen aus dem Punkte 
der Eurve M auf Die neue Axe die fenfrechte Linie MQ hess 
abgefaͤllt, und die Gleichung zwiſchen der neuen Abſciſſe | 
AQ=1t, und der Applicate MQ=u zu finden, . Segt man“ | 
den Winkel SA s =g, feinen Sinus = m, feinen Coſinus 
= n, und den Radius = ı, ſo wird mmtnn=r. Zieht 
man ferner aus P die Linten Ppund Pq ſenkrecht auf die 
neuen Soordinaten, fo wird, weil AP==x, if 
Pp=x ſin. q, md Apmuxz. eof. 4 
und, weil PMQ=PAQ—=g, md PM=yif, _ 
| Pg=Qp=y-Ähg; und Mgz=y, cob q. 
Ä B4 Dier⸗ 


nr Bam Zub. Pan — 


Hieraus „flsfet Ä 

step pre eof. ı— y- Gin, 4; und 
 eMmumlgtPp=r fing. ty oo&g 

£ 3 

Da aber Inn. g=m, und cof. gen in, To wich ferner 

 teahk—myi und uesimxtny: md foiglich 
"zanettfmum=ennxtmms, und | 2 Ä 
y=zhu—mtz=nnyFmmy. 

Man findet. affo die gefuchte Gleichung wiſchen candy, . 
wenn man in der Gleichung zwiſchen x und y allenthalben 
ntma fuͤr x, und nu-mt füry fehreibt, norausgefent, 
. daß der Theil A s der Are die pofitiven Abfciffen enthalte, 
und die pofitiven Applicasen auf Die Seite von QM fallen, 
Auch haben wir hier angenommen, daß dee Winkel SAs 
auf der Seite der negativen Applicaten liege; fiele As über 
AS, fo mößte man in der Rechnung den WinfelSAsz=gq 
als negativ betrachten, und;daher auch feinen. Sinus m nes 
gativ nehmen. \ 


| 4 33. 
Endlich fey Fig. 11. die Lage der neuen are ohne alle 
weitere Bedingung angenommen ‚und fo auch der Anfangss | 
. punkt der Abſciſſen D in derfelben. Ferner ey. RS die erſte 


pe, wobey man eine Gleichung für die Curve LM wis, 


ſchen der Abſciſſe AP == x, und der Applicate PM==y has 
:e, und daraus eine Gleihung zwiſchen andern Coordi⸗ 
naten .tund u, die firh auf. die neue Age rs beziehen, zu 
finden. Man fälle aus irgend einem Punkte der Curve M 
die Linie M Q fenfresht auf rs,und fege Die Abſciſſe D Qs=t, 
und die Applicate QM e= u. Ferner ziehe man, um die 
Sieichens zwiſchen dieſen Eoordinaten zu ſinden, aus dem 

| | neuen - 


2 


R ! , | , \ ’ Bi » 
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neuen Anfangspunfte der Abſciſſen D die Zinie DG auf die 


erſte Age RS fenfrecht, und ſetze AG == f, und DG=g. 


| Dann lege man durch D die gerade finie-D’O der erſten 


Are RS parallel, und laſſe ſie von der verlängerten Appli⸗ 
cate PM in O ſchneiden, wodurch man MO = yrg and 
DO=6GP=x+ f erhält. Endlich feße man den Winfel 


Op QR q, feinen Sinus = m, den Eofinus = n, und den 


Radius ein für allemal = ı, ſo daß alſo wieder 
mmfnnzıfe . 


En Yu? Se —— 

Zieht man nunmehr aus dem Punkte O ſowohl auf die 
neue Age D Q als auf die Applicate MQ die Linien Op p und 
Og ſenkrecht, ſo wird, da OMQ = ODQ,undDO #6 


und No=ytg iſt 


Op=Qgu=ltf). fin. gemxtmf, Bu EB 
und Dp =(xtf) cf genxtnf; 
 Og=Qp= (yip) fin. g=mytmg, 
und M = (yig)co.g=nytng. 
Hieraus fließen folgende Beftimmungen der neuen Cooedls 
naten rund u aus x und y: 
DQO= t=oxfaf—my—mg, und 
QM=ı= mxfmftny}r ng, 
Da fi aber daraus, weil mminnzı iſt, 
artmumsztf, und nn — mtmyıpg 
ergiebt, fo befommt man hieraus 
xemutntfi und yo. a—mt—g. 


Bringt man daher dieſe Werthe von x und y im die Sch 
chung zwiſchen x und y, fo findet man die Gleichung zwi⸗ 
ſchen t und.u, a weihe die Natur eben dieſer Surve quedrvct 


B5 sa 
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65. 35. 


Da fi keine Are rs denfen läßt, die mit'der Lurde in 
derfelben Ebene läge, und in diefer legten Beftimmung nicht 


enthalten wäre; fo giebt es au Feine Gleichung für die 


Kurve LM zwiſchen techtwinfligen Coordinaten, die nicht - 
jn der zwiſchen t und u gefunvenen Gleichung begriffen feyn 
ſollte. Ob alfa gleich die Größen fund g nebft dem Wins 
2dl q, wovon m undn abhangen, auf unzählige Arten vers 
ändert werden koͤnnen, fo drucken doch alle Gleichungen, 


‚die in der zwifchen € und u auf ;die befchriebene Art gefuns 


denenen Gleichung enthalten find, die Natur einer und der: 
felben Curve aus. Man pflegt Daher diefe Gleichung zwi⸗ 


fgen t und u die allgemeine Gleichung für die Curve LM 


zu nennen, weil Diefelde alle Gleichungen, die zu eben dies . 
fer krummen einingehören, ohne Ausnahme in ſich faft, 


6. 366 " _ 


er ift ſchon oben [$. 23.] angemerkt toorden, daß man 
nicht allemal aus der Berfchiedenheit zweyer oder mehrerer 


zwiſchen Coordinaten gegebenen Gleichungen auf eine Ber- 
ſchiedenheit unter den durch fie ausgedruckten Curven ſchlieſ⸗ 


ſen koͤnne: jetzt ſi ſind wir im Stande, ſolches genauer zu be⸗ 
ſtimmen. Sind nemlich zwey Gleichungen, die eine zwi⸗ 
ſchen x und y, und die andere zwifchen t und u gegeben, fo 
ſetze man in der erſten x = mufnt—f, ndy=nu— 


mt —g, und laffe dabey m und n fo von einander abhan⸗ 


gen, daß mm Fnn=ıfey. Hierauf unterſuche man, ob 
Die andere Gleichung zwiſchen t und u in der dadurch ges 
fundenen Gleichung enthalten fen, oder ob die Buchftaben 
$, g, m und n fo beftimmt werden fönhen, daß man dar: 
aus die gedachte andere Sleichung zwifchen t und u erhalte. 


St dieſes moͤglich, ſo deucken beyde Gleichungen eine und 
die⸗ 


— 


| beyden gleich werden. Hierdurch detommt man 
acanaa⸗ 24nntu 9nntt — ssnnan °F Tönnat==o 
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dieſaͤe Curve aus; wo nicht, fo sehbten f ie zu verſchiedo⸗ 
nen krummen einien. | 


” 


ærenpel 


Huf dieſe Met wind erhellen, deß folgende zwey Sleb 
Hungen 


J yy — axr=0: 
Ze: |. 
A6un agent gtt — ssauftsateo 


’ 


bey ihrer großen Verſchiedenheit von einander dennoch zu 


einer und derſelben krummen Linie gehoͤren. Denn ſetzt 
mar in derrerſten Gleichung Ze 
zsemufnt— fh; und y =nu—mt—g , 
fo verwandelt ſich Diefelbe in 
nnuun — -amntuf mmtt —angu ? amgt * 88 
— mau — nat af 
Um nun zu finden, od die zweyte von den gegebenen Glei⸗ 
chungen hierin enthalten ſey, multiplicire man dieſelbe mit 
an, und die gefundene mit 16, damit die erften lieder von 


> 


d 


aund 


| 16nnuu — zamntu T 16m2tt— zangu f zamgt * 1688 . 


Gmau — 16nat Tı6af 


Ferner unterfuche man, ‚wie viel- Glieder durch Beſtim⸗ 
mung. der willkuͤhrlichen Größen f, g, m und n einander 
gleich gemacht werden Finnen, ‚Bier bat man nım zu⸗ 
voͤrderſt 


2qun == 32m», mdonn. * 16mm 


| und anf ieder dieſer Gleichung folgt 


3n = 4m 


— | | Weil 


4 


\. 


. } 
‘ 
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Mel aher zum r.2 —_ an br R fi eraete (0,008 de 


| smegten außerdem | 


asnn = 16, und alfo 
3 00... 
at 
und es immer daher fon deep. Glieder mit near 
überein. Das vierte und fünfte Glied geben 
S5nna = == 32ng F ı6ma; und ıonna = 32mg — 16na 
und hier.Loygmt,eg nun Darauf an, zu unterſuchen, pb bey⸗ 


de Gleichungen einerley Werth für g geben. Run flieht | 
| aus der erften | | J 


ss wa Bu ma : Ida 3 


= Ber 
32 .2R 8 


und aus‘ber zweyten zu 


Snna na. 4 | 2a 
BUT ee Sr 


Beyde Werthe fimmen alfo mit einander überein, und fh .. 


find ſchon fünf Glieder einander glei. Es iſt folglich wei⸗ 


ter nichts übrig, als daßg g + af 0 fey; weldes da 


knoch nicht deſtimmt iſt, ohue Schwierigkeit erhalten wird, 
weil man nur f = — a zu ſetzen braucht. Es ift alſo ges 
zeigt worden, daß die beyden gegebenen Gleichungen zu 


u einer und derſelden keummen kinie gehören. 


Odb indeß gleich fehr von anander verſchiedene Gleichun⸗ 


gemeint und Mefshbe Aproe ansbruden innen fogiehtehto® = 


auch Yälle, wo die Verſchiedenheit der Gleichungen ein fiches 
res Kennzeichen der Verfchiedenheit der durch fie ausgedruck⸗ 
ten Curven iR. Dies IR allemal, wenn Die gegebenen Gleichun⸗ 


gen zu verfchiedenen Ordnungen ober Graden gehoͤryn, d.h 


wenn die hoͤchſten Dimenfionendgs Kedsdinatenx und y, t und 


u 


x 


! 
1 
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& verfchieden find, denn alddann find die durch die gedachten 
Gleichungen ausgedruckten Curven nie dieſelben. Esi mag 
nemlich eine Gleichung zwiſchen x und y zu einem Grade 
gehören, zu was für einem fie will, fo erhält marı allemal, 
wenn man darin x=muFtnt—f, undy=nu—mt—g 
fest, eine Gleichung zwiſchen t und u von eben demfelben 
Srade. Wenn älfo eine ändere Gleichung zwiſchen t und u 


au einem andern Grade gehört, ſo druckt Ne auch eine 
andere Eurve aus. 


4. 38. 


Wenn alſo zwey Gleichungen, die eine zwiſchen xund x 
und die andere zwiſchen t und u, nicht zu einerley Graden 
gehören, fo fließt man daraus fogleich mit Recht auf die 
Verſchiedenheit der durch ſie ausgedruckten Curven. Nur 
dann alſo, wenn beyde Gleichungen zu einem und demſel⸗ 
ben Grade gehören, kann man angewiß ſeyn, und in dies 
fem Falle hat man alfo and nur nöchig, Die vorhik di 
ſchriebene Unterſuchung anzuftelen. Da indeß der erkluͤrte 
Weg ſehr weitläuftig und beſchwerlich wird, wenn die Gleu 
chungen zu einem hoͤhern Grade gehören, fo werben unten 
andere Regeln gegeben werden, wornach man die Verſchie⸗ 
denheit der Eurven auf eine leichtere Art zu beurrhelnen im 
Siande ſeyn wird. 


— 39. 


Die Vorſchriften, die bisher zur Erfindung einer allges 
meinen Gleichung für die krummen Linien gegeben worden 
find, laſſen ſich auch bey der, geraden Linie gebrauchen. 
Denn iſt Fig. 12 anſtatt einer Curve die gerade Linie J. 
welche der Axe Rs— parallel ſeyn ſoll, gegeben, ſo. hat dig 
Wpplicate PM, man Mag den Wifangöpuitt de aͤbſelſſeũ 

an⸗ 


2. Zweytes Buch. Zweijtes Capitcl. 
m dieſem Kalle kommt allen Applicaten nicht mehr als 
eine Abſciſſe zu, ſo daß die Abſciſſe aufhoͤrt, eine veraͤnder⸗ 
Arde Broͤße zu ſeyn. Und hieraus erhellet zur Genuͤge, 


wie die geraden Linien durch Gleichungen zwiſchen recht⸗ 
ivinkligen Coordinaten ausgedruckt werden koͤnnen. 


5 4. | 
., viher Haben wie angenommen, daß die Coordinaten, 
durch welche Die Natur der Curve beſtimmt wird, auf ein⸗ 
ander ſenkrecht ſeyen; es wird aber auch die Curve auf der 
gegebenen Steigung auf eine ähnliche Art beftimmt, wenn 
Die Applicaten gegen die Are unter einem fchiefen Winkel 
geneigt find. Es fany dahe die Natur einer Curve auch 
durch eine Gleichung zwifchen fehieftvinfligen Koordinaten 
ausgedrucht werden, und auch diefe Gleichungen laffen ſich 
durch Veränderung der Age und des Anfangspunktes der 
Abfciffen auf unzählige Arten ‚verändern, ohne daß die 
Eurve ſelbſt dabey Die geringhe Veränderung leidet,- fo 
daß man auf’ diefe Weife auch für jeden fchiefen Wins 
Bel der Eoordinaten eine algemeine Gleichung für die Curve 
zu, finden im Stande. if. Wenn man aber diefen ſchiefen 
Winkel immer anders und anders anniinmt;, fo findet-man 
eine viel weiter ſich erſtreckende Gleichung für die Curve, 
weiche wir die allgemeinſte Gleichung nennen wollen, weil 
ſie die Natür der Curve nicht bloß Für jede Are und für 
jeden Anfangepunft der Abfeiffen, fondern ‘auch für. jeden 
KToordinaten⸗ Winkel ausbruält. Aus dieſer allgemeinſten 
Wiethung erhält. man die Allgemeine, wenn man den das 
dey zum &runde liegenden Coordinaten⸗Winkel in einen 
rechten Winkel verwandelt. 


5 4. 


| 
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| 5. 33. 
Es ſey für die Curbe LM Sig. 14 eine Steigung. zwi⸗ 
ſhen rechtwinkligen Coordinaten, nemlich AP4=x, und 
PM=y gegeben, und es werde verlangt, daß man dafür 


mit Benbehaltung der Age RS und des Anfangspunftes det 


Ä MR; Po wird 


Abſciſſen A eine Gleichung zwiſchen Eoordinaten ſuchen ſolle, 
die unter einem gegebenen Winfel = 9 gegen einander ges 
heigt fepn. Man fälle aus dem Punkte M die gerade Linie 
MQ ünter dem gegebenen Winkel MQA auf die Are RS 
herab, und fege fin. MQA= u, und co MQÄ= », 
desgleichen AQ, die neue Abſciſſe, =t, und QM, die 
neue Applicate, ==u. Da nun in dem rechtwinkligen Dee 
de PMQ, ' 


elite die? +2 


wid ungekehrt 


armer. 


- Gegt man daher in der zwiſchen x und y gegebenen Giel⸗ 
Au x St —⸗u, und ya, fo dekommt man bie . 


Gleichung wiſchen den Coordinaten t ind u, wilde unter 
dem gegedenen Winkel gegen einander geneigi And. 


Iſt hinzegen für die Curve LM (Ki. 149 eine iel⸗ 
chung zwiſchen den ſchiefwinkligen Coordinaten AQ und 
QM gegeben, fo kann man daraus ebenfalls die Gleichung 
wiſchen den rechlwinkligen Codrbinaten AP und PM für. 
elen dieſe Erde finden. Es ſey & der Winkel, unter web⸗ 
dem die Eoordinaten AQ und MQ gegen einander geneizt 

Eulers Ewiind. Anal.d. Unendl. ID, ‚e& find, 


— — — — 
— — — —— 


U] 
' 


f 
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ſind, und ſein Sinus — = ar fo wie fein Cofinus =»; auch 
ſey eine Gleichung zwiſchen AQ.= t, und QM. uges 
" geben. Zieht. man aus M die. Applicate MP auf die Are 
ſenkrecht, ſo wird, wenn ‘man AP = x, und MP = 7 


ſetzt 


und bringt man daher diefe Werthe in die zwiſchen t und u 
gegebene Gleichung, fo erhält man daraus die Gleichung 
zwiſchen x und 7, welche man ſuchte. 


y. | 
am Lmts- 7 
es . #& ** 


ex 
04 
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J fur die Curve LM Fig. 15 eine Gleichung zwiſchen 
den xechtwinflichten Eoordinaten AP = x, md PM =y 


‚gegeben, fo findet man die allgemeinfte Steihung für eben 
dieſe Curve auf folgende Art. Man nehme irgend eine ges - 


tade Linie rs zus Are, und darin D zum Anfangspunfte 


der Ahfeiffen an.“ Ferner fege man den Winkel DTM, 


welchen die Applicaten MT mit der Age machen, = 4, 
feinen Sinus = « und feinen Coſinus = »,'fo da alfo 
die neuen Applicaten, zwiſchen welchen die Gleichung ges 
ſucht misd, PT und TM feyn. Dann. ziehe man aus D 
die Linie D-G auf die, ‚vorige Are RS fenfrecht, nehme. . 
AGz=f,DE= 5, und nachdem man DO der Age RS, 
‚parallel gegogen, fin. ODs=m, md co. ODs—= nm, 
Endlich fälle man, wie vorhin, aus M die Linie MQ auf 
Die Axe rs ſenkrecht herab; und fege DO = t, und QM =. u; 
die ſchiefwinkligen Coordinaten aber DT= c, und TA 8. 
Alsdann iſt zuvoͤrderſt = 
te zur 1 955 dumm gs ($,43); und zweytens 
zszmufnt—f mwyzanuı- mug G. 36). 
dieraus a | 
\ DE EZ - pr 
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xnr — (nr — meo)s — f, und 
y=—-mrti(entom)s—g 


und dabey iſt n» — mp am cof, AVM oder dem Coſinus 
des Winfels, welchen die neuen Applicaten mit der voris - 
gen Are RS einfließen, und an Frm= fin. AVM, 


Wenn man alfo in der zwifchen x und y gegebenen Gleis 
dung für x und y jene Werthe fegt, fo erhält man daraus 
die allgemeinfte Gleichung für die Curve LM zmifchen den 
Eoordinaten'r und.s. 


$, 46. 

Da die Werthe, welche man auf dieſe Art für x und 
ſetzt, die veraͤnderlichen Größen r und s nur in der erſten 
Dimenfion enthalten, fo Ift. offenbar, daß die gefundene 
allgemeinfte Gleichung zu eben der Ordnung gehöret, von 


welcher die gwifchen x und’ y gegebene if, Bey allen Vers 


änderungen alfo, die man mit einer Gleichung für eine 
Curve vornehmen Pann, indem man nach Belieben Die Are, 
oder den Anfangspunkt der Abſciſſen, oder den Eoordinas 
ten: Winfel anders nimmt, bleibt demohngeachtet die Drds 
nung oder der Grad der. Gleichung unverändert, Ob man 


daher gleich jede zwiſchen rechtwinfligen oder ſchiefwinkli⸗ 


gen Coordinaten gegebene Gleichung auf unzählige Arten vers 
ändern kann, fo, daß fie gleichwohl noch immer dieſelbe Curve 


ausdeuckt; fo erhält man dabey doch nie eine Gleihung - 


weder von einem höhern noch von einem niedrigeen Grade, 
Und hierin liegt ber Grund, warum Gleichungen von vers 
ſchiedenen Graden, fo aͤhnlich ‚fie übrigene auch einander 


ſeyn mögen, dennoch allemal verſchledene Eurven aus⸗ 


C2 u Drit⸗ 


t 


f 
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Son ber Eicheiims der algebraiſchen krummen Erin 
in ‚Ordnungen, on 


I. 47. 


\ 


{ 


D: es eine eben fo große Verſchiedenheit unter den 


krummen Linien als unter den Funktionen giebt, ſo iſt es bey 
der unendlichen Menge derſelben unmoͤglich, zur Kenniniß 
von ihnen zu gelangen, wofern man fie nicht in gewiſſe 
Claſſen theilt, und dadurch dem Verftande bey ihrer Unter⸗ 
ſuchung einen Leitfaden an die Hand giebt und zu Hälfe 


kommt. Zwar haben wir die Frummen Linien bereits im 


elgebraifche. und in tranfcendente eingetheilt, allein jede 


dieſer Elaffen muß wegen der unendlichen Verſchiedenheit 


der’ Curven noch weiter zerlegt werden. Hier richten wie 
indeß unfor Augenmerf bloß auf die slgebraifchen Eurven, 
und wollen jet unterfuchen, wie diefe am bequenften vom 
neuen in Claſſen getbeilt werden koͤnnen. Das etfie, was 
dabey zu thun ift, beſteht in Der Seftfegung des Theilungss 
grundes und der Kennzeichen der darnach zu machenden 
Claſſen, damit man die Eurven, denen ebendiefelben Kenns 


geichen zufommen, zu ebenderfelben Elaffe, und dieienigen, ” 
bey welchen dieſe Kennzeichen verfchieden find, w verihier 


denen Elafien vechnen koͤnne. j .. 


6% 4% 
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Die einzige Quelle der gedachten Kennzeichen ſind all 


die Zunftionen oder Gleichungen, wodurch die’ Natur der 


krummen Finien ansgedruct wird; indem bis jegt fein ans 
derer Weg bekannt ift, der zu allen algebraifchen frummen 


Anien führte. Es können aber die Zunftionen und die 


Gleichungen zwiſchen zwey Eoordinaten auf, mancherley Art 
eingetheilt werden, ſo wie ſoiches auch im erſten Buche 
(fin erſten Capitel) geſchehen iſt. Zuerſt bietet ſich die Viel⸗ 
foͤrmigkeit der Funktionen, und zwar beym erſten Anblick 


als ein ſehr guter Theilungsgrund der krummen Linien in 


Elafien bar, und darnach würden diejenigen Curven, die 
aus einförmigen Funktionen entſpringen, zur erſten Claſſe, 
diejenigen, deren Funktion zweyfoͤrmig iſt, que zwey⸗ 
ten, und diejenigen, deren Natur durch eine'drepförmige 
Funktion ausgedruckt wid, aus dritten Ela gehören, 
mid jo ferner. 


$ 49 
So naitlich aber auch dieſe Eintheilung zu ſeyn ſcheint, 
fe findet man dennoch bey einer ſorgfaͤltigern Ueberlegung, 
daß fie der Natur der krummen £inien und den Eigenſchaf⸗ 
ten derſelben gar nicht angemeffen iſt. Wie vielfoͤrmig 
nemlich die Funktion ſeyn ſoll, auf welche eine krumme Li⸗ 
me führt, das hängt vorzuͤglich von der Lage der Axe ab, 
die willführli iR; fo daß, wenn bey einer Axe die Applis- 
cate eine einfsrmige Bunftion von dee Hofciffe ift, dieſelbe 
bey einer andern pe eine vielfoͤrmige Zunftion feyn kann. 
Es wuͤrde alſo, wenn man hiernach die Elaffen der krum⸗ 
men Linien feftfegen wollte, eine und-diefelbe krumme kinie . 
in verfegiedenen Etaffen vorkommen, und Dies. waͤre wider 


den Zwei So wägbe: die Curde, welche durch die Glei⸗ 


€: Hung 


ev \ 
J N . 


. 


u a Bone Zah Doiktes Core 


chung a3y aaxx — x# ausgebruckt wird, zur erſten 
Claſſe gehoͤren, weil die Applicate y eine einfoͤrmige Funktion 


von x iſt; verwechſelte man aber die Coordinaten, oder 


naͤhme man eine Axe an, die auf der vorigen fenfrecht 
ſfſtuͤnde, fo befäme man für eben Diefe Curve die Gleichung 


y4 — aayyta’xmo, und dabey gehörte denn die 


Curve zur vierten Claffe. Es kann daher die Vielförmigs 
keit der Zunftionen hey der Eintheilung derfelben | in Safen | 


feinen n &heilungegeund ahgeben, | 


$ 50, 


‚Eben fo wenig läßt fich dazu die Menge der Slieder der 
Gleichungen, welche die Natur der Eurven ausdrucken, ge⸗ 
brauchen, Denn wollte man die Eurven, deven Gleichun⸗ 


gen aus zwey Gliedern beſtehen, wie ya = ax jur er⸗ 
ſten, die hingegen, deren Gleichungen drey Glieder ent⸗ 


halten, zur zweyten Claſſe ꝛc. rechnen: fo würde auch hier⸗ 


bey eine und dieſelbe Curve in mehrern Claſſen vorkommen. 


So gehoͤrte die Curve in dem Srempel $, 36. deren Glei⸗ 
ſchung yy,— ax == o Mar, jur -erften und zur vierten 
Stoffe, weil man dafür, bey veränderter Are, die Glei⸗ 


‚Sung 16nu — 24tu F9tt— 55au FIoat —o hat. 


Ja nahme man die Are und den Anfangspunft der Abfcife 


fen anders, fo würde man fie auch zur zweyten und dritten. 


und fünften Claſſe rechnen koͤnnen, und es iſt daher dieſe 
aunthelung durchabe verwerflich. 


‚$ 31. 
Dieſe Undequemlichkeiten vermeidet man, wenn man 


\ 


die Eurven nad den Graden der Gleichungen eintheilt, _ 


Buch. melde fie ausgedruckt werden. Denn da der Grad 
der Gleichung, wodurch eine Curde ausgedruct wird, uns 


ver 


\ 


4 


des erften Grades 


| 
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verändert derfelbe bleibt, mian'mag die Are und den Ans 
fongspunft ‚der Abfciffen und den Coordinatens Wihfel ans 
nehmen, wie man will, fo gehört dabey jede krumme Linie 
nie zu mehr aß zu einer Elaſſe. "Himmt man daher die 
Anzahl dee Dimenfionen, welche die ‚rechtwinfligen oder 
ſchiefwinkligen Coordinaten in dee Gleichung für die Gurve 
haben, zum Theilungsgrunde an, fo bleiben ‚die Claſſen 
bey allen Beraͤnderungen, die man mit der Are, dem Ans 
fangspunfte der Abfcıffen und dem Coordinaten : Winkel 
vornimmt, unverändert dieſelben, und jede Curve gehört 


nie zu mehr ats zu einer Claſſe, man mag ihre fpecielfe, 
oder ihre allgemeinſte Gleichung zum Grunde legen. Am 


richtigſten theilt man daher die Curven nach den Graden 
der Gleichungen ein, wodurch ſie ausgedruckt werden. 


9. 52. 

So wie man nun die aus der Anzahl der: Dimenfionen 
entfpeingenden Arten der Gleichungen nach Graden unters 
fheider, fo wollen wir Die aus eben dieſer Duelle flies 
fenden Etaffen der frummen Pinten mit dem Namen der 
Ordnungen belegen. Da alſo die allgemeine Gleichung 


o=aYfpxtyyr 


A fo gehören hiernach alle Linien, die ſich ans dieſer Glei⸗ 


hung, wenn man darin x und y techtwinflige oder fchiefs 
winklige Coordinaten bedeuten laͤßt, ergeben, zur erften 

Ordnung. Wie haben aber oben ſ5. 39.} gefehen, daß die 
angeführte Gleichung blofi die gerade Ante ausdrudt, und 
es begreift daher die erße Drdnung meiter Feine Linie in‘ 


ſich, als Die gerade, welches auch allerdings unter allen 


Mien die einfachfte if. Da alſo det Name; Curve, hier 


sig aebroucht werden Cam :, fo wollen wie: die Ordnun⸗ 
&g gen, 


> I 


. ae vech re Ga 


er, womit wir uns jetzt beſchaftigen nicht Dronungen, 
der. krummen Linien, ſondern bloß Ordnungen der Li⸗ 
- Bien nennen. Die erke Ordnung der Linien faßt alfo keine 
txrumme, ſondern alfein Die gerade Linie in ſich. 


En 


Pr ift aber hierhen gleichgüftig, ob man die Coordina⸗ 
ten rechtwinklig oder ſchiefwinklig annimmt. Denn iſt der 
Winkel, welchen die Applicaten mit der Axe maden = =, . 

\ un, fein Sinus = u, fo wie fein Coſinus =»: fo wird 

I dir. Gleichung in eine Gleichung nie —* Coordi⸗ 


naten verwandelt, wenn man * 1 und x =—tefett, 


$s 44., und man befommt dadurch für die recewintige 
Eoordinaten t und u. die Gleichung: 


Korerer + yu 
| Da nun dieſe Gleichung eben den Umfang.hat als die vor⸗ 


hergehende, denn deyde find allgemeine. Gleichungen: fo 


erhellet, daß die Bedeutung der Gleichung nicht. eingeſchraͤnkt 
wird, wenn man den Winfel, den die Applicaten, mit der 
Are machen, einem rechten Winkel gleich ſetzt. Eben diefes 
figdet auch ben den Gleichungen der folgenden Ordnungen 
ſtatt, ihr Umfang wird nicht geringer, wenn and, ihre Co⸗ 
ordinaten rechtwinklig angenemmen werben. Da. alfo. bie, 
allgemeinen &teichungen, fie mögen zu einem Grade gehoͤ⸗ 
ren, zu was für. einem fie wollen, durch Veränderung ded. . 
Coordinaten⸗ Winkels nichts vom ihrem Umfange verlieren, 
ſo mexden wir auch ihre Bedeutung durch Annehmung recht⸗ 
winkliger Coordinaten nicht einſchraͤnken. Denn eben, Die, 
wu. bie bey ſolewvintigen coerdmau⸗ in. einer Glei⸗ 
Hung 


- - 
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gung enthalten ik, wird auch bey rechtwinkligen Coordis . 


naten Durch eben diefe Gleichung ausgedruckt. 


5. 54. 
Die Linien der zweyten Ordnung find insgeſammt in 


folgender allgemeinen Gleichung des zweyten Grades ent⸗ 


halten: 


—E—— — 


wenn darin x und 5 rechtwinklige Coordinaten bedeuten, 


ausgedruckt werden, jur zweyten Ordnung der Linien. Da .. 


alfo die erfte Ordnung feine Eurve enthält, fü find dieſes 


die einfahften frummen Einien, und werden daher. auch 


von einigen Erumme Linien der erften Drdnung genannt. 
Gewoͤhnlich heißen dieſe Curven Begels Schnitte, weil 
man fie auch durch Schneidung des Kegels erhalten 
kann, und es giebt davon mehrere Arten, den Kreis, die 
Ellipſe, die Parabel, und die Hyperbel, welche wir weiter 
bin aus der. allgemeinen Gleichung ableiten werden. 


Zur dritten Ordnung der Linien gehören alle Curven, 


welche. folgende allgemeine Gleichung. des dritten Grades u 
au die Hand giebt: 


o=ataxtaytiuyhöpatexst eayhayatars; 
wenn man darin x und y rechtwinklige Eoordinaten bedeus 
ten fäßt, indem diefe Gleichung durch Annehmung fchiefs 
winkliger Coordinaten, wie wir bereits angemerkt haben, 
[% 53.] feinen weitern Umfang befommt. Da diefe Glei⸗ 


chung eine weit größere Anzahl beſtaͤndiger Größen, die - 
man willkuͤhrlich beſtimmen fann, enthält, ale die vorhers : . 
. ende ſo begreift die gegenwärtige Drbuung auch eine 


€ 5 weit 


ae ne 


denn wir zählen alle Eurven, welche durch diefe Sleichung, 


N 


— " 
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Zehl der Dimenfionen der in ihr Befindlichen veränbertichen Ä 
Größen x und y die Ordnung der Eurve anzeiget. So ge⸗ 
hört z. B. die durch die Gleichung yy — ax = o ausge⸗ 
druckte Curve zur zweyten Ordnung, hingegen: die Kinie, auf 
. welche die Gleichung yy xy (aa—xx) führt, zur vier⸗ 
00 ta Drdnung, mei man auf diefee Gleichung durch Wegs 
' Bringung der Irrationalitoͤt eine Gleichung vom vierten 
Grade abau. Die Linie, welche durch die Gleichung 
a3 — 
IT a * 
ten Ordnung, weit ulan aus Diefer Gleichung durch Wege. 
| ſchaffung des Bruchs Nay FXXYa? — axx bekoͤmmt, 
n und das Glied xx y drey Dimenſionen dat. r' 


— 


ausgedruckt wird, iſt eine Linie der drit⸗ 


. 60. 


Es kdanen aber in einer und derſelben Gleichung meh⸗ 
crexe von einander: verfchiedene Curven enthalten feyn, je 
nachdem man die Applicaten fenfrecht oder unter einem 

„gegebenen. Winkel gegen ernander. gentigt annimmt. So 
giebt die. Gleichung yy=aa — xx bey-- rechtwinftigen- 
Coordinaten den Kreis, bey ſchiefwinkligen hingegen die 
Ellipſe. Alle diefe verſchiedenen Curven gehoͤren indeß zu 

einer und derſelben Ordnung, weil die Verwandlung der 
ſchiefwinkligen Coordinaten in rechtwinklige auf die Ordnung 
der Euren feinen Einfluß hat, [$.51u.53.] Ob alſo gleich 
die allgemeinen Gleichungen für die krummen Linien, ihre 

“ Ordnung mag. feyn, welche fie will, durch den. Winkel, 

‚ meldhen die Applicaten mit der-Uge machen, weder einen 
weitern, noch. einen. engern Umfang bekommen; fo-ift Doch: 
bey den fpeciellen Gleichungen für die krummen Linien: die 


dadurch außgedaudie Curve nicht ehr beftimms, als hiß, 
/ , der " 
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der Winkel unter welchen die Coordinaten gegen einander 
geneigt find , beftimmt iR. 


— 
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Soll eine Curve zu der Ordnung, welche durch ihre 
Sleichung angezeigt wird, ganz eigentlich. gehören, fo muß 


die gedachte Gleichung nicht in rationale Faktoren aufgeld⸗ 


fet werden fönnen. Denn hat eine Gleichung zwey oder 
mehrere Faktoren, ſo iſt fie ein Indegriff mehrerer Glei⸗ 
chungen, davon jede eine krumme Linie enthaͤlt, die zuſam⸗ 


nmengenommen der gegebenen Gleichung entſprechen. Wenn 


alſo eine Gleichung in Faktoren aufgeloͤſet werden kann, ſo 
druckt fie nicht eine ſondern mehrere continuirliche Curven 
aus, davon eine jede durch eine beſondere Gleichung ange⸗ 
zeigt werden kann, und die weiter keine Verbindung unter 
einander haben, als daß ihre Gleichungen in der gegebe⸗ 


nen Gleichung mit einander multipfisirt worden ſind. Da 


dieſe Verbindung von unſerer Willkuͤhr abhaͤngt, ſo koͤn⸗ 
nen dergleichen Curven nicht als: continuirliche Curven 
betcachtet werden, und es geben daher die Gleichungen, 
die wir oben [im erften Bude, im sten Eapitel, 9. 95.] 
complexe Gleichungen genannt haben, Feine continuirliche, 
fondern aus continuirlihen zufammengefegte Linien, die 
wir daher mit dem Namen der complegen Linien belegen 
wollen. . \ ur 
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So befieht die Gleichung yy may F xy — ax, die 
zu einer Linie der zweyten Ordnung zu gehoͤren ſcheint, 


wenn man fie auf o reducitt, oder daraus yy — ay— 


xy Fax == macht, aus den beyden Faktoren (y — x) 


(y— a) = 0; und. faßt daher. die beydes Gleichungen 


7 
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y—-xmo, und y — a* o in ſich. Dieſe beyden | 


Gleichungen gehören zu geraden Linien, und zwar die erſte 
zu einer ſolchen, die die Axe in dem Anfangspunkte der 
Abſciſſen unter einem halben rechten Winkel ſchneidet, und 

die andere zu einer ſolchen, die mit der Are parallel laͤuft, 
und von ihr um a entfernt if; und diefe beyden geraden 
Vinien werden alſo zugleich durch die Gleihüng yy = ayt 
xy — ax außgedruct. Eben fo ift die Gleichung y+ — 

xy3 — aaxx-—ay3 7 axxy Taaxy = oeine coms 


plere Gleichung, und es druckt daher dieſelbe feine contie ' 


nuicliche Linie der vierten Drdnung aus, fondern fie ents 
hält,, da fie aus den Kaktoren (y — x) (y—a)(yy— ax) 
befteht, drey verfchiedene Linien, ztvey gerade, und eine 
in der Gleichung yy = ax enthaltene krumme Linie. 


1 ' . 63. 
Es it daher leicht, complexe Linien, die zwey vder meh— 
. tere, gerade oder krumme, Linien, von fvag für einer Art 
men will, enthalten, zu finden. Denn druckt man jede 
dieſer kinien fuͤr eine und dieſelbe Axe und denſelben An⸗ 
fangspunkt der Abſciſſen durch eine auf o gebrachte Glei⸗ 

dung dus, ſo hat man in dem Produkte dieſer Gleichun⸗ 
gen eine complexe Gleichung, welche alle jene Linien in ſich 


begreift. Wäre z. B. Fig. 16 aus dem Mittelpunkte C 
nit dem Radius CA wu a ein Kreis beſchrieben, und durch 


den Mittelpunft deſſelben die gerade Linie LN gezogen, ſo 
koͤnnte man hiernach für jede Age eine Gleichung finden, 


t 
‚ 


welche den Kreis und die gerade Finie, ald wenn beyde 


nur eine Linie wären, zufammen in fich enthielte. 
u $. 64. | j \ | 


an nehme den Durchmeſſer AB, welche die gerade 


"BnieLN unter einem halben rechten Winkel ſchneide, zur 
Ahr 


v 


= — — —— 
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Are, und darauf den Anfangspumft der Abfeiffen in Aan, 
und fege Die Abſciſſe AP = x, und Die Applicate 
PM=y: Alsdann ift, für die gerade ini, PM=CP= 


a— x, und weil der Punkt M auf der Seite der negatis 


ven Applicaten liegt, = —atx,vdery—xtamo 


Fuͤr den Kreis bingegen findet man, weil PM2 —= AP, 


PB, und BP=r2 — xift, y yy=2ax — xx, oder 
yrtıx—2ax=o Multipliciet man alfo diefe beys 


den Gleichungen mit einander, fo befommt man folgende 


complere Gleichung vom deitten Grade, 

y3—y2xtyxx—x3 fayy—2axy f 3axx —2aaxmo, 
welche ſowohl den Kreis als die gerade Linie in ſich enthaͤlt. 
Es gehören nemlich darin zu jeder Abſciſſe AP = x drey 
Applicaten, zweye für den Kreis, und eine für die gerade 
Linie. Denn fegt man z. 2. 


a, fo wird E 


- > — 
| 2" ‘ 2 

I 3 3 N ie 

3 — 2 — — aay.— — a3 2 0, und alſo 
y>’T Fe A 4 177 * iſ | 

I. 1 

Lyıtzı=o oder 18— 7* 

ferner erhält man durch die Dipifion mit der gefundenen 
Burj | 


2) = aa z= 0, und es a daher us 
Ly=- Lava 


t 


uy=—Layı D 


Es wird demnach der Kreis und die gerade einieL N durch 
die gefundene Gleichung ausgedruckt, als wenn bepde Einien - 
| eine einzige continnirliche Linie wären, — 


56% 
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ur 
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oo. $. 65. 

‚Nachdem wir diefen Unterſchied zwiſchen conipferen und 
incomplegen Eurven bemerft haben, fo ift klar, daß die Linien 
der zweyten Drdnung entweder continuirliche Curven, oder 
aus zwey geraden Linien zufammengefette complere Linien 


“ find; denn hat die allgemeine Gleichung Faktoren, fo find 


diefelben einfach, und drucken alfo gerade Linien aus. Die 
Linien der dritten Ordnung aber find entweder incomplepg, 
oder aus einer geraden Linie und einer Linie der zweyten 
Ordnung, oder aus drey geraden Linien zuſammengeſetzte 


complexe Linien. Ferner find die Linien der vierten Ords 


nung entweder continuicliche Linien, ober complere, die. 
aus einer geraden Linie ‚ und einer Linie der dritten Ord⸗ 
mung, oder aus zwey Linien der zweyten Drdriung, oder 
aus einer Linie der zweyten Ordnung und zwey geraden Li⸗ 
nien, oder. endlich aus vier geraden Linien zufammengefegt: 
find.” Auf eine ähnliche Art verhält es ſich mit den coms 
pleren Linien der fünften und der übrigen höhern Ordnun⸗ 
gen. Hieraus erhellet, daß jede Linie von einer höher 
Drdnung alle Linien der niedern Ordnungen unter fich bes 
‚greift, aber diefe nicht allein, ſondern es ift jede Linie der 
niedern Ordnungen verbunden, entweder mit geraden Li⸗ 
nien, oder mit Linien der zweyten, der dritten und dee 
folgenden Ordnungen, doch fo, daß allemal die Summe 


„dee Ordnungsjahlen der einfachen Einien der Ordnungszahl 


der Compleren Linie gleich if. . 
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Bon ben vornehmſten Eigenfchaften ber finien einer 
jeden Ordnung. 


$. 66. 


Zu den vornehmften Eigenfchaften der Pinien. einer je⸗ 

den Ordnung gehört vor allen andern die Menge der 
Punkte, in welchen. diefe Linien von einer geraden Pinie 
geſchnitten werden koͤnnen. Denn da die Linie der erften 
Ordnung, oder die gerade Kinie, von einer andern geraden 
Linie in nicht mehr als in einem Punkte geſchnitten werden 
Tann, bey den krummen Linien aber folhes in mehrem 


HYunkten möglich ift: fo entfteht mit Recht die Frage, in 


wie viel Punkten die Curven jeder Drdnung von einer nach 
Belieben gezogenen geraden Linie geſchnitten werden koͤn⸗ 
nen, indem die Beantwortung diefer Frage auf die Kennt⸗ 
niß der Curven, die zu den verſchiedenen Ordnungen gehören, 
einen großen Einfluß hat. Wir werden aber finden, daß 
jede Linie der zwenten Ordnung von einer geraden Linie 
in nicht mehr als in zwey, jede Curve der dritten Drdnung 


in nicht mehr als in drey Punkten ic. gefchnitten wer⸗ 
den kann. 


= 


er 
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$. 67. 
‚Bi Haben bereits oben [$. 26.] dee Art und Weiſe Er⸗ 
wähnung gethan, wie die Anzahl der Punkte beftimmt ' 
werden fann, worin die Agg einer jeden Curve von diefer 
Curve geſchniften wird. Setzt man nemlich in der zwiſchen 
der Abſciſſe x und der Applicate y gegebenen Gleichung 


"y= o, fo erhält mar eine Gleichung, worin bloß x be⸗ 


findlich iſt; und’da die Applicate y- allemal, da = o wird, 
wo ein Punkt der Curve in die Are fällt, fo zeigt Diefe 
Sleichung die Werthe von x, und folglich die Punkte der 
Are an, in welchen die Curve die Age fchneidet, Go er⸗ 


hält man, wenn man in der oben [$. 64.] für den Kreis 
- ‚gefundenen Öleihung, yy = 2ax — xx, y=o feßt, 


o = 22x — xx, woraus ſich zwey MWerthe für x erges 


Ben, nemih x = o, und x = 2a,. die ameigen, daß 
"de Are RS; Fig. 16, zupdrderft in dem Anfangevunfte - 


der Abſciſſen A, und dann in dem Punkte B,wenn AB =2a 


iſt, von dem Kreife geſchnitten wird. Auf eine ähnliche Art: 


zeigen auch Bey den übrigen Eurven, wenn man in der für 
fig gegebenen Gleichung. y = o fegt, die. Werthe von x 
‚die Dur chſchnitrepuntre mit der Axe an. 


% 68 
Da bey der allgemeinen Gleichung einer icden Eurye 
jede gerade Linie die Stelle der Are vertritt, . fo zeigt die 


aus derſelben, wenn many = © fegt, entipringende Gleis. - 


‚chung die Anzahl-der Punkte an, in weichen die Eurve von | 
einer geraden Linie gefehnitten werden Fann, Man findet 


. aber -auf diefe Art eine Gleichung, worin bloß die Abſciſſe 
x als eine unbefannte Groͤße enthalten iſt, und es zeigen . 


"Daher die Wurzeln derfelben'die Durchſchnittspunkte der - 
Eurve mit der Are an. Es bangt demnach die Anzahl der 
Daurch⸗ 


x 
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Durchſchnittpunkte von der hoͤchſten Poteſtaͤt bon x in die⸗ 
fer Gleichung ab, und kann folglich nicht größer ſeyn, als 
der Seponent diefer Poteftät, Es wird aber immer fo viel 
Durchſchnittspunkte geben, als der Erponent der höchften 
Poteſtaͤt von x Einheiten enthält, wenn alle Werthe von x 
reell find; find ‚hingegen einige darunter imaginär,. fo 
wird die Anzahl der Durchſchnittspunkte um eben ſo viel 
vermindert. 


5. 9. 

Da wir alfo für jede Ordnung der Linien die allgemeins 
. Re Gleichung kennen [$. 53. - - $. 57. verbunden mit $.45.), 
fo find wir daraus im Stande, auf dem befchriebenen We⸗ 
ge die Anzahl der Punkte zu finden, in welchen jede Linie, 
fie mag zu einer Drdnung gehören, zu was für einer fie 
will, von einer geraden Linie_gefchhitten werden Fann, | 
Um von der allgemeinen Gleichung für die Linie der erften 
Drdnung oder die gerade Linie, 


o=eYtexYtyy 
anzufangen, fo erhält man daraus, wenn man y = 0, feht, 
o=aT px 


und diefe Sleihung kann nicht. mehr ald ine Wurzel has. 

ben. Es erhellet demnach, daß die gerade Linie von einer - 

andern in nicht mehr als in tinem Punkte gefchnitten wers 

den kann. Wird # 0o, fo zeigt die unmdgliche Gleis 

bung o = man, daß die Are in diefem Galle von der ges 
raden Linie gar nicht gefchnitten wird, und es find alfo als⸗ 
. dann beyde Linien einander parallel. Es erhellt dieſes au 
aus der Gleichung 6 = = F xy, welche man aus der-alls 
: gemeinen Gleichung erhält, wenn man darin a == 0 feßt. 


— . Da2 $. 70 
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us 79 IJ 
Wenn man in der alzemeinen Gleichung der Einien der 
| wehten Ordnung 
— —— —— 
‚= = o fest, fo erhält man dafür on 
02 thxt tax, — 

and diefe Bleihung hat entweder zwey reelle Wurzeln, 
* gar keine, oder auch eine, wenn K=oil. Es kanit 
daher jede Linie der zweyten Ordnung von einer geraden . 
‚ Linie in zwey, oder nur in einem Punkte, oder auch gar 
gicht geſchnitten werden, und alle‘ diefe Fälle Tann man " 
. auf die Art zufammen ausdrucken, daß man fagt, eine Wis 
nie der zweyten Ordnung fünne von einer geraden Einte i in 
nicht mehr ale in zwey Punften geſchnitten werden, 


6. 71. 

Wenn man in der allgemeinen Gleichung für die Binien- 
der dritten Ordnung y = o ſetzt, fo erhält man daraus . 
| o=utrpxtyxx }’x3 . 
| and da dieſe Gleichung nicht mehr als drey Wurzeln Haben. 
Kann, fo erhellet daraus, daß die Linien der dritten Ord⸗ 
, nung von einer ‘geraden Linie in nicht mehr als in drey 
" Punften geſchnitten werden koͤnnen. Es kann fi aber ers 
eignen, daß eine Lihie der dritten Ordnung von einer geras 
den Linje in weniger Punkten gefchnitten wird, z. B. in 
zweyen, wenn & = o ift, und die beyden. Wurzeln dee _ 
Gleichung o = « + #x. + vxx reell find, oder in einem, 
wenn die obige. Gleichung zwey imaginäre Wurzeln hat, 
oder wenn d = 0, und y = oft, oder auch gar nicht, 
"wenn = 0, und die übrigen bepden Wurzeln der Gleis 
hung imagındr find, welches flatt findet, wenn #, 7, und 
‘ verſchwinden, und ⸗ nicht wa 0 if, 
le - , J 4. 72% 
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. 9. 72. 

Auf eine ähnliche Art ſchließt man, daß die Linien der 
vierten Drdnung von einer geraden Linie in nicht mehr al® 
in vier Punkten gefchnitten werden fönnen; und Überhaupt 
kommt diefe Eigenfchaft den Linien aller Ordnungen zu, fo, 


- daß eine Linie von der nten Drdnung von einer geraden 


Einie in nicht mehr als in n Punkten gefchnitten werden 
konn. Doc folgt hieraus nicht, Daß jede kinie von der 
Drdnung n von jeder geraden Linie wirklich in n Punkten 

geipnitten werde, es Bann vielmehr die Anzahl der Durchs 

ſchnittspunkte auch Pleiner als n, ja felbft == o feyn, wie: 
wir dies bereit8 bey den Linien der zweyten und dritten- 
Ordnung angemerft haben: Es fagt alfo die angeführte 

Behauptung bloß, daß die Anzahl der Durchfchnittspunfte 

mie größer feyn kann, als die Zahl, welche die Ordnung 
der frummen Linien anzeigt, 


De Fe 
Aus der Anzahl der Punkte, worin eine gerade: Linie 


eine gegebene Curve fchneidet, täßt fich alfo die Ordnung 
dieſer Curve nicht beftimmen. Denn wenn die Anzahl diefer 


VDrurchſchnittspunkte = n ift, ſo folgt doraus nicht, daß 


- m m m 


die Eurve zur nten Ordnung gehöre, fondern fie fann das 
bey eben ſowohl eine Linie jeder hoͤhern Drdnung ſeyn, ja 
ſAbſt zu den tranfcendenten Linien gehören. Dagegen 
kann man mit Gewißheit behaupten, daß jede Curve, die 


von einer geraden Linie in n Punkten gefchnitten wird, 


nicht zu einer niedrigern Ordnung gehoͤre. So iſt, wenn 
eine gegebene Curve von einer geraden Linie in vier Punk⸗ 
ten geſchnitten wird, ausgemacht, daß man ſie weder zur 
iwepten noch, zur dritten Ordnung rechnen darf; ob ſie 
D 3 . aber 


n 
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abber zur vierten oder zu einer hoͤhern Ordnung gehöre, 
oder gar tranfcendent ſey? das läßt fich daraus nicht bes 

uctheilen, | 

| v §. 74. 

Die allgemeinen Gleichungen, welche wir fuͤr die einien 
jeder Ordnung gegeben haben, enthalten mehrere beftändige 
Größen, deren Beftimmung unferer Walkuͤhr überlaffen 

bleibt. Seht man dafür beftimmte Größen, fo werden das 

Durch die Curven durchaus beſtimmt, und laffen ſich, wenn 

die Axe gegeben iſt, ſo beſchreiben, daß alle uͤbrige in 
eben der allgemeinen Gleichung enthaltenen Curven aus⸗ 
geſchloſſen werden. So kann, obgleich die Gleichung o — 

“+ x + yy allein die gerade Linie in fich faßt, doch die 

Lage diefer geraden Linig in Anſehung der Age auf unzaͤh⸗ 

‚ige Arten verändert.werden, meil die beftändigen Größen 
2, 8, y unendlich viele Werthe befommen koͤnnen. Gos 

. bald aber diefe Größen beftimmte Werthe erhalten, fo 

"wird die Lage der geraden Linie fo beftimmt, daß außer 
ihr Peine andere der Gleichunge ein n Gentge thut. 


% 7: 


Es fcheint zwar, als 06 die Gleichung o ⸗ + BxtrY, 

da fie drey beftändige Größen «,; 8, » enthält, drey Be⸗ 
ftimmungen zulaffe; allein wegen der Natur der Glei⸗ 

chungen ift diefe Gleichung fhon beſtimmt, fobald das Vers 

haͤltniß diefer befiändigen Größen, oder das Verhäftniß 

zweyer von ihnen zur dritten feftgefegt iſt, und es läßt das. 

her diefe Gleichung nicht mehr als zwey Beftimmungen zu. 

- Denn beftimmt man sundy dur =, fo daß z. B. a =— = 

und „== 2« wird, fo verwandelt ſich diefelbe In o = = —- 

“x 1 247, und if alſo, da m uch die Diviſion wegge⸗ 
bracht 
\ 


— 


wm 


Bon den vornehmften Eigenfehaften ber finien ıc. 33 
bracht erden kann, dadurch ſchon vollfommen beftimmt, 
Auf eine Ähnliche Art kaͤßt die allgemeine Gleichung der Ps 


nien der zweyten Ordnung, „die ſechs beftändige ‚Größen 
enthält, nicht mehr als fünf, die nllgemeine Gleichung der 


Linien der dritten Ordnung nicht mehr als neun, und übers 


haupt die allgemeine Gleichung dee Linien der nten Ord⸗ 


nung nicht mehr etnmi2 B 2) — 1 Befimmungen zu. 


4. x 


Es laſſen fi aber die gedachten, Beftändigen Groͤßen 
allemal ſo beſtimmen, daß die Curve durch einen gegebenen 
Punkt gehet, und dadurch wird denn eine dieſer Beſtim⸗ 
mungen gefunden. Soll z. B. eine für irgend. eine Linie 
gegebene Gleichung fo beftimmt werden, daß die Curve 
durch einen gegeben Punkt B Sig. 17 gehe, ſo nehme mar 
nach Belieben eine Age und in derfelben den Anfangspunkt 
der Abſciſfen A an, und fälle ans B die Pine Bb auf. die 
Are fenfrecht herab. Hier ift hun offenbar, daß man, 
wenn die Eurve durch den Punkt B gehet, und Ab = x ges 
fegt wird, BB = = y== ber Applicate habe. Setzt man 
alfo in der gegebenen allgemeinen Gleichung Ab für x, und 
Bb für y, fo erhält man eine Gleichung, woraus fih eine 
von den beftändigen Größen «, Bı Yı *, ⸗2, ꝛe. beſtimmen 
laͤßt, und iſt dieſes geſchehen, ſo gehen alle Curven, die 
in der auf dieſe Art beſtimmten allgemeinen Gleichung ent⸗ 
Halten find, durch den Punkt B.- 

. mr 

Soll die Curve uͤberdem auch durch den Punkt C gehen, 
ſo fälle man auch aus dieſem Punkte die fenfrechte Linie 
Ce anf die Are, und fee in der Gleichung x == Be, "und 

D4 y 


dd 


1 


"sp. Zu⸗rthe Sup. Biete Sapitel 


y> Ce. Hjerdurch wisd-man eine neue Gleichung be⸗ 
 Tommen, woraus 2 ebenfalle eine von. den. beftändigen 
Größen =, ß, Y, d, ꝛc. beſtimmen laffen wird. Auch ift 
leicht einzuſehen, daß man, wenn die Curve durch drey 
Vunkte B, C.D gehen ſoll, dadurch auf eben die Art drey, 
und wenn ſie durch vier Punfte B, C, D, E gehen ſoll, 
vier beſtaͤndige Groͤßen beſtimmen konne. Wenn alfo die 
Añzahl der beflimmten Punkte, wodurch eine Curve gehen 
ſoll, eben ſo groß iſt, als die Anzahl der Beſtimmungen, 
welche die allgemeine Gleichung dieſer Curve zuläßt, ſo iſt 
dadurch die Curve durchaus beſtimmt, und die einzige, die 
durch alle gegebene Punkte gelegt werden kann. 
| j I. 78 
Da alfo die allgemeine Gleichung der Linien der erften 
Ordnung oder der geraden Linie nur zwey Beſtimmungen 
äuläßt, [$. 75.] fo wird die Linie der erſten Ordnung, oder 
die gerade Linie, durch jede zwey für fie gegebene Punkte, 
durchaus. beftimmt, und es läßt fich alſo durch zwey geges 
bene Punkte nicht mehr ald eine gerade Linie legen, wie 
folches auch ſchon aus den Sfementen befannt ift. Wenn aber 
nicht mehr als. ein Punkt gegeben ift, fo ift die Gleichung 
5. ned unbeſtimmt, und es lafen ſich "daher durch diefen, 
“ Punkt unzählige, gerade Linien! legen. 


$. „9, 
Die allgemeine Gleichung der Linien der. zweyten Ord⸗ 
‚nung läßt fünf Beſtimmungen zu [$. 75.], und wenn alfo 
eine Linie der zweyten Ordnung durch fünf beftimmte Punkte 
gehen foll, fo ift dadurch diefe Linie durchaus beftimmt, Cs 
kann daher durch jede fünf gegebene Punkte nicht mehr. als. 
‚sine einige einie der zweyten Ordnung gelegt werden; aber, 
wenn 


— 


Y ip 
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wenn nur vier, oder noch weniger Punkte beſtimmt ſind, 
fo laſfen fi dadurch unzählige Linien legen, die-alle zur 
zweyten Ordnung gehoͤren. Liegen drey von den gegebenen 
Punkten in einer geraden Linie, fo findet man, da Peine 


Einie Der zweyten Drdnung von einer geraden Linie in drey 
. Hunkten geſchnitten werden kann, keine continuirliche Curve, 


fordern eine complege Linie, oder zwey gerade Einien, 


denn diefe find nach $. 65. in der allgemeinen Gleichung des | 


jweyten Grades enthalten. 


$. 80. 

Da ferner die allgemeine Gleichung der Linien der drite 
ten: Drdnung neun Beftimmungen zuläßt, ‘fo kann man 
durch jede neun nach Belieben angenommene Punkte eine 
Linie der dritten Ordnung, aber aud) nicht mehr als eine 
legen; ift Hingegen die Anzahl der gegebenen Punkte klei⸗ 
ner, fo find unzählige Linien der dritten Ordnung möglich, 
die insgefammt durch diefe Punkte gehen. Auf eine ähns 


liche Art laͤßt fich Dutch jede vierzehn Punkte nicht mehr ag 


eine Linie der vierten Ordnung, Durch jede zwanzig Punkte 


nicht mehr Als eine Linie der fünften Ordnung legen, ꝛc. 
Ueberhaupt werden die Linien von der Drdnung n durch fa ° 


biel Punfte beftimmt, als die Formel rnat2 — 


= I: — * 3) Einheiten hat, fo daß, wenn die Anzahl dep - 


achebenn Punkte kleiner iſt, dadurch unendlich viele Linien 
von eben dieſer Otdnung gelegt werden koͤnnen. 


81. | 
Wenn alfo nicht mehr ale - an * 3) Punkte gegeben wer⸗ 


den ‚ fo kann man. dadurch ale eine oder, unzäptige ei⸗ 
Ds nien 





u” 
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f 
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. und, er nd — da. 
Bringt man nun dieſe Werthe in die e übrigen Sleihungen, 
ſo wird 

te bit fechicartaa 
‚om— tae— $bf tee} sef't Sff. 


| Mon multiplieive: die etſte von dieſen Gleichungen mit ef 
und die andere. mit ed, und ziehe, wn's wegzubringen die 
worte. von.ber eriten ab, fo, bekommt man, . 1... 
om taeef—gbäeft Feceft Side 
Fr Bacde * ebedfDedee— Lcdff 
en oder * 
Rey häef—bedf—ddofhe edff 


——— 


. \ —— — — — 
7 eae —acefcdee r lee tech 


Hieraus aber fliege‘ | 
da dfche.—be—de ten), Ä 
mie (ad — af — de } cf) 


un hiernach laſſen ſi 6 alfo alle Goeficinen beftimmen.“ 


w; 





ua nrle 


.. Sind auf diee Art alle Speichen der aligemeinen 

en Gleichung, o=«rPxTvyT $x2 hıxy Y $y? bes 
| ſtimmt, fo kann men die durch diefe Gleichung ausgedruckte 
Curve über DER angenommenen Age mit Benbehaltung des 
entftandenen Soordinaten, Winkels durch unzählige Yunfte, 

die ſich aus der Gleichung finden laffen, legen, . und biefe 
Curve wird zugleich durch die, gegebenen Punfte gehen. 
Laͤßt die allgemeine Gleichung mehr Beflimmungen zu als 
Punkte gegeben find, fo kann man die übrigen. nad Des 


| tieden engehmen, and darauf die einpeinen, Punkte der 
Eurve 


2 
3, 


, ’ 


m gen — — - 


/ 7 


Bon ben ET Eherſhafient der Sinien ꝛe. 68 


Curve aus der auf. diefe Art beftinimten Gleichung finden, 
und fo die Curve befchreiben. Man muß aber hierbey der 
Abſciſſe nach und nach mehrere ſowohl pofitive als negative 


Werthe, z. B.o, I, 2, 3,4, 5, 6, ꝛc. und ꝰ¶ 1, — 2, 


—3,—4,X%. beylegen, und zu einem jeden diefer Wer⸗ 
the den zugehörigen Werth der Applicate y fuchen. Auf 


dieſe Art findet man mehrere Punfte der Eurve, die einans 


der nahe genug liegen, um den m: ber Eurve — 
an cternen.. shi." in 
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5 85. 


— | ; 
Da die erfte Ordnung der Linien bloß die gerade Linie 
in ſich faßt, und die Natur diefer Linse ſchon aus der Eles 
mentar: Geometrie binlänglich bekannt ift, fo wollen wir 


‚nun die Linien der zweyten Ordnung genauer betrachten, 


weil diele Linien unter den Curven die einfachſten ſind, und 
durch die ganze höhere Geometrie den größten: Nutzen ges 
währen. Es zeichnen ſich aber diefe Linien, die man auch 
Hegel: Schwitte nennt, durch eine Menge fehr merkwuͤr⸗ 


diger Eigenſchaften aus, die ſchon den Alten nit unbe⸗ 
kannt waren, von den Neuern aber ſehr vermehrt worden 


find. Die Kenntniß diefer Eigenſchaften ift eine fo "wichtige 
Sache, daß viele die Erklärung derfeiden ſogleich nad) 


| der, Elementar : Geometrie folgen laffen. Da fie indeß nicht 
alle aus einerlen Quelle fließen, fondern einige ſich aus der 


Gleichung ergeben, andere fich finden laffen, wenn man 
jene Linien als Schnitte eines Kegels betrachtet, und neh _ 
andere wieder auf andern Wegen entdeckt werden, fo wol⸗ 
fen wie hier nur diejenigen Eigenfchaften betrachten, die 
man mit Benfeitfegung der übrigen Hälfsmittel bloß aus 
der Sleihung zu finden im Stande iſt. 


u 


x ve x 
deyın . R B 6 
niet ' $ 8 “ 


u - 


A 
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$. 86. 
Mir betrachten alfo die dlsemeine Gleichung der tinlen 
der zweyten Ordnung, nemlich 
2 4-4FAXTVYyTDXS Fıxzy Feyy, 
von der wir fehon gezeigt haben [$.54.] daß fie, und zwar 
bey jedem Applicaten- Winkel, alle Linien der zwenten Ord⸗ 
nung in fich faffe. Giebt man derfelben folgende Form, 
„try, — 
4 BE 
fo erhellet daraus, daß zu jeder Abfciffe x entweder zwei 
oder gar feine Applicaten y gehören, je nachdem die beys 


= 0 


den Wurzeln von y “entweder reell oder imaginär find. HM. 


2 = o fo fommt zwar jeder Abſciſſe nicht mehr als eine 
Applicate zu, aber weil alddann die andere unendlich wird, 
fo kann diefer Fall unfere Unterfuchung nicht. ftören. 


$. - 87. 


Wenn bepde Werthe von yreell find, und dies findet. 


ſtatt, wenn die ApplicateP MN, ig. 19, die Curve in zwey 
Punkten M und N ſchneidet, ſo iſt die Summe der beyben 
Wurzeln 


vorausgeſetzt, daß die gerade Linie AEF die Are, A det 
Anfangepunft der Abfciffen, und APN der Winkel ift, unter . 


welchem die Applicaten die Age fehneiden. Zieht man alſo 


unter eben dem Winkel eine andere Applicat⸗ npm, deren 


Werth pm negativ iſt, fo iſt aus eben dem Grunde 


Pa pm ZtAnır | 





_ ala an. _ Read 


and 


1 
ı 
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und die Differenz zwiſchen dieſer und der borherehenden 
Gleichung alſo | Be 
| PM tpmtPN—-pn= ann. 22 

Wenn man daher aus mundn nach der erfien Applicate 
PMN gerade, der Are parallele, Yinien zieht, welche die PMN 
in de den n Punkten und v betteffen, fo iſt 


s.Pp 


MAPN.: Pp er meet 
Es bleibt nemlich dieſes Verhaͤltniß ftets daſſelde, man mag 
die Linien MN und mn in der Curve ziehen, wo man will, 
wenn fie nur die Age unter dem angengnimenen Ypplicatene 
Winkel feyneiden, und die geraden Linien n» und na der 


Are paralel gezogen werden. 


| s. 88. 


Wenn gig, 20. die Applicate PMN fo weit fortgerückt 
Bird, bis die Punfte Mund N zufammenfallen, fo berührt 
die Applicate die Curve; denn wenn die begden Durch⸗ 


ſſchnittspunkte zufammenfallen , fo verwandelt fich ‚Die Aps 


plicate, welche fonft die Eurve fehneidet, in eine. Tangente: 
Es fen KCI eine ſolche Tangente, und ihr parallel ſeyen 
in beliebiger Anzahl gerade Linien MN, mi, welche ber 
Curve auf beyden Seiten begegnen, fo wie aus den Punk⸗ 
ten M, N, mund.n nad) der Tangente die geraden Linien | 
'M I, NK, und mi, nk der vorhin angenommenen Are pas 
fallel gezogen. Da hier CK, ck auf die entgegenftehende 
‚Seite des Punktes C fallen; fo muß man fie negativ neh⸗ 
men, und es iſt demnach 

CI—CcK:MI= er, und 

‚ci—-ck:mim=s: si folglih 


\ 
. 


| mern 


Von den linien bee zweyten Ordnung. 665 


.Ci—-CcK:MI=Ci— CK: mi, ode 
Ml:mi=CI— CK: Ci—Ck | 


- 


$ 89 


- Da die Bage der Are in Rückficht auf die Eurve willfährs 


Ich ift, fo wied allemal, wie man auch die Linien MI, N-K, 
mi,nk zieht, wofern fie nur einander parallel bleiben, - 
NI:mi=CI—CK:cCi—Ck feyn. "Zieht man daher“ 
die Pınien MI und NK fo, daB CI=CK wird, oder der. 


CL, welche, aus dem Berührungspunfte C gezogen, Die . 


Dedinate MN in L in zwey aleiche Theile theilt, parallel: 


ſo wird CI—cK=o,-und folglich auch Ci — Ck = 


— (CI — ch=o Berlängert man affo CL bie in 1, 


ſd wird, weil auch mi und nk der CL parallel. ſind, 


miz=Ci, wdnl=Ck, und folglih mI= nl Wenn 
daher eine durch den Berührungspunft C gezogene gerade 
Pinie CL1’eine der Tangente parallele Srdinate MN hals. 
biret,, fo halbiret diefelbe auch alle übrige dieſer Tangente 
parallele Ordinaten ma. 


& 90. 
. Da die Linie CLI, Fig. 20, alle der Tangente ICK 
parallele Drdinaten in zwey gleiche Theile theilt,, fo pflegt 
man fie einen Durchmeffer der Linie der zweyten Ord⸗ 
nung oder des Kegelſchnitts zu nennen. Es laſſen ſich das 


. ber in jeder Linie der siegten Ordnung unzählige Durch⸗ 


meſſer ziehen, weil es für einen jeden Punft diefer Linie 
eine Tangente giebt, Pit Tangente ICK mag.nemlich ges 


‚ geben fenn, too fie will, fo wicd allemal, wenn man MN 


der ICK parallel zieht and in L halbiret, die gerade Linie 


CL alle der IK parallefe Ordinaten in zwey gleiche Theile. 
Eulers Einl.in d. Anal.d. Unendl. IB. & theilen 
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| theilen, und folglich ein Durchmeſer der Linie der more | 
L Drdnung feyn. 


\ . 91. 

Hieraus folgt auch, daß die gerade Linie LI, welche 
isgend zwey einander parallele Drdinaten MN und men in‘ 
zwey gleiche Theile theilt, ebenfalld alle übrige de MN 
und mn parallele Ordinaten in zwey gleiche Theile heilen 
werde; indem es irgendwo eine der MN und mn parallele 

u Tangente IK, und folglich einen Durchmeffer geben muß, 
Hieraus 4äßt ſich eine andere Methode ableiten, in einer 
gegebenen Linie der zweyten Ordnung unzählige Durchmeſ⸗ 
ſer zu finden. Zieht man nemlich nach Belieben zwey ein⸗ \ 
ander parallele Drdinaten oder Sehnen MN und mn, und. 

| Ä Hatbitet-diefelben in L und: fo halbiret die durd: L und1 
| gelegte aetade Linie auch alle übrige der MN und mn pa» 
rallele Dedinaten, und if folglich ein Durchmeſſer. Wenn 
dabey der Durchmeſſer, verlängert, die Curve in E trifft, ſo 
‚berührt die durch C den Ordinaten parallel gezogene gerade“ 

Linie IK die Curve in dem Punkte C 


$. 92 | 
zu dieſen Eigenſchaften hat uns die Beratung der 
Summe der beyden Wurzeln von y in der Öleichung 
en „cin, ‚uette | 
geführt. Man meiß aber aus diefer. Gleichung euch, daß 
y das Produkt beyder Wurzeln PM. PN (Fig 19) = 


por ift, und Diefer Ausdrud — Ixx — re hat 


entweder zwey reelle Wurzeln oder nicht. Jenes findet 

fatt, wenn bie Curve von der Age in zwey Punkten E und F 

€ 3 - ... . ge⸗ 
⸗ ® 
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geſchnitten wird Denn weil aladann jy= =.o wird, fo iR 
Ian = ei und es find dermach AE 
und AF die Wurzemn von x. bieran 8 lnach ab I. 
Cap. 2. $.29.] 

————— * re — amaane 2 PE. PR 
weil x=AP ift; und mar hat folglich allegeit 


PM: Net PE. PF, oder * 


dann auch 


PM.PN:PE, Pau}; &. E BR 
die Applicate P MN mag:gezogen werden, wo man wul, 
wofern nur der Winkel NPF dem angenommenen Apliea⸗ 
ten: Winkel gleich iſt. Zieht man alſo die Applicate Inn, 
ſo iſt, da Ep und;pm negatin find, 


een 
te, = $. 93 — 
Schneidet alfo, ‚Fig. 21. eine gerade kinie PEF eine 


Einie der zwepten Ordnung in den Punkten E und F, und 
werden auf diefelbe i in beliebiger Anzahl einander parallele. 


: . Ordinaten NM P, npm gezogen, fo ift allemal 


PM.PN : PE.PFoapm,pn :pE. praed: g 


Und da die Lage der Are willkuͤhrlich iſt, ſo iſt auf aͤhnliche 
Yet, wenn man PMN bie de ſeyn tft, unde afder PER. | 
parallel zieht, 
PM.PN: RE. PFz=gMi aN : he. afz=pm. pn! pE- pr 
und folglich 
qe qf: pE.PFAM. N: pm.pn — 
Wenn alſo zwey einander parallele Ordinaten ef und ER 
gegeben ſind, uad azwey andere unter ſich parallele Ordina⸗ 
| 2 . | ven 


% P} 


y 


5 —Zweytes Brech. Fuͤnftis Gapltel, 

fen MNund mn- ſo gezogen werden; daß ſie jene in den 

Punkten P, p, 4 und r ſchneiden: ſo iſt allezeit J 
PM.PN:: PR. PF=pm. pn: pE.pf== qM. N: ge. .ge 

WM aha zrmien. re. r 

und dies iſt die zweyte Houpteigenſchaft der Sinien de 

aweyten Ordnuns· I 


pe. 6. ‚9 Er 


Dem die bepten Puntte Mund N zufammenfalten, ſo 


"berührt die Linie PMN die Curve in dem Punkte, wo ſol⸗ 


ches geſchiehet, und es verwandelt ſich alddann das Rechteck 
 BM..-PN IK das Quädrat-Son PM oder PN: .' Hieraus 
aͤßt ſich eine neue Eigenſchaft der Tangenten ableiten. ‚Bes 
. Aßer-nemlich, Fig. 24, die Linie CP p die Linie der zwey⸗ 
ten Drdnung in dem Punkte C, und zieht man in beliebigeg 
Anzahl unter einander parallele Yinien PMN, pmn unter 
einem und demfelben Winkel auf die Tangente'C P p: fo ift 
nach der eben angeführten Behauptung 
.PC2:PM.PN=pC2: pm. pn, d.h. 
wenn eine Ordinate'MN die Tangente unter einem .geges 


benen Winfel trifft, fo hat allegeit dad Quadrat CP2 zu. 


dem Reibtede PM. PN ein beſtaͤndiges VBerhältniß: 


§. 95. 


gieraus folgt auch, daß, wenn, Sig. 20, ein Durch⸗ 
* CD einer Linje der zweyten Ordnung, der alle unter 
- einander parallele Drdinaten MN, mn in zwey gleiche 


Theile theilt,. der Eurve in den Punkten C und D begegnet, ° 


CL.LD: LM. LNM CI. ID: Im .In 


bu Da aber LM=LN und Im ==In, fo wird hieraus | 


“ LM2:1lm2 =CL.LD: CI. iD 
* bi das Quadrat der halten Oedinate LM Hat zu dem 


f 
eo . 


Rechts " 


Don dem fnien der zweyten Ordnung. [7 
Rechtecke CL.LD ein beftäntiges Verhältnig. Nimmt 


man daher den Durchmeffer CD zur Age, und die halben: 


Ordinaten LM zu den Applicaten an: fo ergiebt ſich hieraus 
eine Gleichung für die Linien der zweyten Ordnung. Set 
man nemlich den Durchmefler CD=a;, die Abcıfe CL=: * 
und die Applicate UM y, fo ſteht „weil dann LD=a—x 
wird, y2 mit ax — xx in einem beftändigen Verhälenifie, 
Druckt man daſſelbe durch h:k aus, fo erhaͤlt man fuͤr die 
Einen der zweyten Dednung die Gleichung: 


alarm). 


$. 96. 
Betrachtet man die beyden gefundenen Eigenfchaften ig 


Y 


Verbindung mit einander, fo gelangt man dadurch zur Ent⸗ 


deckung anderer Eigenfchaften, Es feyen, Sig. 22, in einer 
Linie der zweyten Ordnung zwey einander parallele Ordi⸗ 
ngten AB und CD gezogen, und darauf das Viereck ACD B 
ergänzt worden. Zieht man nunmehr aus einem beliebigen 
Punkte det Eurve-M die Drdinate MN mit AB und CD 
parallel, welche folglich die geraden Pinien AC und BD ig 


den Punkten P und Q fhneiden wird: fo find die Theile 


derfelben PM und QN einander glei. Es theilt nemlich 
[nad $.91] die gerade Finie, welche die Drdinaten AB und 
CD halbirt, auch die Drdinate MN in zwey gleiche Theile, 
und eben das muß ſie nach der Elementar⸗ Geometrie mit- 


dem Stuͤcke PQ thun. Da alfo die Linien MN und PQ 


in einem und demfelben Punkte halbiret werden, fo muß 
‚MP=NQ, ud MQ=NP 

feyn. - Kennt man daher aufer den vier Punften A, B C, D 

einer Linie der zweyten Ordnung noch einen fünften M, fo 

findet man daraus den fenöten N, wenn man N Q=MP 

macht. 

—E3 $. 97. 





\ 


ma gwehtes Buch. ‚Sänfies Eapitel; > 


allejeit die Rechtecke zwiſchen ſe zweyen dieſer Linien, die 
nach gegenuͤberſtehenden Seiten gezogen ſind, in einem ge⸗ 
gebenen Verhaͤltniſſe; oder es iſt Das Verhaͤltaiß MP. MQ: 
MR.MS ſtets eben daffelbe und gegeben, man mag den 
Punft, M annehmen wo man will, wofern man nur die, 


Winkel bey P, Q, R und S diefelben bleiben läßt. Um fi 


fl 


hiernon zu überzeugen, ziche man durch M die Pinie Mꝗ 
der AB; und Die Finie'rs der BD parallel, und bezeichne. 
die Punfte, in welchen diefe Linien die Seiten des Traper 
ziums ſchneiden, durch die Buchſtaben p, q, r und & 
Alsdann ift nach dem Vorhergehenden Mp. Mq zu Mr. Ms 
in einem gegebenen Berhoͤltniſſe. Da ferner alle Winkel 
..gegeben find, fo find auch die Verhältniffe MPMp, 
MQ:Mgq, MR:Mr, und MS:Ms gegeben. Hieraus 


fließt, daß auch MP.M Q juMR. .MS ein gegebenes Ders 
haͤltniß hat. i 


* 


9. 100. | 

Mir Haben oben [$: 94] gefehen, daß, wenn, Fig. 24, 
parallele Ordinaten, MN, mn verlängert werden, bis fie 
einee Tangente CPp in P und p begegnen, PM.PN : CP2 
=pm.pn:Cp2ift. Nimmt man daher die Punkte L 
und 1 fo, Daß PL die mittlere Proportional: Linie zwoifchen 
PM und PN, und pl die mittlere Proportional: Linie zwi⸗ 
ſchen pm und’pn wird: fo ift PL2:CP* 'pl2: Cp2, 
und folglich PL: CP = pl: Cp; woraus -erhellet, daß 
alle Punfte L, 1 in einer geraden Linie liegen, Die durch 
den Berührüngspunft © geht. . Wenn daher eine Applicate 


. PMN fo in L gefchnitten wird, daß PL2=PM.PN, 
ift, fo theilt die gerade finie ELD, welche durch die Punkte 
C C und L.gezogen wird, auch alle übrige Applicaten fo in J, 
\ Babe! die mittlere Proportional⸗Linie zwiſchen p m und pn 


_ '% 


Bon den Sinien der zweyten Ordnung. +73 


äft. ‚Und wenn zwey Applieaten PN und pn foinLundL 
gefchnitten werden, daß PL2= PM.PN, undplz - 


pm.pn ift, fo gcht Die, gerade Linie LI verlängert duch 


den Beruͤhrungspunkt C, und ſchneidet alle uͤbrige Appli⸗ 


caten, Die der PMN und pmn parallel ſi nd, in eben dem 
Verhaͤltniſſe. 


6. 101. 

Nachdem wir dieſe Eigenſchaften der Linien der zwehten 
Ordnung, die aus ihrer Gleichung unmittelbar fließen, ken⸗ 
nen gelerht haben, fo wollen wir uns zur Unterſuchung 
folder Eigenfchaften diefer Eurven wenden, dern Ents 

deckung etwas mehr Rachdenken erfordent.. Iſt alfo- die 
allgemeine Gleichung für. die Linien der zweyten Dednung, 
„4 xt Ixxtpex te“ 


J 
‚gegeben, nach welcher zu jeder Abſciſſe ax (Fig 25) 
eine doppelte Applicate y, nemlich PM und. PN, gehdit: 
ſo laͤht ſich die Lage des Durchmeſſers, der alle Ordinaten 
AN.jn zwey gleiche Theile theilt, beſtimmen. Es ſey LG 
dieſer Durchmeſſer, der folglich die Ordinate MN in dem 
Halbirungs⸗ Punfg L fchneiden, und diefen Punkt mit der 


— —— — - - - — oo. 


MN gemein haben. wird. Man fee P PL= =2 fo if, da 


— — oder 
ag. E 





4 PM ri PN iR, 2 


Deztıtvmo; 


und durch diefe Gleichung wird Die Lage des, Durtmifer 


beſimmt. 
Auch laͤßt ſich daraus ferner die Laͤnge des Durchmeſſers 


16 Gs. 25) enden, wodurch man. die peyden Stellen dee” 
E 5 Curve 


184 


tang, LO p= 55 = A— ag 


- A Pl: 
* 


n ‘ 


2. - Brent Buch. Fünfus Eapi, 


| Beingt. man diefe Werthe in die vorhin zwiſchen t und v 


gefundene Gteibung, fo erhält man. - 
9 _ ep Zertpteghandg: Rzur—ıs 


* aergt2eet PILLE 
oder. ” ey 
‚res F. | + (up y 2udp * * pam * 0 
j oder Ä 


Y (rt tmatltardptertreme Ä 
and durch dieſe Gleichung wird die tage des Durchmeſers 
ig beſtimmt. 

J 5. 10%. , 
Nun ſchneide der erſte Durchmeſſer IG, deffen Lage 
durch die Gleichung 202 Pextr=o[f. or) beſtimmt 
wurde, verringert, die Are in O, fo wird 


AO = ; und folgio Po= = —x, und 


* ‚und tang. MLG= * 


x 


7. 


Ferner treffe der andere Durchmeſſer i gr verlinge mie 
Her Are in ot en ‚ To wird . | onen 
By— (ae T 270 „. 
WTEE — ẽ, und tang. ————— 
Da nun tang. KOL =: it, fo ſchneiden fi fi & die bey⸗ 


den. Durchmeſſer 10 und ig einander in irgend einem 
Punkte C, und maden einen Winkel OCo = Aol —- 


AOL, und es iſt demnach 
"48 — — 
ung — AMSCT 2BXEe FPRYBMNFME 
Der Winkel hingegen, unter welchem der zweyte Durch⸗ 
meſſer ig feine Ordinaten halbirt, iſt Mio = 1809 — 
1 Ipo.- —Aol, und boiglich ſeine Zangente, oder 


) 


%r 





tan. 


Pr d 


ı 
= 


Bon den Linien ber zweyten Orduumg. 77. 


5; auugtzpse Tanne Pen 

— Mlo= Bert Fan and: ö 

*) Da nemlich, aus ber. Gleichung am Ende des vorhergehen⸗ 
—— O—— 


In $,Ag=p= get ar) Ti: 

\_@Rftng | 

wird Ao — A J — und ſolglich tang- 
| R nsh2rd. 


— —. 


| *5 —Ag, 2er 
Dieſe Beſtimmung ergicht ſich aus sang: —* N) 


tang. a = — wenn man ‚tang. “= tang. Aöh; 
© Tttang.a.tang.B. Bu; 


[2 


id tang. B == tang. KoLmadt, en 


Ei nemlich tang.Mlo =tang. (180° —!po — Aol) 
_ tang. (180° — po) — tang. Al 
" ı tang. (ae? — 1p0). ta taug: ;kol- 


vw 
(1800 h)= = — tang. 1po== =. 


1 
0 


! » 


und tang. 


- 4 


Ä . 106. 
Jetzt wollen wir den Punft- C beteachten, in welchem 
ip die beyden Durchmeffer IG und i g fehneiden. Kalt - 
| man aus demfelben auf die Are die fenfrechte einie e cu 
hab, und ſetzt dabey 
ApDPM g; und CcD=h; 
bwied, einmal, weil C in dem Durchmeſſer IG liegt, 
| 22h Yıztryzo 
und zweytens, weil ſich C auf in dem Durchneſer is 
beſindet, 
 @agtınh K (pet —R Ay tıeemo 
Zieht man nun von diefer zwehten Gleichung die ee, vu 


"multipliciet ab} fo bekoͤmmt man 
, ® AR 


> 


J 78 | "Biegtes Buch. Fanfre Capitel. 


'rıh arg tıs=o, oder sh Halgie= o 
und aus der eriten und diefer Ichten Gleichung wird 


——— — J A 
J =, folglich 
andsSarn und | 
* 25 
5 = — 14 — = 43% g. 
Da in diefen beyden Beftimmungen die Größen u und r, 
von welchen die Schiefe der Applicaten pMn abhängt, nicht 
‚ it vorkommen, fo erhellet daraus, daß der. Punft € uns 
verändert bleibt, wie die Schiefe der gedachten Applicaten 
aud immer no ändern mag. — 


und hi 


> , $ 107. 
ur ſchneiden ſich alſo die Durchmeſſer 16 und ig ſtets 
in demſelben Punkte C, und hat man. denfelben einmal ges 
funden, fo gehen alle Durchmeffer durch ihn; fo wie auh 
umgekehrt alle durch diefen Punkt gezogene gerade einien 
Durchmeſſer fi find, und daher alle unter einem gemiflen bes 
ftändigen. Winfel gezogene Drdinaten in zwey gleiche Theile 
theilen. Da es alfo in jeder Linie der zweyten Ordnung nicht 
mehr, als einen Punkt von diefer Art giebt, und darin alle 
Durchmeſſer fi fehneiden, fo pflegt man diefen Punkt den 
. Mittelpunkt der Linien der zweyten Drdnung zu nennen. 

Man findet denfelben aus der Gleichung 

| emetehertisxhiertg 
“ ap — 


wenn man AD= — annimmt, und dabey X | 


maß. . ' . 


| ayd — pı 
a 


Ren Ä | —. 108. 


i 


N ” 


Von ben fir in dr meh Bing 79: 


. 9. „108. J 
Nun bien wir oben [$. 102] gefunden, WÄeÄK + AH == 
—— per ſey, und dabey ſind IK md CH aus den. Ends 
gunften. des Durchmeflers 16 auf die Are fenfrecht herab⸗ | 
gefällt. Hieraus erhellet,, baß A D= = AKTAH 


daß alfo der Punkt D in gleicher Entfernung vik K und H 
in. der KH liest. Es liegt daher auch dee Punkt C in der‘ 
Mitte ‘der Durchmeſſers 10, und da dies auch von jeden» 
andern Durchmeffer gilt, fo ſchneiden ſich nicht nur alle 
Durchmeſſer in einem und demſelben Punkte, fonder fie 
theilen ſich auch einander intgeſammt in zwed gteiche Ehre, 





iſt, und 


DE 10. 

Nun ſey „Fig 26, irgend ein Durchmeſſer AI die Axe, 
und der Winfel, den die Hrdinaten MN mit. demfelben mas 
chen, oder APM, =g, fein Sinus = m, vnd fein Coſinus 
en. Setzt man die Abſciſſe AP = x, und die Appficate 
PM =y,tfo verwandelt fih, da die Applicate zwey 
gleiche entgegengeſetzte Werthe hat, deren Summe folgs 
ih = 0 iſt, die allgemeine: Gleichung für die Linien der: 
zweyten Ordnung in folgende: 

yy=zatrsıtyıx. 
und diefe ‚Gleichung giebt, wenn man yo ſeyn laßt. 


‚die Punkte der Are G und I, wo diefelbe von der Curve 


geſchnitten wird. ve nemlich die Gleichung 
| xx} Rz + —_ eo 
y y , 
debenden Burn, ==Ab, und x=Al, m 28 i daher | 
AGr erh M= —W 
- Da. 


We Tw A 


wo guehte⸗ Buch. Bänfeis Ganitel,. 


Da nun der Mittelpunft C in.der Mitte des Durchmeſſers 
liegt, fp wird derſelbe leicht gefunden, indem 





| AG#tAI —a 
td Drugs 
j u * a 2 * any 
0. j 
$. IIC. 


Rent man. den Mittelpunkt einer Linie der zweyten 
Ordnung —X der Axe AI, fo nimmt man denfelben. am 
fügfichften: zu Anfangspunkte der Abſciſſen. Man ſetze alſo 


Cp=t, ſo erhaͤlt man, da PM =;y bleibet, und x 


ÄC—-cP= — m ift, folgende Gleichung zwiſchen 


. den Coordinaten t/ und ” UWB 


es ra 
rn DEE 


“ Waı- tie 

Sept man n alfo x für t, ſo hat man eine allgemeine Glei⸗ 
chung für die Linien der zweyten Ordnung für den Fall, 
menn irgend ein Durchmeſſer zur Age und der Mittelpunkt 
zum Anfangspanft der Abfeiffen angenommen worden iſt, 
nemlich | 
yy= za Axx 

Macıt man alfo y = o, ſo wird cc= ev z und 
“u. . ... \ 


es ift demitach der ganze Durchmeſeer G1* 2 7 


$, In. .. | “ 


Setzt man x == o, fo findet man die Hrdinate durch 
den Mittelpunkt, EF; es wird nemlich cCE= Erey a, 
d | j - nd 


>» 





mm — — — — 


‚ Bon ben linien ber zweyten Orbnung. er. 
und folglich die ganze Ordinate EF = 2y'= Da diefe 
Drdinate durch den Mittelpunft geht, fo ift auch fie ein 
Durchmeſſer, [$.107], der den Durchmeſſer GI unter dem 


Winkel ECG = q ſchneidet. Es theilet aber diefer zwehte 


Durchmeſſer EF alle Ordinaten, die dem erften Ducchs 
meffer GI. paraliel find, in zwey gleiche Theile. Denn 
nimmt man die Abfcifie CP negativ, fo bleibt die zu ihr 
gehörige nach J zu fallende Applicate der vorigen PM gleich; 
und da fie ihr auch parallel:ift, fo wird die gerade Linie 
durch die beyden Punkte M dem Durchmeffer GI parallel, 
und muß folglich von EF in zwey gleiche Theile getheilt wers 
den. Es find alfo die beyden Durchmeſſer GI und EF fo 
befhaffen , daß jeder alle Drdinaten, die dem andern pas 
zallel find , in zwey gleiche Theile theift „ und, wegen tiefer 
Eigenſchaft werden fie sufammengebörige Ducchmefler ges 
nannt. Wenn alfo in den Endpunften G und I des Durchs - 
mefferd GI gerade Linien gezogen werden, die dem andern 
Durchmeſſer EF patallel find, fo berühren diefe Linien die 
Curve, und eben diefes thun die geraden Linien, die durch 
die Punfte E und F dem Durchmeſſer G h parallel gelegt 
werden. [$ a on 
. ' \ 
$ -112. 

Nun ziehe man (Fig. 26) irgend eine ſchiefwinklige Ap⸗ 
plicate MQ, und ſetze dabey AQM==9; fin. AQMA; 
cf, AQM =»; die Abſciſſe CQ=t, und die Applicate 
MQ ='u. ' Da in dem Dreyecke PMQ der Winkel 

PMQ=9-g, und alfo fin. PMQ=gn —ım 
ift, [$. 128 des erften und — 109 des zweyten Buqhe] ſo 
verhaͤlt fich 
y:u: Pame: m:ean—ım 
und es wird alfo Ä Be 
Erlers Einl.in Bm Unel1L, $ 77 


N‘ ung. gog= 


Fu fe) 
‘ u " je 
/ . 


z2 Zwweytes Buch. Fuͤnftes Eapite," 
ana und Ä 


Be n —»mJu u 
m 


u Bringt man diefe Werthe in die Gleichung 1* .— ax % 


ober yy FRxx nm «= 0, 4.1100, fowid 
(es t Blen— ‚m)2)uu — 2Pm(un — mjtu + 
Bmztt—“m2 mo | 
Aus diefee Gleichung ergiebt ſich für die Applicate"u ein 
Doppelter Werth, QM und — Qn, und ed wird alfo 
asmlen — vm)t 
peTßlun—ım)2 . 
heilt man man die Dedinate Mn in p in zwey gleiche 








Qu— Q= — 


Theile, fo wird die gerade Linie Cpg ein neuer Durchmeſ⸗ 
fer, der.alle der Mn ‚parallele Drdinaten balbirt, und 
dabey iſt 


aAmcun — m)t 
Qp= — 
0 PT ua tr 6(en —ım)2' 





| — | J —W §. 113. 
Hieraus aber fie - 
"®.0Op „_Binlen — m) 
— — 2⏑ — — — — 
cQrr.Qp 2 uß(en — m) 
B.cQ — — ———— | 
sat. TQ Tetela—m)ntme) 
und Mpg ift der Winkel, unter welchem die neuen. Ordi⸗ 
noten Mn von dem Durchmeſſer gi haldirt werden. Se 
ng ift 
tpr=cQ2 Fup2 42,.CQ.Op= 
—— —A me 
(vu T Alen — 


und 


‚zung M pg= 


22* * 
7 und 
x .. 


| 
| Su wancCp=r, und pM=s, fo wird 


‚ f 
*D 


on ben finien ber mwedten Ordnuns sz3— 


und folglich nn _ 
c _.ktVY (#2 T26an/un — sm) + ABfun — ‚m)2) 
p= —rnr — — — EG TE nm 
eu B(an—ım)2 \ 
— [pe tBlen mom 
rV (#2 7 2Apn (en — 20)7 Aalen: — — 
und 


t= 


ums T Op = 
. + _ Am(an — ım)r L ng | . | 
#V (u2 } 26an.en— ım) } run me) 0 


Dieſe Werthe geben ferner ° 


h, 


B(un — ı m)r — 
—X ren) , , 
(eu—ım)s 


m 17 


1321 


Ku am 


und dadurch verwandelt ſich die Oleichung yy —XE s=oin, 





| ebatan mag. E Blu } een —ım\2rr. 


mm . 446 2Aun(en—ım) F Anlen—m)* 0 (7 


7 * 0 


| . 1u3. 
Druckt man nun den Halbmeſſer CG durch, y; und den 


halben jugehörigen Durcmeßer J— * CH durch s aue⸗ 


ſo wird J 
tay! 7’ und sure, oder 


ee: 1-88, und ai yy + E22 = 382 


* man ferner den Vita ved p, fo wird 
D————— 


an 6 | 


SZ 52. a 


4 


34 Zweytes Zug. Sänftes Casite. 
und da, wenn man ECe = # fegt, indem GCE gift - 


$gı1, AQM=e= q + # wird, fo hat man 
„=bn(gte); ehren malng;- amcofg 
Es At demnach F — 





oo. tans. p= | 
__ „gfin.g fin.s.\- . fin.s. \- * Bu 6. tang. . q.tang. ”. 
* Wire jtBcoßg fin. g fin.” tang.g ttang: "Tetang *; 
fin.p= 


A. ſin. q. ſin. · „mE 


— hen nn — — ü 
*— an 7 a8rnlhn —'m).T BAlen- — »m)2) 
a ee 
mu rtklen— ım)2=(fin.(gt =))2 + 8 (fin. * 
Braucht man dieſe Werthe, ſo finder man folgende Glei⸗ 


chung zwiſchen rund s: 


((ſin 75⸗ PA(ſin. )⸗)ss A6Gn. FF- Imst el fin. )2)rr 
Ging TUT Bein gpe(hin.w)2 
en (fin. p)2 — 4230 ” 
aber 
_ tang. p. ſin. (at) _ tan. p (tan) nltang, q + tang.=) | 
(fin. g-cof. (üin.g-cof.g.tang.pliin.g tang. tang. = (tang. .g— tang.p) 
88 _ otmtanggtı fı 


cc 


- x 


— Tue cot. p- tang oder 
222 egse ——5 
F u 158 | 
e. ang. q ’ — Te 
woraus fi eine Menge von Folgen ableiten läßt. w. ie 


-. aber I WM 
gg _ finp- En. (a —E ee 
. fe ——————— A 


28 x ‘ 
" "au ’ 


£ . 115. PR 


Es fen der a = a, und der zugehdrige 
Dalbmeſſes Ce· hʒ ſo fließt aug der dor? Lswifchen 
ur 9. . 5 








| 


Bon ben finien der soeften‘ Sebring, 2 
und s $ 114] gefundinen Bleihung [wenn man darin 
2 o werden läßt] Ä 

| fin.g fin. Vor on 
in pY(üngt« F =)2 + s(in.m)2) * 
g8- fin. q. fin. =, u 
Amp Yin. (qtm))2 gg (lin. 32). nn 


e⸗ , 


[nel Yas= 8 = und 4* 2 ft, 6.174) und [ieonmänt 


dainr=o kt]. 3 un. 


* 


fg. fin.g 
Y ein, (gt ")2 tgg(1n.7)2) 
und es ift daher ' Ä _ 
La:b=g.ln«: f. in. p. 


b= 


Nun iſt Onat)et Ein. a late an. — ** — in. an ve 


tot im pin) _ Gin. An. (gen). fin. —— 


.. fn.(g—p) 
| und folglich 
gg.fin.r ſin. q. ſin.(q - p) 
 ffin-p fin. (at =) lin. atem 

138 ‚Iin. p. fin. Te 

fin, w. fin. (g—p) 

fin. g.fin.(aT®) _- und 
fin. (q —- p). fin, (ir—p. | 

fin. q. fin. fin.(q—p) | N 
bin. air. in. (gt =—p) 


oder, wei 
a* f Y. 


=gV. 


alfo' - 
1 a: * f. ſin. (g Pæ) 2g.fin.(d- — p) und 
| fg . in. q 
III. *ð — —. . 
‚ab ın.(g rt „»—p) an , 


Te» 
wu. 
‘ 


83 116. 


2 — Buch. ganftes Said, 


“$ 416. 

Wenn man alſo in einem Kegelſchnitte zwey Paar muſam⸗ 
mengehoͤrige Durchmeſſer GI, EF, und gi, efhat, le iſt 
fausrgıs)} 

Cg:Ce=CE. fin. ECe; ce. ‚fin. BCE. 
und folglich u 
fin.6Cg : fin.ECe = CE.Ce: C6.Cg 
und daher, wenn man die Sehnen Ee und Gg zieht 
AGC 8 zu AECe 
Berner if [aus IT 4. 115] \ 
Cs: Ce = 66G.fi.GCe:CE. fin, gCE 
. oder 
7 ...68,CG.fin.GCe a CE .Cg.fin. gCE 
und felaud, wenn man die Sehnen Ge und gE sieht, - 
4GCemAgcE 
oder , wenn man die gegenüberliegenden Dreyecke nit, 
AICFS == AiCF 
Endlich sieht die dritte Gleichung ab. fin.(gtr— ya m 
ſg. ſin. q, 
es. Ce. fin.gle = C6.CE. fin.GCE. 
und zieht man daher die Sehnen e g und EG, oder die 
gegenfiber kiegenden FI und fi, fo ift auch 
JlEF == AiCcf 
und daraus folgt, daß die Parallelogramme zwiſchen je 
ven zuſammengehoͤrigen Durchmeſſern einander gleich find. 


&. 117. 
Wir haben alſo drey Paar gleiche Dreyecke nemlich 
I. AFCf = AlCi 
- 2000,16 AfeI: AFCa. on 
HLAFCI= ARE - \ 
und daraus fliegt die Gleichheit der Trapesien 
Ffcle iIcE on 


/ 


Hieht 
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Zieht man hiervon das gemeinſchaflliche Dreyeck fCI’ab, 
fo findet man AFIfSAlFi; und da diefe Dreyede einers 
ley Grundlinie fi haben, fo fließt aus ihrer Gleichheit fer⸗ 

ner, daß die Sehnen Fi und FI einander parallel find, 
Auch ift AFLi = AifR, und fegt man diefe Dreyecke zu 
den gleichen Dreyecken FCI und fCi, fo werden die;Tras 
pezien FCIi und iCFF einander gleich, 


6, 118. 


Hieraus laͤßt fih eine Methode abfeiten, durch einen 
jeden Punft M einer Linie der zweyten Ordnung eine Tans 
gente MT zulegen. Es ſey, Kig. 27, der Durchmeſſer GI 
wur Axe angenommen, und der halbe zugehörige Durchs 
meffer CE. Man ziehe durch M die Linie MP nad der 
Are und mit CE parallel, fo wird MP eine halbe Ordinate 
mPN == PM Iſt nun au CM, welches ein Halbs. 


meſſer ſeyn wird, gezogen, fo fuche man den damit zufams. . 


mengehörigen Falbmoſſer CK, und diefem wird die gefuchte 
Tangente MT parallel ſeyn. Es ſey der Winfel GCh=g; 
GCMM pi wWECKSE; ſo iſt, wie wir [5. 114] gea 
ſehen haben 
ES Snplfaeptr) 2 
. 6C2 ring — und [S.. 885} 
ein.a. N n.(q t*) 
fm (g—p). fin. (ger pr. 
Nun tft aber in dem Dreyecke CMP- 
MC =£P2+MP2 +3PM.CP.cohg 
MP ; MC = fii.p : fing, und 
MP : CP = fin.p :fm(g—Mm 





Me=cGv 


Ferner iR in dem Drevecke E NOT, da die, Winket gear 


. den find, . 
 EM,CT;MT = int en: An. gt * — 7): sp 
| 5 4 | | Saat 


\ 


/ 


Zgweytes Buch. Fünftes Capitel, ° 
sanft man daher die Winkel weg, jo wird | | 

MC.CM ı . 

nes ————— cr” "oder cG2 =C$. er, 


folglich 
CP: eG=cC6: cT 





u. und hierdurch wird die Lage der Tangente fehr leicht ge⸗ 


funden. Es fließt aber aus dieſer Proportion, wenn man 
dieſelbe durch die Subtraction und Addition der Glieder 
veraͤndert 

CP:PG = eG: TG, .und weil c6=ci 

CP: IP=CG:Tl. 


—. 119. 


| Ze CE2 .fin.p. „fin. gt=), CcK2 __ 
Ä CG2  fin.=.Iin. (9—p)’ che * 


fin.p. fin. ! — CM2_ “ fin.g.fin (ge) 
| fin.® fin.(q t =)’ CG2  fin.(g— —p) fin. (gfr-—p) 


| CK2 _ fin. q. fin. in.(g— pP) 
nd or: — fin.(gt =).ün.(gte—p Fiß: fo wird 
CE2 CG2 _ ſin. p. ſin. (q P) F fin. x. fin. GP, und. 
CG2 | . fin. =.fin.(g—p) | 
, CK2 7 CM? fin p- ‚fin. (4- — - pP) 7 fin. *. ſin. (gF ) 
CM2 =: fin. ». r. ſis. (a 7*) 
Nun iſt aber 


ſin. A. ſin. R coſ. (A 3) coſ. (Ar 
Ä und umgekehrt 
3 coſ· A i 3 ch = wu fin. 42, (in, = 
Folglich ift fin. p. ſin.(q + *) + ſin.x. ſin. (q - p 
Bcol. (ge -p) - cot ( P) coſ. a9 
— cl (gir— pp | . 
‚ Kol, (-#-p)—Fcok(gi=ip)mäng in.(pte) 
; Kerner 


Von den fie der zwehten Orbnling. 9 


tzerner if in.p. fin.(q--p) + fin. «. fin: (g’F we) Eu 
Bcol.(d—2p) —Etol.qg r$ col.q —teol.(gY 2" 
* coſ.(q - 2p —i coL(g Fam) 
fin. (q Is—p). fin.(p + *) 
Hierdurch wird | 
CE2+C0G? u fin.g.fin.(p+ =) 
C G2 ſin. æ ſin. q —- p) 
CK2+CM2 _ fin. ar: — p).fin.(pf®) 
cmM2 fm.=.fin.(g} s) | 
und es ift folglich 
(E27 CG2 — ſin. ꝗ. ſin· ¶ T —88 CM2 
CK2}CM2 CM2 "üin.(g-p)lin.(gt=-p) CMa "ce 
= Oder 
CE2FCG2=CK2 CM-. 
In jeder Linie der zweyten Ordnung iſt alſo die Summe 
der Quadrate jeder zweyer zuſammengehdeigen Durch⸗ 
meer eine baphndige Größe, | 








, \ 


5. 120. 
Wenn alſo zwey zuſammengehdrige Halbmeſſer cG und 


CE, Fig. 27, gegeben werden, fo findet man au jedem 


willführlich angenommenen Halbmeſſer CM den damit zus. 
fommengehörigen CK, wenn man 
CcXT V(CEa CGN2 — cuay 
nimmt. Es iſt daher wegen der obigen Eigenſchaften der 
Legelſchnitte | 
TG. T1: TM2=0G.CI:Ck2 = 664 ox⸗ 
= C62 : CE2 FCG2 — CM 


und folglich : | 
sretesı Zen | 


85 Auf 


- 


> D 
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Auf ähnliche Art kommen ; tehn man die Ordinate MN 


sieht, und durch N die Tangente NT legt, bende Tangens 


ten MT.undıNT. in einem Punkte der Age TI, nemlich 


in T zufammen - indem für ide CP: CG=CG:CT ift, 
Zieht man aber die Linie CN, fo toird 
CE2 FCG2—CN2 . 5 
. Tc.Tı 
und folglich 

TM2: TN2=CE2#0G2—CM2: CE3 4062 —CN2 
Und da MN in P in zwey gleiche Theile getheilt worden 
iſt, fo if | 
"fin.CTM: GheTN TN: IM= = 

V (CE2 4062 — CN2); Y(CE27CG62 —CM>) 





TN=C6V 


“ s 121 

| Kun lege man durch die Punfte A und B des Dice 
meſſers AB, Fig. 28, die Tangenten_AK und BL, und 
verlängere irgend eine andere Tangente MT, bis fie die 
norhergehenden in den Punkten Kund L ſchneiden. Ferner 


v⸗ 


ſey ECF ein zugehoͤriger Durchmeſſer, und alſo ſowohl 


die Applicate PM als die Tangenten AK und BL demfelben 
parallel. Da nun, "wegen der Natur det Tangenten [$ 118] 


CP:CA=CA:CT ift, fo wird, weil CR=CA 
CP:AP=CA:ATı wndCP:BP= CA: BT. 
folglich 
, ep: CA=CA:CT=AP: AT=BR; BT. 
und daher 
AT: BT=AP:BP. Da nun 
AT:BT=AR:BL, if, fo. bat man 
AK : BL==.AP : BP, m 
gerner füegt Dieraus 


ve. 


aK=——;-;Bl=: — pr undAR. ‚BL= 


iſt; und daraus wi feene 


J 


Von ben: finien ber meyten Ordnung. 21 





CA, ‚AP, CA.EP _ N 
. CA.AP AP.BP 
PT= = FA AP = = und if folglich ' 


AT: PT= ca; BP=AK:PM, 

Auf eine ähnliche Art wird | 
BT:PT=CA:APm=BL:PM, und daher Ä 
CA.PM CA.PM _Ca2. ‚PM2 





P A AP. Bp 
Da nun AP. BP. PM2 AC2 : CE2 ift, fo folgt hier⸗ 
aus die merkwuͤrdige Eigenfchaft, daß . 
AK.BL==CE2 


AP:EP= Ara. CR: = CE2 ala = RM: ML 
MD | | 
AK:RBL=KM:LM 


% 122. 


Dur was für.einen Punkt M einer Linie der gmepten. 
Ordnung man alfo auch eine Tangente legen mag, melche 
den Parallelen Tangenten AK und BL in.den Punften K 
und L begegnet, fo ift immer der. Halbmeſſer CE, melden - 


den Tangenten AK und. BL parallel it, die mittlere, Pros 


portional» Linie amifchen AK und BL. oder 
CE2 AK. BL 


Zieht man alſo durch irgend einen andern Punkt m auf eine 


ähnliche Art Die Tangente kml, ſo iſt auch 
CEa AK. Bl, und folglich u 
0. AK: Ak=Bl:BL, und 
AK: KkmBbl: ih 0 
9 | Schnel⸗ 


vinie IK in eben dem Verhäftniffe, in welchemjene Linien 


| Zuhen Vuch Fanftes Capitel. 


Schneiden ſich nun dieſe behden Tangenten i in o, ſo iſt 
AR: BI Ak: BL=Kk:Ll=ko:lo=Ko:Le 


Und dieſes find- die vornehmſten Eigenſchaften der Kegel⸗ 


fhnitte auf welche Newton in feinen Principiis Philofo- 
phiae naturalis die Aufföfung einer Merige der wichtigſten 
Aufgaben gegründet hat, \ 
| $ 123 

Da AK:Bl=Ko:La, ſo iſt l, wenn LB na I 
verlängert wird, fo daß BI=AK iſt, der Punkt, wo die 


Tangente, die auf der andern Seite der KL parallel gejo⸗ 


gen werden kann, die Tangente LB fchneiden würde; "fo 
wie K der Punft in der Tangente LK, wo fie von der der 


"BL parallelen Tangente AK gefchnitten wird. ‚Es geht 


demnach die gerade Yinie IK durch den Mittelpunkt Ci und 
wird dafelbft in zwey gleiche Theile getheilt. Wenn dahe 


“given Tangenten BL und LM auf die befchriebene Art na 
“I und K verlängert, und von einer dritten Tangente Im o 
in den bintin 1 und o geſchnitten werben, fo iſt 


:Bl=Ko:la, folglich 
IB. nn = Ko: : KL 


und alfo, die Dritte Tarigente Imo mag gezogen werden, , 


wo fie will, allegeit 
TB. KL= — Il.Ko. 


Zeht man alfo eine vierte Tangente Aa, welche die dep; 


den zuerft angenommenen IL und KL'in den, Punkten 2 
und « fehneidet: ſo iſt auch = J 
- IB.KL = Ia.Ko, und’ bogich 
I1.Rö=1a.Ko, oder I: In = Ko! !Ro” 
Zieht man olfo die geraden Linien 14 und ao, md thei⸗ 
tet diefelben in irgend einem Verhältniffe, fo theilet die 
gerade Linie, die durch die Theilungspunfte' geht, Die 
gr 


x 


‚2 


— ⸗ v 
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getheilet werden, , Werden daher die Linien le und Ao ‚in 
zwey gleiche Theile getheilt, ſo theilt die gerade Linie, die 
durch die Haldirungspunkte gezogen wird, auch die Linie 
IK in zwey gleiche Theile, und geht folglich durch den Mit⸗ 
telpunkt des Kegelſchnittes C. | 
un . 9,22% 

Da die gerade, Linie nm H, Fig; 30, welche die kimen 
lo und Ao in einem gegebenen Verhaͤltniſſe theilt, auch die 
Linie Kl in eben dem Berhältniffe theilen müffe, went 

1:13 =,Ke:Ko, ode IA :alm=Ko:oe.. 
if; laͤßt ſich auf folgende Art geometriſch ermweifen. Es 
theife die gerade Linie mn die le und Ao in dem Verhaͤlt⸗ 
niſſe m: n, oder es ſey 

Am: mo — In: n =m:n 
uͤnd dabey ſchneide fie verlängert die Fangenten IL - und KL; 
in den Punften Qund R: fo ift 


In ne Am! mo m n 

“fi ſin —: m en u : —⸗— 
men nn a 
und folglich | 


- QI:Roem RR: : Ro; und L:o—=Qr:Ro=QI:Ra' 


Da nun ia: we: Ko, fo ift au. 
Por: RK=1a:00;-und fm. Q: fin. — 


IA 
Es iſt aber auch 
| Ä BI HK HI HK 
„in. Q . fin "5 : KR = TA . Io ‚ und fig 


BAI:HK=m: n=am:mozin: :n® 


$, 125 


„Ben awed zuſammengehoͤrige Halbmefer C cG, Ch, 


Sig. 27, gegeben find, welche ſich unter dem ſchiefen Win⸗ 


RI Sch =gq ſchneiden, fo. laſen fd allemal zwey andere u 
aus. 


f 


s 
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Kinn Halbmeſſer CM und CK finden, die ge⸗ 
gen einander unter dem rechten Winkel M CK geneigt ſind. 


Es ſey der Winkel. GCM=p, fo iſt, wenn man ECK = .. 


fest, Fe — p900, und folglich fin. == cof. (a—p); 
und fin.(gt=)= cof.p. . Hierdurch wird nah $. 119 


CE2 ſin. p. coſ.p ’ fin.2p 
— à — — — ⸗ — — 
0602 ſin.(q - p) coſ. 9- pP  fn.2(g—p) 
W ſin. 2p u 
na. col.2p — cof.: 29. fn.2p 
— und alſo 
..062 
; Fre Gn.29. ‚enuap=eokag, und cot.2 GCM= 
u e t. 2 > 062 J 
0629 CE2.fin.2g | 


. eine Gleichung, beren Auflöfung allemal möglich iſt. & 
iſt aber 
| CM2 —. 129. co p, 6» __ 
— 2 im (4- —p' = =1-— ze 2 unal 
| 062 
fang. p= ang. g— che tang. I 


Pa Da. nun a \ FR 


Ccuia rex- =CG2 + CE2; undcK.CM= C6.CE.fing 


, ift, fo wird 
em4 CK=vV(CG2 #2CG.CE.fin.g F CE2) und 
£M—-—K= * V. (663-266. CE.fin.gtCE2) 


| | woraus ſich denn die sehtminfligen infommengebörigen 


Durchmeſſer finden laſſn. | uch 


mn 5 


Es ſeyn CA und CE, gig. 29, bie deyden rechtwink⸗ 
ligen zuſammengehoͤrigen Haldmeſſer des Kegelſchnitts 
welche man vBanprdurchweſſer zu nennen pflegt, und welche 

| | Mb 


Dr 
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fi In dem Mittelpunfte.G: fenfrecht fehneiden. Ferner ſey 
die Abſciſſe CE = x, und die Applicate PM=.y. Als⸗ 


dann ift, wie wir, $. 110, gefehen haben, yy=a—pxxy 
und wenn man die e Hauprhalbmeſe⸗ ACS a, UNdCE=h 


Rat, ſo wird «bb, und = > z' folglich 


pbyx“ .. 


yet 


Da diefe Gleichung unverändert bleibt, man mag x und y 


poſitiv oder negativ nehmen) Fo. erhellet Daraus, daß die 
Curve vier gleiche und aͤhnliche Theile Haben werde, die 


auf beyden Seiten der Durchmeſſer AC:und EF liegen, 


TE 


— — 


4) ift nemlich der Quadrant' ACE aͤhnlich und. gleich dem 


Qudranten ACF, und ihnen liegen auf der andern Seite 


det Dutchmeſſers EE zwey gleiche gegenüber. - - 


u . 127. 


Denn aus dem Mittelpünkte C, gie; 29, welchen wie. J 


jum Anfarigspunkte der Abſeiſſen angenommen haben, die 
gerade Linie CM gezogen wird, fo ift Br 
CM=vV(x t. m= bh — — ts 9 


und wenn b a, oder CE CA ill, pm“ 
=  €&M=sYbbzeb=a 


In dieſem Falle ſind alſo alle aus dem Mittelpunkte c nach der 


Orrvegejogene gerade Linien einander gleich; und da dies die 
GEgenſchaft des Zirkels iſt, ſo echellet, daß ein Kegelſchnitt, 
in welchem die beyden zuſaimmengehoͤrigen Hauptdurcde 
meſſer gleich ſind, nichts anders als ein Kreis iſt, für wel⸗ 
Sen ſich alſo hieraus, wenn mah-CP=x, PMy, und 
CAcaa ſetzt, folgende Bleichuns zwiſchen rechtwinkligen 
Goorblnäten ergiebt. 
zu -ın _ 
= u . ı8, 


63Zweytes Buch. Fuͤnftes :Capite.. 
| . | 9. 128. | 


"Ben aber b nicht gleich a ift, fo läßt ſich die gerade. 
Linie EM duch x nicht rational ausdrůcken. Dagegen giebt 
es einen andern Punkt D in der Are, der. fo beſchaffen ift, 
daß alle von ‚ihm nad der Curve gezogene gerade Pinien. 

DM tational ausgedruckt werden koͤnnen. Um dieſen Punkt 
zu finden, ſetze man CD = a und da alsdann DP=f—x ’ 
MR fo wird 


'DMa= — —— | 
0 . afx —E . . 
ae Ausdruck iſt nun ein Quadrat, wenn — 


— mei. rt) ‚oder o=a— bb — ft 
if, und daraus Wied | | 
| Keryaabh), | 
' es giebt alſo einen doppelten Punkt von der beſchriebenen 
- et in der Are AC, der auf bepden Seiten von dem Mittels 
punkte c um cD= Y (aa _ bb) entfernt it. Es iſt aber 
DM2=aa-:2xy'(aa—bb) + Et um alſo 


— 
DN=a- aYas bb). ac EDER, 


⁊ 


Setzt man ‚Che. 0, fo wird DM =DdE= amAC, und ' 
‚fegt man die Abſciſſe CP=CD, oderx=y (aa — bb) 
fq verwandelt ſich die gerade Linie DM in. die Applicate 
D 6 und es wird alfo | 


oder DG die dritte Broportional einie .n A c und CH. 


na 


$. 129. 
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§. 129. 


rn 
Wegen dieſer beſondern Eigenſchaft, welche die auf die 


erwähnte Art befimmten. Punkte D: Haben, find dieſelben 
der größten Aufmerkſamkeis werth; auch haben fir fanſt 


noch viele andere wichtige Befchaffenheiten, und, werden 


deswegen mit einem befondern Namen belegt. Man 
nennet nemlich diefe Punfte Brennpunkte des Begelfchnitz 
tes, und da diefelben in dem größern Durchmeſſer a liegen, 
fo unterfcheider man auch diefen größeren Durchmeſſer vom 
dem mit ihm zuſammengehoͤrlgen b dadurch, daß man 
jenen die Haupt⸗ und Swergare, und diefen, b, die zuge⸗ 
börige Age nennt. Die rechtwinklige Applicate p aber; 
die aus dem einen von den beyden Brennpunften auf der 
dauptare aufgerichtet ift, erhält den Nainen des halben 
Parameters, indem man unfer dem ganzen Parameter die 
Ordinate in D, oder DG ziveumal genommen, verfieht. Es 


tionafs Linie zrwifhen dem halben Parameter und. der bals 

ı ben Hauptare AC. Endlich giebt man den Punkten der 

Hauptage, mo diefelbe von der Curve gefchnitten wird, 

den Namen der Scheitel, dergleichen 3.3. A ift; und dieſe 

Punkte haben die Eigenſchaft, daf die Tangenten der 

Curve, die durch fie gelegt werden, auf ber Hauptare Ac 
ſenkrecht ſtehen. 

4. 130. 
Han ſetze den halben Parameter DG—=c, und die 


Entfernung des Brennpunftes vom Scheitel Abd; [2 iſt 


CD=4—d=y(da—bb) und bi= == =c; laglid 
bb=ac; und 1-d=yaamadı J 


Aoalecoinl in d.Analo Lünen "U, G "ein 





ift alfo die halbe zugehörige Age CE Bie mittlere Propors 


8 Bu Bud. ‚Sönftes Eapi.: u 


Sind alfo die Entfernung des Brennpinfte vom Scheitel, 

ADæ a, und der halbe Parameter F == c gegeben, fo 
gäßt fich der Kegelſchnitt en Seit man nun — 2x 
fo wird. 





—— — —— — 
2B3 — 2d — c. d 
(e — d 
Rs fey pp=t, pnidz=cD —t —— t, 
| und MN * 
— 


t 
2* ET — 


Druckt man den Winkel ja 99 v aus, ſo uiid 


t N 
I un cohv und alfo : 
DM ] 


: a.DM=cat d—JDM.ckr, f | 
FRE cd 
DM=;— de). Say i 
ey IOM- — Do) 
az — dee (d — —— 
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Sechstes Capitel, 


Bon ben Arten der finien ber zweyten Ordnung: 


g. 131. rn; 


Die Eigenſchaften, tvelche wie In dem dorhergehenden 
Capitel gefunden haben, kommen allen Linien der zweyten 
Ordnung ohne Ausnahme zu; denn wir haben dabey auf 
nichts gefehen, wodurch ein Unterſchied unter diefen Linien 
entipeingen koͤnnte. Es find aber Die Linien der zweyten 
Otdnung, Diefer allgemeinen Eigenfchaften ungeachtet, in - 

Anſehung ihrer Geſtalt, ſehr von einander unterſchiedenz 
und wir muͤſſen daher die Arten derſelben aufſuchen, um 
die mancherley Geſtalten der Linien der jiwepten Ordnung 
fennen zu fetnen, und die befondern Eigenſchaften einer 
kden Art entdecken zu Lönnen. 5 

— 4. 13% 

Wir haben ſ. 109.] die allgemeine Gleichung für die 
kinien der zweyten Ordnung durch bloße Veraͤndetung der 
Are und des Anfangspunfts des Abfciffen in die Gleichung 

W=atrsxtyxx verivandelt, worin x nnd y rechts 
Binflige Koordinaten bedeuten: Da diefe Gleichung für 
jedes x ein doppeltes y, beyde von gleicher Größe, aber 
dag eine negativ Und das andere poſitiv, giebt! fo theilet. die 
Ice, Worauf Hier die Abſciſſen genommen werden; die Eurde 
in weh gleiche und aͤhnliche Theile; und es iſt daher dieſe 


| ‚He ein rechtwinkliger Durchmeſſer der Curve und jede Linie 


- J — — — 
d 
- 
x 
“ 


a; 
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der zwehten Ordnung hat einen rechtwinkligen Durchmeſſer, | 

und ein ſolcher Durchmeſſer foll bey der folgenden Unter⸗ 

ſuchung die Are kon. 

DE En 7: . 
In der Gleichung, welche wir hier zum Grunde legen, 

find drey beftändige Größen, “, ß, und z enthalten; und 

da diefelben auf unzählige Arten unter fich verändert wers 


den koͤnnen, ſo entſtehen daher auch unendlich viele Ver⸗ 


ſchiedenheiten i in den Linien der zweyten Ordnung, die aber 
auf ihre Geſtalt nicht immer gleichen Einfluß haben. Denn 
‚einmal kann man eine und dieſelbe Figur, fo vielmal als 
man will, aus der Gleichung yy=« Tex ry,xx erhal 
ten, wenn man nemlich den Anfangspunft der Abfcifien im 


der Are verändert, oder x um eine gegebene Größe vers 
mehrt oder vermindert. Ferner begreift diefe Öleichung 


auch eine und diefelbe Figur in verſchiedener Groͤße unter 


— 


fi, fo daß daher eine unendliche Anzahl von frummen 
Linien entſteht, die fich bloß durch die Größe van einander 


unterſcheiden, wie Kreife, die mit verfchiedenen befchries 
ben find. Hieraus erhellet, daß nicht jede Verſchiedenheit 


„der Größen, «, 4 und z zu einem Eintheilungsgrunde der 
‚Linien der zweyten Ordnung gebraucht werden kann. 


6. 134. | 
Der größte Unterſchied der krummen Linien, bie unter 


der Sladhungyy=atsıtyxx begriffen find, beruft 
„auf der Beſchaffenheit des Coefficienten y, je nachdem ders 


ſelbe pofitiv oder negativ iſt. Denn ift er pofitiv, fo ift 
:aub a +sx tyrxx, wennx = + 00 gefegt wird, Pofis 
„tid, weil alsdann = T £x gegen y3x verſchwindet, und folgs 
Br für =: 0 auhy = =o wird. Wenn olfo y pofitio 

i ‘ iſt, 


1 


— 


nn 


— 
* 
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ift, fo hat die Curve vier ohne Ende fortlaufende Schen⸗ 
kel, davon zwey zu xx 00, und zwey zu x — 00 
gehoͤren. Dergleichen krumme Linien machen daher Eine 
Art der Linien der ziweyten Ordnung aus, und werden ae 
perbein genannt, 


i 


$. 135. 
Wenn aber y negatib ift, fowird, eg mag x—= + co. 
oder = — 00 genommen werden, a + 6x Fyxx negativ, 


und folglich die Applicate y imaginär. Bey diefen frums 
men Linien kann alfo weder die Abfeiffe noch dir Mpplicate 
unendlich werden, und es giebt daher bey ihnen feine 
ohne Ende fortlaufende Schenfel, fondern die ganze Curve 
it in einem endlichen und beftimmten Raume enthalten. 
Diefe Art der Finien der zwepten Ordnung nennt man 


Elipſen, und ihre Natur wird durch die Gleichung 
afextrxx beftimmt, wenn y eine negative Groͤße iſt. 


$. 136, 

. Da der Werth von », je nachdem derfelbe poſitiv oder 
negativ ift, einen folhen Einfluß auf die Veſchaffenheit 
der Linien der zweyten Ordnung hat, daß daher zwey ganz 
von einander verfchiedene Arten entſtehen: ſo wird auch 


die aus yy=« tr Axtrxx entſpringende Curve, wenn 
yo geſetzt wird, und alſo einen zwiſchen dem poſitiven 


und dem negativen mitten inne liegenden Werth befommt, 
eine Mittelgattung zwiſchen der Hyperbel und der Ellipſe 
ſeyn. Dean nennt jie Parabel, und ihre Natur wird alfo 
durch die Gleichung yy=ar#x beftimmt. Hier ift es 
gleih, ob 8 eine pofitive oder eine negative Größe bedeu⸗ 
tet; denn die krumme Pinie bleibt’ diefelbe, wenn zıen auch 
x negativ nimmt. Wird nun. 3 pofitlo genommen, fo fällt 


3 . in 


- 
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in die Augen, daß die Apolieate y fuͤrxs * 00, * * oa, 


für x = — 90 aber imaginde iſt. Es hat alfa die Paras 
bel zwey ohne Ende fortlaufende Schenkel, aber nit 


-.. mehrere. 


u » Kr 


ie haben alſo drey tefentli von einander verſchie⸗ 
dene Arten von Linien der zweyten Ordnung, und zwar in 


‚Anfehung der ohne Ende fortlaufenden Schenkel. Die 


Ellipſe hat dergleichen gar nicht, fondern ift in einem enda 
lichen Raume enthaften. , Die Parabel hat deren zwey, 
und die Hnperbel viere. Da wir nun indem vochergehens 
den Capitel die allgemeinen Eigenſchaften der Kegelſchnitte 
betrachtet haben, fo wollen wir jetzt die beſondern Eigene 
ſchaften einer jeden Art kennen zu lernen ſuchen. 


. 139. 

Wir wollen von der Ellipfe anfangen, deren Gleichung 
yymarsx — xxx ift, fo daß die. Abfeiffen auf einem- 
tettroinkligen Durchmeffer genommen werden. Gntfernt 
man aber den Anfangspunkt der Adſciſen. da man den⸗ 


ſelben annehmen kann, wo man will, um 5 ſo bekommt 


man daraus die Gleichung yy ⸗ — xx, m der Anfangs⸗ 
punkt der Abſciſſen in den Mittelpunkt dee Figur fällt, 
58 109.110) Nun fen, Fig. 31, G der Mittelpunkt, und 
AB ein rechtwinkliger Durchmeſſer, fo it CP = x, und 


PM=y. Ewiralfey = 0, wenn man 2 - 


‚nimmt; und wenn x diefe Stenjen x v- - J üben 


feet, fo wird y imaginde, woraus Hhelet, at die 
ganze 
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ganze Curve zwiſchen dieſen Grenzen liegt. e⸗ in ſotzi 

ASo=V-; CD=CE=y für —— 
Man ſetze CA = CB ma, und die halbe zugehoͤrige Axe 
cD=CE= b, fo iſt / bh, und = —J— und dies 
giebt für die Ellipfe die Gleichung 


bh b 
yy=bı- = aan, 





§. 139. 

Wenn die zu einander gehoͤrigen Halbaren a und » 
einander gleich. werden, ſo verwandelt ſich die Ellipſe, weil 
alsdann yy Saa — xx, Oderyytıxm=az, in einen 
Kreis. Es wird nemlich in dieſem Falle cCM=Y(xx Fyyicza, 
fo daß alle Punkte der krummen Linie M von dem Mits 
telpunfte gleich weit abftehen, und dies ift die Eigenſchaft 
des Kreiſes. Wenn aber a und b ungleich find, fo wird. 
die Curve länglich, weil alsdann entweder AR größer «ls 
DE, oder DE größer ald AB iſt. Da indeß die zu einans 
der gehörigen Axen AB und DE mit einander verwechfelt 
twerden fünnen, und es gleichviel ift, auf welcher man die 
Abfeiffen nehmen will, fo mag AB: die größere Axe, oder 
a größer als b ſeyn. Nimmt man auf diefer Age CF = 
CG=Y(aa—bbi, fo werden Fund G die Brennpunkte 
der Ellipſe, und der halbe Parameter derfolben, oder. die 
in einem von den Vrennpunften lenkeecht errichtete Appli⸗ 


cate „bb =. 128.129.] 


9. 140. | 
Zieht. man nach irgend einem Punkte der Curve Mas 
den bepden Brennpunkten die geraden Linien FM und SM, 
&4 Rn 


— 
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ſo iR, aus [& 128,] AN= Ac - 7 = 
pn) xy (@a— bb) 
N, und GM=a + eo; 


folglich FM'FGM = 2a,. Wenn man alfo aus Heyden 


Bbeynpimtien einer Elipfe nach einem Punkte ihres Um⸗ 


⸗ 


AM 


| und es it atfo- 


fangs M zwey gerade Linien FM und GM zieht, fo iſt die 


Summe derfelben allezeit der groͤßern Are AB — 2a gleich. 


Dies ift eine Haupteigenſchaft der Ellipſe, und man kann 
daraus zugleich eine leichte mechaniſche WVB | 
derſelben herleifen. 


... 6. rai. 
Legt man durch M Die Tangente TMt, und verlängert 


fi e, bis fie die Axen in T und t fehneidet, fo ; aus . 1181, 


. cp; ca= CA: CT; folglich CT = 


und auf. eine öhntiche Art, wenn man Die Coordinaten ver⸗ 

meahtt, ° - | , "bb * 5 
Zur 

venn aglbt ſi ze | 


ge 
x 


| a4 
Tuelt- — 23 


Jaa — xx aayy | 
Tr nn _ =. 
F [meilaa- xx 75 a 





ne 9 ; ferner 


ru læv us treau re 


bbx: ı 


ı * — e m m ! d 
| Men ei, on erh FALSTETLT) un 


coſ. 


un — — — — — 


\ - 


> \ 2 , u ' . 
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ay____ 


LTM er, — 
co V 5 fasyy) 


; [meiltang. CTM = 


fin. CTM == m! und coſ. CTM= iR Wenn man 


daher aug A die Pinie AV ſenkrecht auf die Are errichtet, 
und in dieſem Kalle ift AV zugleich eine Tangente der 


Lurve [$.129]; ſo iſt 


AVl= AT. tang. CTM]= ax), bbr bit) — 
* 5 xy y m 
by = ri weil y= rer at) 


Pe 2 6 


5. 142. 
— ‚— bb) 
Da TF= —— —, 56. 141, und M | 
— a u 
— , §. 140; fo iſt 


TF: FMwaın , 
Eben fo ift ST[=cT+cJ=® * ta bb) 


$.141.139. und GM = abıYa- 5) — (,140; alfo auch 


GT: Man: x; 
and fh 
nn TF:FM=GT:GM. 
Es iſt aber 
TF:FM= fin. FAT: ſin. CTM, und 
' GT:GM = fn.GMt: ſin. CTA; folglich 
ſm. FM T = fin. GMt, und alfo auhFMT=GMt 


Denn man daher aus den benden Brennpunkten einer El⸗ 


lipfe nach irgend einem Punkte M ihres Umfangs zwey ge⸗ 


3 Ä rade 
01 


‘ 
- 8 


N 
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| rade Linien zieht, ſo fi nd diefe Linien gegen die durch M ges 


legte Tangente unter gleichen Winkeln geneigt, und dies ei 


die Haupteigenſcheft der Brennpunkte. 


68. 143. | 
Da GT: GM aı% §. 1, und =, San | 


fo ift auch on 
.CT:CA=a:x, und ab-GT: GMm=cCT ICh 


- Zieht man daher aus C die. gerade Linie CS, welche der 


Tangente in 8 begegnet, mit GM parallel, fo it cS= 
CA =a, und eben fo die Linie, die aus C parallel mit 
FM bie zur Tangente gezogen wird, == CA==a, [meil anch 
FT:FM=GT: GM=a:x=CT: CA ift]. Da 


ferne TM= * VC(baxx * a4yy) [$. 1a), und. 
————— iſt, 8 138,] ſo iſt 


rusg Ex va - — xx (aa — bb)); 








4 — — bb 
ud DAFT. or nur 9.142, auf 
Bu TM=LVFT.GT. | 
Hieraus ergiebt ſich, da Te: TC=TMTS, und alfo 

TC,TM. ı - 
— 1 
7s Mn 

YET, ET _ -CT-FT, 
Ts "v5 = SYFTGT bb.TM 

T, _ 

und da PT= BE < rl [$. 141] Pmich 
Toll FT und.alfe - 


TM 
TM:PT = FT:TS, unddie Dreyede TMP und TFS 
cigander oͤhnlich, und folglich FST= R, 
| 9 144. . 


v 
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"144 
Benn alfo aus dem einen Brennpunfte F nach der Tans 
gente eine fenkrechte Linie FS gezogen‘, und der Punkt S 
mit dem Mittelpunkte C durch eine gerade Linie verknüpft 


wird: fo iſt Diefe gerade Linie Cs allezeit der halben großen. 


Axe AC a gleich. Da ferner Ta at FS, fo 


| y« ‚TF_ b. _b.TF 
el = eV foilic 


| GT:ET=6GM EM Cha FS2; 


und da fich auf eine ähnliche Art ergiebt, daß die aus dem 


| andern Brennpunkte nad) der Tangente gezogene fenkrechte 
tale S by’. if, fo iR Die Halbe kleine Age CD b 


die mittfere Propertionallinie zwiſchen diefen beyden Der: 
pendifeln. Zieht man nun auch aus C die Linie CQ fenfs 


 thtauf die Tangente, fo iſt FT: FS == CT: CQ; folglich 


= b.CT bx.CT ya _ und 
 AETGT ayYFM,GM VFM.GM’ 


b.CF 
|: CQ—FSs Fr. 778 CX, wenn FX mit der Tan⸗ 





gente parallel gezogen worden. Hieraus ergiebt ſich ſich 


carcX= ** und daher 
6Q2 —CcXs.—=bb, und X v(en2 — bb); 


Borna man, wenn die Pleine Are gegeben tft, in 


. der ſenkrechten Linie CQ den Punkt X findet, der fo bes 
ſhaffen if, daß eine aus ihm auf CQ fenfreht errichtete 
ine durch den Brennpunkt F geht. 


#) Es iſt nemlich FT: FM =a:x, und GT: GMziaıx 


aber. 


’ 


.14 und folglich FT. GT: FM. GMC aa xx. Dabe 


[3 


- 1 
nn un u 


ıy 


| 
1 
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| aa.FM.GM 
 Abemid ET.GT= — — und VFT. cT= 


UV FM.GM 
, x .. 
— BE ER 
Nachdem t wir Diefe Eigenſchaften der Brennpunkte be⸗ 
trachtet haben, ſo wollen wir unſer Augenmerk aufjede 
zwey zu einander gehoͤrige Durchmeſſer richten. Nun iſt 
‚, GM ein Halbmeſſer, deſſen zugehoͤriger Halbmeſſer gefun⸗ 
den wird, wenn man ‚aus dem Mittelpunkte C mit der 
Tangente TM die Linie CK parallel zieht._ Es fey alfo 
CM=p,':CK=gq, und der Winkel MCK = eNT=% 
wo denn zuvoͤrderſt 
pptgg=aarbb, [$. 119,] und zweytens 
pq. has s=abifs$. 15. 
_ Dann iſt 


pp=xxt —X 


(aa — bb, und 
aa 


(aa — bb)xx _ 
aa . 


agzanfbb—ppmaa — 
FM.GM, und eben fo | 


RP 2 FK.GK,, 
ab 
Serner ift, da cQ= /FM.CM [8.144] 
cQ . ‘ab 
fin, cm=- fin.s [= u — und 
TM:TP=- YET ST; „Br 143 und rarj 


YFM.GM: P Hnmert. 3. . 441 = CK: CR; und 
felglich [weil YFM.CGM=qg=Ck if] Bu 
| "CR 


I 
D 


f 
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b* — 
CR= Z, und xK S. alfe CR. F x51 


cP.PM. Ferner iſt | 

I b b | 

— — u He | 

| fin. EMS ToMFM r ) 

u. 0 bb 

:mwddaox—=CcP/ = ay (pp bb). laus pp=bbr 
| Wa bbixe oben] 

aa 


| byY(aa ) 
udy=PM= ——— a. Land 7 pp=xx} II 


wenn man anftatt xx das Quadrat des ſo eben gefundenen 


— —— zu 


— —— 


Werthes von x ſetzt,] desgleichen 
Inn. 23V (aa— pp) 
RZ V (aa— bb) 
ber gefundenen Werthe'von y) und 
b(VYpp—- bb) 
V(Gaa — bb) 


4 4 
, [aus CR 2 und dem vor⸗ 
| 


bx 
R= * [aus I KR= = — „und dem vor⸗ 


bin gefundenen J x]: fo ift, weil tang. ACM * Z, | 





tang. 2ACM =- - [if ®. rates Gap, 9.249 - 


rn av lan pop — bb) 
kebunden mit ai Garbbipp -aaabb ” es 


it aber ab = pg.fin.s; aatbb= pp F gg; und 
Ya pmap—b=— rg, cof.s H#*), und das 


ang. gACM: = m goinası 
ppt qg.cof 25’ 


weil der Coſinus von s negativ ift. Endlich ei 


ex FaMT,Mi tem), amd MVgvsz 7 und 


u . AT 


no Anens Buß. Schan Cap, 


A ve == b vH E we; ae 


Zieht man * die Linien AM und Ex, ſo find biefelben | 
einander varallel | 

u | 

EN Es — nemlich ever Ar 


bxx (aa—bb)xz r_ 
vv weit gm - und bb = 


⁊* 


aa— xx, G. 138, if, | 
FS b „FT 


2 bh 

>) Denn es iſt lſin. FMS == ee u 

WM lb. Ä 
GM YFM.GM GM. 

u) Weil (aa — „pp? (Bp — bb) = (aa 4 bb)p2—pd 
aabb = (p& + q2)p2 — p4 — p2 q2 fin.s2 = 
p2g2(ı—fin.s2) = p2g2cohs2i Ä 

ER) Es iſt nemlich UT: PM == CK : KR, und Me: PC==_ 

7TM:- TPR CK: OR, al MT.Mt :PM.cP = 

CK2: KR:CR; nbet CR.PM CR. KR, wie: turs 

vorher bewieſen worden, 


J x 
. Denn es iſt uv e AP. CR „3a —x ey 


cr ayi ayıb 
nn — * ee 
$, I4L. 


er 


Da pg.fin.s=mab iſt ſ5. 145,3 fo it pygrößer als abs 
‚umddapptgg=saatbb ift, fo iſt der Unterſchied zwi⸗ 
ſchen p und q Peiner als zwiſchen à und b, und alfo find 


unfes allen a einander ‚gehbrigen Durchmeſſern die recht⸗ 
‚ink 


m 
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winkligen am meiſten von einander ih Anſehung der Groͤße 
unterſchieden. Es wird Daher auch ein Paar gleiche zu eins 
ander gehörige Durchmeffer geben; und um fie zu finden, 
fyg=p. Alsdann if app = aa rbb; pmyg = 
bb, „_ ab 24b _aab _—aa rbb 
Ppg aat Dr aarbb’ 


und daher wird In. Es YV are und co. 35 = 
bb, _ 
| Yzibb alfo tang. 3 s = 5 = tang. CEB, und. 


| Aomatdmätk Gerner ik.CP = * und 
| 


M=7 9 und die zu einander gehörigen gleichen Halds 
mefer ea CK find alfoden Sehnen AE und BE parallel er), 


. — — av ’(pp— bb) 
ef CP= 7 min ceP= Yar- 5 ‚und 
b- | 
pp = m ff wie PM = * ‚ wegen PM == 
bY (aa- pp) aatbb | 
j Far HB) und PP > =. — 
er) Denn da =! T == tang.$s = tang.CMP, md. 
. MPC=Riß, ſo iſ NEE CKAS 2R, und alſo CM 
N arallel AB» | 


‘ 





’ 6 147. i 
Wenn man die Abſciſſen vom Scheitel A an eechnet, 
| m)AP=x, PM=ynimmt: fo erhält man, da in dies 
ſem Bela a —xift, was vorher x war, die Gleichung 


abb bb | 
n=; —_ au-in= mar Biel, 


R 
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wo in die Augen se dag 2 2bb der Yaramete der Ellipfe 


iR, 8.129. Es ſey der Hate Parameter, oder die Appli⸗ 
cate in dem Brennpunfte = c, und die Entfernung des 
Brennpunkts vom Scheitel AF = di ſo iſt 


= =c, de a) — 
- and daher | 
en | ... dd 
aad—dd=ac, und a I, 
u | | 2d — G — 
Hieraus ergiebt ſich u | | 
| | | ..e@d—co)xx . 
RRK—Tgt 
die Gleichung der Ellipſe fuͤr rechtwinklige Coordinaten, 
wenn die Abſciſſen auf der Hauptare AB vom Scheitel A 
an genommen werden. Man erhält Diefelbe aus dem Ab⸗ 


u ſtande des Brennpunkts vom Scheitel AF==d, und dem. 
‚halben Parameter ce; wobey indeß zy merken ift, daß 2d 


& 


dd. 
immer größer als c fen muß , weil IACzam 2 und 


== iv - =— in. 


— = x ux — 
Wenn alſo 2d=sc if, ſo iſt yy S20R, und diesift die 
Gleichung für die Parabel; denn die Gleihungyy=aTAx, 
$ 136 wird auf diefe Zorin gebracht, wenn man den An⸗ 
fang, dee Abſciſſen um 7 verändert, & ſey alſo Fig. 3% 


_ MAN eine Parabel, deren Natur für AP=x und PM I 
durch die Gleichung yy= 20x ausgedruͤckt werde. Hier 


„der Abſtand des Brennpunfis vom Scheitel AF= dm c, 
| Ä | | der 


[ ” 


rn u ne ee ee 


d 
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der Halbe Parameter FH= 6 und allenthalben PMa | 


2FH. AP, fo daß alfo die Applicaten PM und PN mit dee 


Abfciffe AP ohne Ende wacten, und die Curve ſich zu 
benden Seiten Der Axe ohne Ende fort verbreitet. Wenn 

man aber x negativ nimmt, fo wird die Applicate imagis 
hör, und d jeneit Anach T iu if alfo nichts von der Curve. 


— 149 


va die Gleichung fuͤr die Ellibſe in eine Gleichung fuͤr 


die Parabel verwandelt wird, wenn man 2d Se ſetzt: fd 
kann man die Puarabel als eine Ellipſe, deren große Halb⸗ 


d. unendlich ift, betrachten ; und es läßt ſich 


daher alles, * von der Ellipſe geſaat worden iſt, auf 
Parabel antdenden, wenn man a == 0 legt. Da nur 

=#be, und alſo FP = x —4c ift, fo wird, wenn 
han aus dem Brennpunkte F nach irgend einem Punkte det 
Eurve M die gerade Linie FM zieht, 


rm = sent het =untenften 
und folglich 





re a5 d 
ar 2d — 


IMastie=AptAR, 


weiches bie Gaupteisennaft des Brennpunkts ber Ba 
sabel if 


Ye 1) 


Da die Parabel aus der Ellipfe entſteht, wenn man die 


große Are = 00 ſetzt; fo wollen wir bie Parabel als eine 
Sttipfe anſehen, deren halbe Are AU = a unendlich groß 


iR, fo daß alſo der Mittelpunkt C unendlid weit von A abs 


ſteht. Zieht mar nun durch M die Tangente MT, welche 


den Axe in T begegnet; fo wird, da GPı cCA=CA:CT 
Eulers Einl.in d. Anal.d. Unendl. IL) 9 Br u 


E 


xX 
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nn! | aa | 
5. 141. und cP=a— x iſt, cCT= 2. und alſo 
ıT= —— Mei aber a= m, jo verſchwindet x da⸗ 


gegen, und es wird daher a—x=a, und AT= x== AP} 
4 
| Dies laßt ſi d aucd auf dieſe Art darthun: Es —— 


oder AT =x * — Da nun Hier der Nenner des 
Bruchs eine unendlich. große „ der Zähler aber eine endliche 
Größe iſt, ſo verſchwindet der Bruch, und es iſt daher 
AT= =AP=x . 


v 


* — 
— 


5. 151. 
Wenn man daher aus dem Punkte M nach dem unend⸗ 
lich weit entfernten Mittelpunkte der Parabel C die gerade 
dinie MoC zieht, welche wegen der unendlichen Entfernung 
des Punkts C der Are AC parallel wird: fo it auch diefe _ 
Linie MC ein Durchmeſer/ der alle der Tangente MT pas 
rallele Sehnen in zwey gleiche Theile theilet. Wird z. B. 
bie Sehne oder Ordinate mn der Tangente MT parallel 
gezogen, fo wird fie von dem Durchmeſſer Mpinp halbirgt. - 
Es ſiſt daher eine jede in einer Parabel mit der Age parallel 
- gezogene gerade Linie ein ſchiefwinkliger Durchmeſſer. Da⸗ 
mit wir die Natur dieſer Durchmeſſer kennen lernen, ſo fey 
M p=t, pm=u, und msr aus m auf der Are fenfrecht. 
| Dann ift, daPT=2x, ndMT=Y(4xxt 2Cx) ift, 
. VGXx 2ex): 23 pin: ps, und 
: J VGXX 2C): Yarzpm: ms; folglich. 
" 2xu ———— 
—— 20x) =uV; re’ und. 
3x Tc 


7 2 


muss daher 
| Ar 
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Arzıx rev uber= ——— 
Da aber 
mt2 = ar.Ar lweil allenthalben PM2=GFH.AP, 
3. 148) ſo iſt | 


cuu 
ScH Rcu — — EU OCK \ 
J ante taie ? rat 


Aeuv; Be und alfe 


| un 2t(217 ea, dbderpm2==4FM. N 
FKerner iſt 


€ ‚„ AF 
mmol 23 = Var = Eu’ 
. — AP / 
Ä eehmps[= er re Vz 
| | 
i.ampe= Et * — n. MFP, 


and folglich der Winkel mp=MIiP= 3MER 


8. 15a, \ 
va Mia AP 4 AR; und AP=AT ift, [$.149 und 
3 : 450,} ſo iſt FAFT, und alſo das Dreyeck MFTgleich⸗ 
ſchenklig und MF£ = MTA, fo wie wir ſolches ebeit 
f gefunden baden, Da ferne MT. = aVYxxYr3 c), 
' fiRMT=aYVAP:FM; und wenn mah daher aus den 
Brennpunkte F nad der‘ Tangente die Perpendifuläctinie | 
29 zieht, ſo ift | | 
. MS=ST=YAP. FM= RT. TF, md folglich 
1 " AT:T5=T$S:TF | 
Hieraus erhellet ‚ daf der Bunft S in der inte AS ſeyn 
wird, die in 4 A auf der Age fenkrecht ftcht, Es ift aber 
— 9 2 Ag 


% : \ 
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AS=#PM; AS: TS=AF:FS, und 
FS=YV AF.FM [weil FS2=AF.FT, und FT= FM if] 
‚alfo FS die mittlere Proportiallinie bolinen Ar und FM, 
Ueberdies ift 


—AS:MS=AS: TS=Fs: FM= VAR: VFM 
[weil FS=VAF. EM, 


Errichtet man aus M- ſenkrecht auf die Tangente die gerade 


| einie MW, welche die Are in W. ſchneidet; fo ift 
- 0. PT:PM=.PM:. Pw, oder 
ax: Y2cx=Y2cx:PW, un alſo 
PW==c; 
ober das Stüc der. Are PW, welches wiſwen der Appli⸗ 
cate PM und der Perpendikulaͤrlinie MW liegt, hat eine 
befländige Größe, und ift dem halben Parameter oder der 
Applicate FH gleih. Endlich iſt 
 FW=FT=FM, und MWZ=2VAr. FM. zer] 


G 15% 
Wir kommen nunmehe zur Hnperbel, deren Natur durch 


die Sfeichung 
yymatäsıryxz 


beſtimmt wird, wenn x und y techtwinklige Coordinaten 

bereuen Berändert man den Anfangspunkt der Abſciſſen 

um - fe „to erhält man daraus die Gleichung | 
yzatsın . . 


wobey der Anfangspunkt der Abſciſſen mit dem Mittelpunkt 


C zuſammen fällt, 19. 109. 110.) Es muß aber hier + eine 


poſitive Groͤße ſeyn, 9. 134, 4 hingegen kann poſitiv oder 


negativ genömmen werden; denn verwechſelt man die Eos 
ordinaten x und y, fo wird aus einem pofitiven « ein nes 
gatives, und aus einem Negativen ein npoßiives. GEs ‚sed 
aiſo “negativ, und folglich | 
\ Yy 


wu 


- gu — — or 00000. 


.. ” 
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> ur ” j 2 
yymaııı-ar 


wo ſogleich in die Augen faͤllt, daß y zweymal = 'o wird, 
einmal, wenn x=t F — und svepteng wenn =. 


if. Wied alfo, Kia, 33, MM sum Mittelpunkte angenommen, 
und find A und B die Punfte, wo die Axe von der Curve 
geſchnitten wird: fo jft, wenn man CA = = a ſetzt, 


185 unda=yaa, und daher yrzrııyaa 
Y 


So lange alſo x⸗ kleiner iſt als a2, fo lange iſt die Applicate 
imaginär, fo daß daher zu der ganzen Are AB fein Theil dee 
Curve gehört. Wenn aber xx aroͤher ald aa iſt, fo wachſen 
die Applicaten mit den Abfeiffen ohne Ende; und eg hat 
daher die Hnperbel vier ohne Ende fortlaufende und- 
einander gleiche und ähnliche Schenkel AL, Ai, BK, Bk, 
welches das Hauptfenngeichen der Hyperbein ift, 


9. 134 | 
Weit y- vaa iſt, wenn ao wird, fo hat die 
Hyperbel nicht fo wie die Ellipfe eine zugehörige Are, ins 
dem die Appiicate in dem Mitte! punfte C imaginär ift Es 
iſ alfo die zugehoͤrige Are eine imagindre Größe, welche 
man, um eine: Aehnlichkeit mit der Ellipſe zu erhalten, 
z , ‘ ’ b 
bi fehen. kann, ſo daß raa* = bb, und = = 
wird. Setzt man nunmehr die a e CP = x und die 


Applicate PM = y, fo wird = wen aa), und eg 


wird daher die Gleichung für die Ellipſe _ ® (oa — x") 


in die Gleichung für die Hyperbel verwandelt, wenn man 
— bb anſtatt bb feat, Megen diefer Uebereinſtimmung 
| BEE ge 


18. Brett Bus. Scans Eanite | 


Jäßt fich das, was higher von der Elipſe geſagt worden iſt, 

ſehr leicht auf die Hoperbel anwenden. Zuvoͤrderſt iſt der 

Abſtand der Brennpunkte vom Mittelpunkte, der für die 

Ellipſe ⸗ Flaa⸗bb wat, für die Hnperbel—v (aa tbb) = 

-GE=CG. Heraus eraiebt ſich u 
EP =xovYaatbh) undGP=x —E 


‚and da y=-bbt Win. ſo wird 


YM= ya nalen ib) 


"(aa rbb 
„ur — a, und 


—— ERSICHE SIDE wu 


ft 
at! —— bin #2 
gieht man daher aus den benden Brennpunften F und @ 
nach einem Punfte M in der Eurve bie geraden Yinien FM 
und GM, ſo iſt 
CP. CF cp. CF 
FMAC= IT und GM— aeg 
"die Dif, redz diefer ‚beyden Linien GM— FM = 2AC. 
So wie alfo bey der Ellipfe die Summe diefer beyden 
Linien, fo ift bey der Hpperbef die Dilfereng derſelben 
der re AB gleich. 


$. 135. _ 
dierauẽ laͤßt ſich auch die Lage der Tangente MT des 


ſtimmen Denn da in allen Linien der zweyten Ordnung 


cP:cAm ca scTiR, $. 118, woraus-fih ers 


und PT — * 3, 4.1 } 14, ergiebi: fo wird 


bbx 
ı:. MT 


. ——— — — — —— — 
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| MTI=Y ‚PM2 * PT2)] 255 —* (b4x2 } aay2) 


VGaxx Ebbxt a4), 


0, __ bb, a Re 
weily? = — (xx aa) iſt. Es if aber 


aaxxt bbxx 


— 44 
EM.GM= a 5154, folglich 


MT= —IYFM.GM 
bx 
Sernet iſt 
FTSVGATbb und T=Y (sat bbjr © —, 


‚ folglich 


FT:FM=>a:x,mWGT:CM=a:x, woraus 
FT:GT=FM: GM folgt; und diefe Proportion 


‚geigt an, daß der Winkel FM G von der Tangente In zwey 


gleiche Theile getheilt wird, und FMT=GMT iſt. Wird 
aber die Linie CM verlängert, fo ift fie ein ſchiefwink⸗ 
liger Durchmeffer, der alle mit MT parallel gezogene Or⸗ 
dinaten in zwey gleiche Theile theilet. [Man vergleiche 
mit dieſen F den 141 und 142ſten 


. 156, 


Zieht man aus dem Mietelpunkte e die gerade einke cQ 
auf die Tangente ſenkrecht, ſo wird 


IM: PT=CF: 702 


ver 
ax ‚.aayy 2a „ 
Kr. GM: bbx = : TQ, 
Ihe -. N | 
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IM: PM=CT: EQ, vder Lyon, GM; = 


\ 
\ 


— :CQ, sis} und ae 


_ er ab 
ro Bar EM Zum CQ=- FFM CM Bält man 


‚eben fo aus dem Brennpimfte F die Linie FS ſenkrecht auf 
die Tangente, fo wird TM: PT=FT: TS oder 

aY rem; GM: =. — rs, und 

bx bb x 
‚IM: PM=FT: FS, der or A 


mM GM: y- = 2m : FS S. 1553 und baten. 


m _aayFM | bp. FM 
‚= bxV’FM. u FI = Ze. GM 
ſo wie, wenn man aus dem andern Brennpunkte die Linie 
Gs ſenkrecht auf die Tangente fällt, | 


aay.GM b.GM- 

Isar SIT FM. om wei GM 
vird. Hieraus erhaͤlt man n 
78. — —— : CT. er, und 


TS;ET= PT; Ta} md FG.Gambb, 
Da ferner Q8 iſt, ſo iſt | 
= TStTs_ aay FM ECM) _ ayvaat bb) 


DU IH VFM.GM)  bYFM.GM. 
aAs alweil rm teM = te —X 


und hieraus fließt 
abet — aabbyy— 
la; ü | =. 


aab4 


- ———— 
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aaba ⁊ (aa bb Pbxx -aabbh ————— 
"bb. FM. GM TER TTEMGEM 
2 aa *). 


Es iſt alſo auch hier, wie in der Ellipſe, die gerade Pine 


Es Sa CA. Weiter in 


_bxV(aatbb) 


Q+FSz= 
‚ser - ayYFM.GM 


“ 


und alſo 
| | bbsx (aa f bb) — 342 
KArFS: - wem TE FM EM bh 
Wenn man daher-aus F die Linie FX der Tangente parallel 
jiehr, und dieſelbe die ſenkrechte Linie CQ in X ſchneidet: 
ſo iſt 





CX* Y (bb T ca; 
eine Eigenſchaft, von welcher wir bey der Ellipſe eine ühne 


liche gehabt Haben, $. 144 


9 Man kann hier auch folgenden Sarg nehmen. Es ik | 


_ aabb ‚aayy aa atbb 

esa ae SS Saar GM bb 'FM.GMN cm 
_aabb_ „Gr Zen @atbh) wei ZANL 

"FM. GM FM.GM bb * 

VVVV —— 

ax—aaif, 154. Dies giebt ferner — — | 

weil (xx — aa) (aa } bb) == (aa-t bb) RK a4 —aabb, I 
Pbb) xXx— aa 
and das auͤbrige folgt, weil FM. En ei he 


iß 8. 14 


4. 157. | 
Wenn man in den Gcheitelpunften A und B auf der 


Yo fenfrechte Linien errichtet, und ſelbige verlängert. pie 


95 ni} 


- 


4 
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ſie der Tangente in V und v begegnen: fo wird, weil AT = 


alk—a) alx in a) 
x 


N 


‚BT= —- 1%, und PF:PM=AT:AV m 


BT: Bv if, . 
AV — und Bv „utn, ai 


ba xxaa) 
aayy 


AV. Bv= 


Außerdem iſt auch 
'PT:TM= Ar: Ivo BT: Tv; und folglich 
bix — = a) 


Tv= ZA YEM. GM, u ITV= —YM.CM, 
xy 
daher denn 
Tv.Tv= —.FM. GM=FT.GT. (mi ZFM= 
FT, und — -6M=GT ig $.142]. 
| 5. i88.“ 
DaocT= —. if 5. 141, ſo muß CT, oder das Stück 


der Are zwiſchen der Tongente und dem Mittelpunkte deſto 
kleiner ſeyn, je größer x genommen wird, und alſo die, 
Tangente, wenn die Curve ins unendliche förtgejogen wor⸗ 
den, durch den Mittelpunkt gehen, und CT = o werden, 


PM ..bbx 


Weil nun “ang: PIM = — Iſvweil pr 155] 


und y eV @x—aa) $, 134, fo wid, wenx= X, 


bx bbx__ 


yma-—, und - _— ==, und die Tangente geht alsdann 


durch den Mittepunft, und made mit der Are den Winkel 


. 1 


* —bb=Fs. Gs. 9.156. 


ACD- 





* —W 
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ACD deffen Zangent * Bin Errichtet man daher aus 


A fenfrecht auf die Are die gerade Linie AD = b: fo wich 
die inie CD, ſo weit man fie auch verlängert, die Curve 
nie fehneiden, aber ihe immer näher und näher kommen, 
und nur nach einer unendlichen Verlängerung mit CI zus 
fammenfallen. Eben das gilt von dem Theile Ck und dem 
Schenkel Bk. Zieht man auf der andern Seite unter eben 
dem Winfel die gerade Linie KCi, fo erreicht auch fie die 


Ä Schenkel BK und Binicht anders ald nach einer unendlichen 
Verlängerung. Dergleichen Linien nun, denen fi) eine 


Eurve immer mehr und mehr nähert, ohne fie Doch eher 
als nach einer unendlichen Verlängerung gu erreichen, wer⸗ 
‚ den Afympeoten genannt, und+ed find alfo die geraden Li⸗ 

nien ICk und Ki zen Aſymptoten ber Hyperbel. 
$. 159. 


[ 


Es durchſchneiden ſich alſo die Aſymptoten der Hyperbel 


in dem Mittelpunkte C, und machen mit der Are den Wins 
kel A ODzAcd ‚ deffen Tangente == . ‚ fo wie die Tan⸗ 


2ab 


| gente des doppelten Winfeld oder tang. Dede — 





I$. 249 des iſten B. berbunden mit $. 234]. Wenn daher - 


b A ift, fo ift der Winfel DCd, unter welchem fich die 


Aſymptoien fepneiden, ein rechter Winkel, und in diefem . 
Kalle wird die Hyperbel eine gleichſeitige Hyperbel genannt. 


Da aber AC z= a, AD b iſt, fo iſt Dacds 


V (aa + bb); und wenn man daher aus dem Brennpunkte . 
-& auf eine.von den beyden Afpmptoten die Perpendikulaͤr⸗ 


linie CH herabfaͤllt, fo wird, weil CG V(aa bb) iſt, 
— und GHz 


4. 160, 


- 


Ä $. 1 i | 
Berlaͤngert man die Ordinate MPN = 2y, bie fe die 
Aſomptoten i in m unden ſchneidet, fo wird 


| vr" bx 
Zr Pm = Pa =", um 


; | b 
man — E = FM AC= om -ae 


! 


* rner iſt | ae . 
b - 
Mm = Nam m, Nn=>Mı= — - 2 und alſo 


——— 
aa 


u Mm, Nmm * Mm, Mio == bb, 





J2 weil aayy: = bhxx — aabb in, — 154; und daher 
|  atlenthalben | 
Mm.Nm: = Mm. Mn=Nn,Nn= Nn. Mn — 

bb = AD2. Zieht man nun aus M bie Yinie Mr der 

Aſomptote Cd. parallel; fo if | 
ab: yY‘(ga +bb)= Mmıme (MD); Folglich > 

| _ br — ayy art! bb) 


b - 
/ G—-m=C6= Aetangnten 


‚ und daraus ergiebt ſich - | | 
= | bbxx—aayplan tbb) _ aatbb 
Mic — ib or. *—⸗ 
"weilbbxa = aayy=aabb, (. 154. 
Zieht. man daher aus A die Linie AE der Afymptote Cd 
» parallel, fo if — 

Mn CE I=40Cd] .fIV (aa t bb) $. 189, und folglich 

_ . Mr.Gr=AE,CE, | 
0 u | weiches 


* 


+ 


SM nn nn 


m... —— Zu J 


| ? iſt | ß % 
yx — 





IN 
( 
m 
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welches eine Haupteigenfchaft der Hpperse in Baicbun 
auf die aſpmptoten ift.. 


i6t. 
Werden alſo, Big. 34, die Abſciſſen CP = x auf der einen 


von den Afomptoten vom Mittelpunfte aus, und die Applis 
taten PM == y der andern Alymptore parallel genommen; 


aa} bb 
— — 4 1 


4 
wenn man neih AO=BCma, und AD= - 6 


J 


hi 
ſetzt, oder yx=hh, und y- PL wenn man AE =(Esih 


‚annimmt, Wird daher x= 0, fo wird = ©, ſo wie 
hinwiederum y == ö iſt, wenn k60 genommen wird. ‚Zieht 
Man nun durch irgend einen Punkt der Curoe. M eine,gerade 
tinie QMNR, welche der na Belieben gejogenen geraden 
kinie GH parallel iſt, und nimmt dabey co= = t, und 
QM =uant ſo iſt 


GH: CH&uiPd5; CH:CG = ü: PM; folglich 

x CH u G ,n 

PQ= neu und EM= a: u, und daher 
CG | \ ’ CH . ER Sin u b u . 

y=, ER? und x=t ap Bringt man diefe 


Werthe inyx =hh, fo erhält man daraus 


cc __CH.c6 | 

. G̃ tou am: uuhh; oder 
OH GH? 
u qQtut hear 


Es hat alſo die Applicate u einen. doppelten Werth, nem⸗ 
Bu QM und AN, und die Summe Diefer bepden Werthe 
AM 


J 
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Be; tar, ſo wie das Rechteck zwiſchen ihnen 


GH2 


nn —— 6. 163; F — 

Da alfo QM + QN=QR iſt, fo ift QM rn 
nd QN RM. ‚Ben daher die Punkte M und N zu⸗ 
ſammenfallen, oder die Linie QR die Curve beruͤhrt: fo 
wird fie in diefem Punkte in zwey gleiche Theile getheilt. 
Beruͤhrt nemlich XY die Hyperbel, fo liegt der Beruͤh⸗ 
Senndepunft Z in der Mitte, von XY. Wenn man Daher 
aus 2 die gerade Linie ZV der andern Alymptote parallel 
zieht: fit CV==VY, und dies führt auf eine fehr leichte 
"Art, duch jeden’ HPuntt der Hyperbel eine Tangente zu 
"legen, Dan macht nemlih VY==CV, und zieht durch 
u Yund Z eine gerade, Einie, welche dann bie verlangte Tan⸗ 
| gente iſt. 

. Da un ev. zv. hh en mter if, fo wird 
CX. —XR Pbbæ Dæ Seb. a, und wenn man 
alſo die geraden Linien DX und dV zoͤge, fo würden fie 
- , einander parallel feyn, Hierauf. beruht ‚eine ſehr leichte 
Art, Zangenten der Curve zu ziehen, 


Fr 16 U 


OB% 
Da ferner das Rechter QM. QN = SER ‚bhif, 


fo faͤllt in die Augen, daß diefes Recteck QM. QN, wo 
man auch QR der HG parallel ziehen mag, immer Diefelbe . 
Größe haben werde Es wird daher auch QM. QN = 


GH2 
"am. MR=.QN. NR J— . hh rem Denkt man. 
| er 





— — en — — — 


* 


I - a ER -. - 
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ſich alſo eine der QR parallele Tangente; welche innerhalb 


der Aſymptoten in dem Berührungepunfte in zwey gleiche 


| : Theile getheilt wird, $. 162, und-nenm man die Haͤlfte 
derſelben q : ſo wird allegeit 
QM. GN Q. M R RM RNSRũ. — E 


weiches eine ſehr nerkwuͤrdige Eigenſchaͤft der Hyperbeln iſt 
die zwiſchen ihren Aſymptoten beſchrieben worden ſind. 


EEE SEE 16. 
Da die Hyperbel aus zwey einander gerade entgegen⸗ 


ſtehenden Theilen TAi und KBk befteht: ſo finden Diele 


Eigenſchaften nicht bloß Alsdann ſtatt; wenn eine gerade 
Linie auf, die Art awiſchen den Aſymptoten gezogen worden 
iſt, daß ſie einen und denſelben Theil der Cutve in zwey 


Punkten fepneidet; fondern auch, toenih”dlire gerade Tinte 


von einen Theile’ dei Curve nach dem: entgegenſtehenden 
gezogen wird, Zicht man z. B. aus M die gerade Linie 
Marn nad) dem entgegenftehenden heile, und mit ihr Me 
Parallele Gh: ſo⸗wird, weil die Drevecke CGhund PMg. 
einander ähnlich fi nd, wenn man ca =t, und ıM=u ſetzt, 


cu‘ "Ch 
. PM=y= a ind gp=i—ı= we alſo 


=t} a u. Dies giebt, daxy.='hh, $ı61, 


ec -,CG.Ch 


— t — —4 — h 
Ch uf Ch2 uu = h ‚ ode 


.. ,6Gh 6ha 
auf can ‚56, ‚ch“ bh 
$, 165. . 


Ed Hat alfo Die Appficate u einen doppelten Werth, nems — 
„kich au und —qn, denn u iſt negativ, meilesaufder 


> . N 
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andern Seite der Aſymptote CP, die zur Are genommen tft, 

liegt. Die Summe u beyden Wurʒeſn qM, —an iſt da⸗ 
Gh h 

der — — tæ ⸗ gr, folglich gn—qaM=gr, und 

daher qM=rn, ‚undan=rM. Ferner erhellet aus der 


Tag E 164, daß das Produkt diefer Wurzeln — qM. qn 
kat ‚hh, oder gM. gan = :qM.rM=rn.gn 


\ 
& = rn.rM= == hhift Es ſind alſo dieſe Rechtecke, 
‚wieviel gerade Linien Mn mar auch der Gh parallel ziehen 
‚mag, Immer von einer und derfelben Größe, Und dies find. 
„Die vornehmſten Eigenſchaften der einzelnen Arten der Linien 
der zweyten Ordnung, welche, wenn man ſie mit den alle - 
„gemeinen Eigenſchaften derſelben verbindet, zu einer außer⸗ 
— ——— 2 merkwuͤrdiger Beſchaffenheiten rühren, 





gen une. “ 


en — — — 


— 
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Von den ohne Ende fortlaufenden Schenkeln. 


. 166. 


Wenn eine krumme Linie, zu mas für eingr Ordnung 
md Art diefelbe auch Immer gehören mag; einen ohne Ende 
fortlaufenden Schenkel hat, und man aus einem unendlich 


wveit entfernten Punkte in derfelben auf eine willkuͤhrlich 


angenommene Axe eine fenfrechte Applicate herabfällt: ſo 
it entweder die Abfciffe x oder die Applicate.y, oder es find 
beyde Coordinaten unendlih, Denn folte weder die Abs 
kiffe noch die Appficate unendlich ſeyn, fondern beyde eine 
beftimmte ober endliche Größe haben: fo wäre die Entfers 
mung des. in der Curve angenommenen PYankts von dem. 
Infangspunfte der Abſciſſen endlich, nemlib = vV (xx Fyy), 


: wider das Angenommen. Wenn daher eine Curve einen 


ohne Ende fortlaufenden Schenkel hat, ſo gehört entweder 

zu irgend einer endlichen Abfciffe eine unendliche Applicate, 
oder zu einer unendlichen Abfcifie eine mögliche, endlihe 
eatwedeg oder unendliche, Applicate. . Und, hieraus laſſen 


‚fh die ohne Ende fostigufenden Scheꝛta der Curven ent⸗ 


been, 


a } 167, — 
ma. eine aigekraiſch⸗ Gleichung zwiſchen den Eon 
Dineten x und.y. von iegend einer Ordnung, die m anzeigen 
meg, gegeben iſt, und man die Glieder beſonders betrach⸗ 
tet, in weichen die veranderlichen Gudhen zund y, m Die 
Rules Einl.in d. Anal. d.Unendl. A.B. 3 mem 
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menſionen haben, und welche alſo ayn + eya-Xx} gymazıp 
'Syn-3x3 Fr... ..4 £ x" ſeyn werden: fo läßt ſich dieſer Aus⸗ 
druck in einfache Kaftoren vom der form Ay.+ Bx auflöfen, 
die entweder reell oder imaginär find, [fies ®. $.90.] und j 
hat derſelbe imaginaͤre Werthe, ſo iſt ihre Anzahl eine ge⸗ 


rade Zahl, und je zwey derſelben geben im Produfte einen 


‚doppelten reellen Faktor von der form A2y2 — 2ABxy. cof.® 
} B2x2. (9. gı des ıften®. verbunden mit !. 145 eben die⸗ 
ſes Buch). Ein folder Faktor aber hat allezeit, ed mag 
nun x, odery, oder beyde zugleih = OO feyn, den unend⸗ 


lichen, Werth = 002, meil das Glied 2AByx. cof. ꝙ ims 


mer Pleiner ift, .als die beyden übrigen, und weder A noch 
BÆo ſeyn kann. Es kann daher ein ſolcher Faktor wie 
A2y2 - 2 ABXy. coſ. + B2x2, wenn entweder x oder y, 
oder ſowohl x als y unendlich groß angenommen wird, wes 
der = 0, noch eine endfiche Größe, ja nicht einmal bloß 
= oo feyn, fondern er ift allezeit = 092, melde uns ' 
endlich vielmal mehr iſt als . — 


4. 168. — 
gimmt n man daher an, daß der hoͤchſte Theil der Glei⸗ 
chang, «ya } 4 yn- xx yyya-2x2 F—..... Ex, keinen eins 
forben “reellen Faktor habe; ein Fall, der nur dann ftatt 
finden-fann, wenn n eine gerade Zahl ift: fo wird derſelbe 
and: Aduter doppelten Faktoren von der Form A2y2 — 


2MBXy. coſ. + B2x2 befiehen. Wenn daher entweder 


x, Oder y, oder xundy zugleich unendlich gro angenoms . 
_ men metden, fo wird auch} jener Ausdrud ſelbſt einen un⸗ 
enblichen Werth = Oos dekomrmen, und er kann alſo als⸗ 
dann weder einer endlichen Größe, noch irgend einer ans’ 

endlichen Groͤße · Sa deren-@fponent in kleiner als'n iſt, 


gleich Fey, Da nun: die uͤbrihen anne der Bgung,! 
Moↄ. u een de Bu J 


⸗ 
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weichen die veränderlihen Größen x und y weniger Dis 
menfionen ‚haben, unendlich Große mit einem Pleineen Er⸗ 


ponenten geben: ſo koͤnnen ſie jenem hoͤchſten Theile nie 


gleich werden, und es kann folglich auch die Gleichung nicht 


beſtehen, wenn entweder x oder y oder beyde veraͤnderliche 


Groͤßen unendlich angenommen werden, 
— $. 169. 

Wenn alſo eine krumme Linie durch eine Gleichung zwi⸗ 
ſchen den Coordinaten x und y ausgedruckt wird, deren 
hoͤchſtes Glied keine einfache reelle Faktoren hat: ſo hat ſie 
keine ohne Ende fortlaufende Schenkel, ſondern es iſt 
die ganze Curve in einem endlichen Raume enthalien, ſo 


‚wie die Ellipſe oder der Kreis. Wenn daher in der allge⸗ 


‚ meinen Gleichung der Pinien der zmepten Ordnung «y2 F 
Bxyhyxxtiytıx emo das hoͤchſte Glied 272 * 


AMXxy FYXX, worin die veraͤnderlichen Größen x und y 


‚zwen Dimenfienen. haben, Feine einfache reelle Faktoren 
‚bat, welches gefchieht, wenn #8 größer als 4ay wird: 


:fo hat die Curve feinen ohne Ende fortlaufenden Schen⸗ 


te, und if daher eine Ellipſe. 


$ 170. 


Um dies deflo deutlicher aus einander fegen zu koͤnnen, 
tollen wir jede Gleichung zwiſchen den Coordinaten xundy 


auf die Art in Glieder theilen, dag. wir zu dem höchften 
oder erſten alle die Glieder der Gleichung rechnen worin 
die veraͤnderlichen Groͤßen x und y die hoͤchſte Dimenſion 


von dem Exponenten n haben. "Das zweyte Glied ferner 


ſoll alle die Glieder der Gleichung bekommen, worin beyde 


veraͤnderliche Größen n —ı Dimenſionen ausmachen. Zu 


dem dritten Sliede ſolin alle die, Glieder der Öleihyng ges 


52 0° - bösen, 


dd 
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Hören, worin die Anzahl der Dimenfionen der veränderlichen 
Größen x und y, duch n — 2 ausgedruckt wird; und auf diefe 
Art wollen wir weiter fortgehen; bis zu dem Gliede, worin . 
feine Dimenfion von x und y enthalten äft, und welches 


bdaher bloß aus einer beftändigen Größe befteht. Außerdem . 


wollen wir das erfte oder hoͤchſte Glied P, dad zweyte Q, 


das dritte R, das vierte 8 uf f. nennen. oo. 


u 


5 171. 

Da alſo die krumme Knie, welche durch die Gleihung | 
PFOFRFSHFTU 0 ausgedruckt wird, wenn 
P feinen einfachen’ reellen Faktor hat, auch feinen ohne 
Ende fortlaufenden Schenkel hat: ſo wollen wir nun⸗ 
mehr annehmen, daß das hoͤchſte Glied P Einen einfachen 
reellen Faktor ay — bx habe, ſo daß P=(ay— bx)M 


ſey, wo Meine Funktion von x und y vonn — ı Dimen⸗ 


fionen bedeutet, die Feine einfache reelle Faktoren het. 
Setzt man daher x oder y oder x und y== 09, fo wird 
M== 090-2; Q Pann ein ähnliches unendlich Großes feyn, 
‘aber R, S, ıc. werden unendlich Große von niedeigern 
Graden. Folglich kann die Gleichung P TA FE ⁊. 


ze beſtehen, wenn ay — bx einer endlichen Groͤße 


oder S o iſt, und die Curve wird daher ohne Ende 


fotiaufen 


$. 170. 


Es fen alſo ay — bx Sp, wo p eine ſolche mdliche 
Groͤße ſeyn muß, daß pMrFQH+ Rtstu=e, 


— R 8 
22 — wid, wenn die Curve 





oder p 


ins uUnendliche uͤbergeht. Da aber M eine unendliche Größe 


von einer hoͤhern Ordnung als R, 5, x. iſt, fo werden 
oo on die 


‘ 
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| die Bräde J 2. 0, und folglich p = =2, 


M'M 


’ ) 


Man erhött alſo den Werth von p aus dem Bruche __, 


M ⸗ 


wenn man darin x und y unendlich vos annimmt. Da. 


ferner ay—bs=pik, ſo iſt * iR, und I_ 


x 
b,p 


b . 
tm, wi = wird, wenn x= 00 if. 


a ax 


Menn alſo die Curve ins Unendliche übergeht, ſo ifty = = 


| §. 173. 
* Da Qunb M’ homogene Zunftionen von n—ı Dimen⸗ 


fionen find, fo iſt == eine Funktion non feiner Dimenſion 


b Ka 
(18. 5.85] welche daher, wenn man y = = ſetzt, einen: 


beftändigen Werth p für giebt. Oder, da die Zugftion —.- 


beſtimmt wird, ſobald das Verhältniß zwiſchen und x, . 
welches das Berhältniß haft, deſtimmt wird: ſo erhaͤlt 


man den Werth von Pu wenn man in der Zunftion = 


allenthalben b anftatt y, und a anftatt x fett, Hat man 


auf diefe Art p gefunden, fo wirt ay—bx==p, und diefe 


Gieichung ift in der gegebenen Gkeihung Pr QTRTS 
t.0 enthalten,t wenn die Curve ins unendliche uͤdergeht. 


5. 174. 
Der Theil der Eurve im Unendlichen wird alſo duch die 
Steigung a Y — bı= = p andgedrudt; und da dies eine 


4 


— 


J3 Glei⸗ 


a 


1 Zwehtes Bud. Slebentes Gap, 


' Gleichung fuͤr eine gerade amnie iſt, 1439. 40), fo muß dieſe 
gerade Linie, wenn fie ohne Ende verlängert wird, mit der 
Eurve zufammenfallen. Es ift daher die gedachte gerade. 
Linie eine Aſymptote der Eurve, weil die krumme Linie mit 


ihr im Unendlichen zufammenfällt, und ſich ihr Daher immer 


mehr und mehr nähert. Und da die gegebene Gleichung 
PFQFRISX.O, wenn man x oder y= 009 


fegt, in diefe, ay — bx= p, uͤbergeht: fo erhellet zu⸗ 


“ gleich, daß diefe.gerade Linie, nach beyden Seiten verläns 


gert, im Unendlihen mit der Curve zufammenfällt. Es 


hat daher die krumme Linie zwey ohne Ende fortlaufende, 
und einander entgegenfiehende Schenkel, davon der eine 
mit der geraden Pinte, wenn man fig vorwärts, und dee 


andere mit ihr, wenn man fie rüdwärts ohne Ende vers 


längert, zuſammenfaͤllt. 
$. 1785. 


Da alfo die Curve, wenn die für ſie gegebene Gleichung - 


PPC rerst« fo befchaffen ift, daß das höchfte 
Glied derfelben Einen einfachen reellen Faktor hat, zwey 


. ohne Ende fortlaufende Schenkel hat, die ſich einer und 


derſelben geraden Linie, welche man ihre Aſymptote nennt, 
auf beyden Seiten immer mehr und mehr naͤhern: ſo wol⸗ 


len wir jetzt annehmen, daß das hoͤchſte Glied P zwey eins 


fache reelle Faktoren ay — bx, und ey — dx habe, fo 


daß PS (ay — bx)cy — dx)M, und Meine homogene 


Funktion von n— 2 Dimenfionen ſey. ‚Hier find. aber zwey 
Kölle zu erwägen, indem dieſe beyden Faktoren entweder 
‚einander gleich oder ungleich ſeyn konnen. 


9. 176. 


Sind nun zuvoͤrderſt dieſe Faktoren einander ungleich, 


ſo iſt offenbar, daß die Gleichung 


J 
\ 


(ay | 





— —— um _ —— - 


J 


Von den ohne Ende fortlaufenden Schenkeln. 195 


- (ay—bx) fey—dx)M TO+tR+Sstu=o , 
ehr unendliche Abfciffen oder Applicaten auf eine doppeſte 
Weiſe beſtehen kann, entweder wenn ay — bx, oder wenn 
ey — dx einer endlichen Bröße gleich iſt. Setzt man das 
her ay — bxSy, ſo daß p eine endliche Groͤße iſt, fo iſt 


J Re b a 
im Unendlicyen 7 == und ed wird, wie vorhin, 


p Feen |— T— — f une ——— ——, 
. ‘(ey — dx)M (ey—dx)M. 


welche eine Funktion von x und y von Peiner Dimenfion 


if. Denn man alfo 7 = = oder, welches auf eine 


hinausläuft,. allenthalben b anfatt y, und a anftatt x feßt, 
fo findet man den wahren Werth der gefuchten beftändigen 


Groͤße p. Es iſt folglich p = nm ugd da we⸗ 


gen der Ungleichheit der Zaktoren be— a d nicht — o ſeyn, 
und eben ſo wenig M, da es gar keinen reellen einfachen 


Faktor enthält, = o werden kann: fo entſteht Daraus für 


p ein endliher Werth, oder ed wird S o, welches ges 
ſchiehet, wenn entweder dag Glied Q gänzlich real, oder 
den Faktot ay — bx ‚dat 


4. 177 


a. bat alfo die Curve wegen des einfachen reellen | 


Faktors ay — bx des hoͤchſten Gliedes P, chen fo wie 
im erften Zalle, Eine Afomptote, deren Lage durch die 


Gleichung ay — bx = p angezeigt wird. Auf cine ähns . 


liche Art aber fommt ihr auch wegen des andern Kaftore‘ 
cy— dx eine Afymptote zu, welche durch die Gleichung 
—Q. 
Gy—bx M 
J4 ans 


y-dzi qauegedrudt wird, wenn mar j= = 


— . 


- Kun find aber 
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annimmt, nachdem man allenthalben anftatt y und x die 
beftiminten Werthe d und e gefegt hat. * Es hat daher Die 
Eurve zwey Afumptoten, und folgtich vier ohne Ende forts 
laufende Schenkel, die mit diefen geraden Linien endlich 
sufammenfallen. So verhicht es ſich, wie wie oben gefehen 
haben bey der Hpperbel; und wenn daher das hoͤchſte Glied 
eyytexy + yxx in der Gleichung für die Linien der 
zweyten Dednung ayytaxzyfyıxttyYtex 4 =o 
zwey einfache reelle und ungleihe Faktoren hat, welches 


ſtatt findet, wenn #4 größer als guy ift, fo ift:die Curve 


eine Hyperbel. 


a SE 
Nun fegen die beyden Faktoren ay—bx und cy— dx 


| einander gleich, fo daß P== (ay—bx)2M. Daprar 


.RFSre. =oif, foift(ay—bx)2 == — Q—R-—S — 


n— 25 und S eine Zunftion von n— 3 Dimenfionen’ift, 
“fo wird, da M ebenfalls n — 2 Dimenſ onen hat, wenn x 


J oder y unendlich groß werden, — „= 9 und folglich 


R 


mm Tui M' 


—Q 
mein =; 
Q 


Mayrtı=) Sad Bunftionen von feiner 


Dimenfion der Größen x und y. Da alſo im Unendlichen 


: x 2 b: a WA fo werden beyde Funktionen, wenn man 
das Berhältmiß > — anftart I —, oder b für y, und a fü x 
ſetzt, zu beftändigen Größen. 


M — 
- und da Q eine Funktion von — 1; R eine Zunftion von 


4. 179. 


. | oo 

Bon den ohne Ende fortlaufenden Schenkeln. 137 
§. 159. | 

e⸗ werde daher durch dieſe Subſtitution | 

2 Q * — 

mA und 3 
fo wird \ 

(ay — bx)2 — Aluytır)—$: 
und dies iſt Die Gleichung für eine krumme Linie, welche | 
mit der Linie, die Durch die Gleichung PFOAFRFSH " 
= 0 ausgedruckt wird, im Unendlichen zufammens . 
faͤlt. Da aber die Größen „ und » willführlich find, fo. 
fege man a—=bund = a, und d lafie bey veränderten Co⸗ 

drdinaten 

bo uv*(aa + bb) und by *ᷣ ax * Yan} bb). 

ſeyn. Alsdann iſt fuͤr eben dieſe Euros 

At | 
“u uf Faarbı) ers | 
wovon im Die Augen Fällt, daß es eine Gleichung fuͤr die 


Varabel iſt. Die geſuchte Curve iſt daher bon der Art, 


daß fie ohme Ende fortgefuͤhrt, mit einer Parabel zuſam⸗ 
menfälft. Sie hat daher nur zweh ohne Ende fortlaufende 
Schenkel, deren Aſymptote Feine gerade Linie, fondern 
die durch. die vorhergehende Gleichung ausgedruckte na 

rabel iſt. | 


. % 180, . 
Dier Aadet Ratt, wenn A nicht = a iſt: allein wemn 
A o wird (welches geſchiehet, wenn das zweyte Glied 
Qfehlet, oder durch ay—bx theifbar iſt), fo hört die ges 
fimdene Gleichung auf eine Sleieng fuͤr die Parabel zu 
ſeyn, und verwonden ſich in X ee * Te] mwoben 
drey Faͤlle zu berachten find. Iſt nermlich zuvoͤrderſt B eine 
“ J 5. j ne⸗ 
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N 





negative Größe, oder ; ne: n=- — ff, fo begreift die - 
Gleichung uu—ff=o * zwey Gleichungen u— fl 0, 

und ur f= o in fib, melche zu zweyen geraden einander 

. Parallelen Linien gehören, davon eine jede eine Afomptote 
der Eurve if, wie im erften Falle, Es hat daher die. 
Curve vier ohne Ende fortlaufende Schenkel, die über ale 

Grenzen hinaus verlängert mit diefen begden geraden Einien 


aufammenfallen. u 


$. 180 


Der zweyte Fall findet ftatt, wenn B eine pofitive Größe, 
oder = + ffif. Well aber die Gleichung uu r ff=o 
in diefem Falle unmöglich wird, fo hat die Eurve alsdann 
feinen ohne Ende fortlaufenden Schenkel, fondern ift gang 
in einem’ endlichen Raume enthalten. Es hat daher die, | 
Gurve, welche durch die Gleichung PFQ FRFS Fıc 
ausgedruct wird, nicht bloß in dem Falle. feinen ohne Ende 
fortlaufenden Schenkel, wenn das höchfte Glied P Feinen 

einfachen reellen Kaftor hat, ſondern es kann diefer Ums 

- Rand, wie wir gefehen haben, auch flatt finden, obgleich 

. Praftoren hat. In der Kolge werden noch mehrere Faͤlle 
dieſer Art vorkommen. | 


F. 182. 

Der dritte Kall endlich tritt ein, wenn auch Bo wird, 
ein Umftand, der fich bey jedem der bepden vorhergehenden 
Zäll: ereignen kann, daher es zweifelhaft ift, wie die Curve 
befchaffen feyn werde, Man muß alfo, um die Geftalt der 
Curve zu beftimmen, die folgenden Glieder betrachten, 


Da nemlich 


PPQFVRISP. O, mdP=(ay— br)aMift: 
\ | . 


/ 


Bon ben ohne Ende boetlautenden Schenkeln. 139 
fo iR um Unendlichen 


b 
Ib ’ und (a —b2)2 4 © tatstat x. 


zo. Nun ſetze man, we vorhin B5 179] nachdem man 
die Subſtitution = = — >. gebaut hat, 


Q f 
= A(by traz),.und - = B;‘ 


ferner fey, da S, 'T,-V ı€. Funktionen von’ (n — 2), 
(n— 3) ıc. Dimenfionen,. M aber eine Funktion von 
n — 1 Dimenſionen | ,,/ | . 


S(by’t ax) Tytax)2 _„. Vby ax)s 
Mm a Ho Ttyp 


3 


=C; 


== E, 20: ſo iſt 


D 
rn HA EEE Hrn # pn 
. EEE . 
T (bytax)s 


-  Diefe Gleichung druckt Daher die Natur der Prummen Linie 
- aus, deren im Unendlichen gedachter Theit, welchen man 
‚ ahält, wenn man by} ax unendlic, groß annimmf, mit 


der Curve zufammenfällt, die aus der Gleichung Pr Q+ 


RrStic=o entfpringt. Denn ohngeachtet (ay— bx)2 


wenn die Eurve ins Unendliche übergeht, einen endlichen 
oder einen unendlichen Werth, aber von einer niedrigen 
Drduung ald 002, erhält, fo hat gleichwohl xy fax 
einen unendlichen Werth. 


6. 183. | | 
Berändert man nun aber die Age der gefundenen Aſym⸗ 


piote, und ſetzt die Abſciſſen darauf — 58 t, und 


die 


140 — * Pen Shen Sri. 


-bx | 
die Applicate ALTE — * 75 zu, deögleichen, ber ar | 


\ wegen, N (aa { an * 5; fo befommt man. 


F F aan Ed 
au * 3 54:2 T Rock *?ꝛc. 6. | 
Da alfo i in dem gegenwärtig zu ensröideladen Ball A 


and Bo iſt, ſe vice 


=: * 
wur Er nme 


enmn Cnidt= ; ſo nerldwdinnen, wenn man t= oa 
E“ :C 

annimmt r die Slide E tz nt — fc en und. | 

es wird ft | * 


FEIN 
g3t 


⸗ 


Dieſe Bleihung deucht daher die Natur der krummen Linie 
aus, die, wenn man t == 00 fegt, mit der Curve zuſam⸗ 


mieenfaͤllt. Da nun daraus u = SV if, fo hat die 


Eurve zwey Scentel, welche fi ch nach einem und demfelben 
“heile der Are zu out hevden Seiten immer mehr und mebr 


—. 184. 
A aberdies e=o,f ieh man dieſe —E 


.D 
au wutgz= = o nehmen, wo wieder ein dreyfacher Bat 


ſtatt findet, indem D eine pofitive, oder eine negative 


| Groͤße, oder = o ſeyn kann. Weil in dein erſten Kalle 
die Gleichung unmoͤglich wird, ſo hat darin die Curde kei⸗ 
nen ohne Ende fortlaufenden Schenkel, ſondern iſt ganz in 


einem endlichen Raume enthalten. Was den zweyten Fall 
be⸗ 
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betrifft, wenn = — it, weil un == it; fo bat 
darin die Applicate u, fowohl wenn man t= + 00, alg 
wenn man t== — 00 feßt, einen doppelten verſchwinden⸗ 
den Werth, einen pofitiven und einen negativen, und die 
Curve Daher vier Schenkel, die ſich nad beyden Theilen 
der Axe und zu beyden Seiten derfelben immer’ mehr näs 
hern. Im dritten Falle, oder wenn D = 6 ift, muß mar 


. ee E | 
dieſe Gleichung uu + 75 = o nehmen, mit Der 08 eben 


die Bewandniß hat: und fo muß man fo fange fortgehen, 
als die Gleichung PFQO+FRTSTu = o ferner 
Glieder darbietet, u 


P% 


$. 185. 


Angenonımen nunmehr, daß das hoͤchſte Glied der Gleis 
dung PFOFR TSF = o drey einfache reelle Fakto⸗ 
ren habe: fo ift offenbar, daß von jedem diefer drey Fakto⸗ 
gen, wenn fie einander ungleich find, alles das gilt, was 
eden (S171 — 174] von Einem reellen Faktor gelehret wor⸗ 
den if. In dieſem Kalle‘ hat alfo Die Eurve ſechs ohne Ende 
fortlaufende Schenfel zu dreyen geraden Afyınptoten. Wenn 
zwey Kafteren gleich find, fo gilt von dem dritten eben daß, 
was nach dem Vorhergehenden davon behauptet werden 
muß; was aber die beyden gleichen Faktoren betrifft, fo 
muß man auf fie das vorhin [$ 178 — 185] von zwey gleis 
den Faktoren Befagte anwenden. Es bleibt daher nur dee 

deitte Fall zu beteachten übrig, wenn alle drey Kaftoren - . 
einander glei ſind. Es ſey daher P == (ay + bx)3M: 
Und da die Sleihung P FQTFRFStı. = o im Unends 
lichen nicht befichen kann, wefern nicht (ay — bx)3 einen 
endlichen oder wenigſtens einen unendlichen Werth von einer 


nie. 


Faunktion vonn — - 3 Dimenfionen it, fo ift 
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niedrigern Ordnung als 063 hat, damit die Poteſtaͤt des 
Unendlichen, worin das hoͤchſte Glied p übergeht, kleiner 
b 


werde als oo»: fo iſt allerdings im unendlichen? 52 7 


$. 186. 
Um dieſen Fall weiter zu entwickeln, möfen tsir das 
| zweyte Glied Q betrachten, und ſehen, ob es denſelben 
Faktor ay —bx hat oder nicht. "Fehlt daſſelbe gänzlich, 
ſo findet das erftere ſtatt, indem o einen jeden Kaftor zus - 
laͤßt. Es fen alſo zubdrderft Q nicht dutch ay — bx theils. 
ber. Da nun Q eine Funktion voonn— ı, F M eine 


6x7 —7 
eine Funktion von feiner Dimenßon: und es wird daher 
7 wenn man = — = fegt, eine beftändige 
Größe, die wir A nennen tollen, und (ay—bx)3 $ 
: Alaxtby)2 =o, weil die folgenden Glieder im Unends 

lichen gegen ACax + by)2 verfchwinden. 


6. 187. 


Die krumme Linie, welche durch dieſe Gleichung aus⸗ 
gedruckt wird, iſt daher ſo beſchaffen, daß ſie, ins Unend⸗ 
liche fortgefuͤhrt, mit der krummen Linie, welche durch die 

leichung PFQFRYFSF IC == 0 ausgedruckt wird, zu⸗ 
ſammenfaͤllt. Um ſie aber genauer kennen zu lernen, wol⸗ 
len wir fuͤr ie ie eine andere Age annehmen, worauf 


die Abſciſe =" by ‚ und die Applicate = ay—bx 


fur Ncaa 3 50)= 5 fepn fol. diadam iR a3 + = 
| M und 
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md dieſe Sleihung-giebt, wenn man datin t = oO. feht, 
den Theil der gefuchten Eyrve PFQVRIX.o aim Uns 


endlichen. Wenn daher die Geſtalt der Curve u3r * =o 


bekannt iſt, ſo iſt auch die Geſtalt des Theils der Curve 
PFQFRF ⁊c. = o im Unendlichen bekannt. In dem 
fplgenden Eapitel‘aber wollen wir diefe Erummlinigen Aſom⸗ 
ptoten beſonders betrachten, | 


6. 188. 


Wenn das zweyte Glied Q den.Kaktor ay—bx Hat, 
fo ift e8 dabeg entweder auch Durch (ay — bx)2 theilbar 
oder nicht. Es ſey zuvoͤrderſt nicht durch (ay — bx) 2 theil⸗ 
bar, Hier nehme man die Funktion von feiner Dimenſion 

Q: Yb 
Gr bejarfb mr fo dag diefelbe, wenn man — „m 


feßt, die beſtaͤndige Größe A gebe; wo om 
—J + Alay—bx)(ax} by) + f — = tm, =o 


R - 
M ‚ wenn man zZ = 7 bſetzt, ent⸗ 


weder B(ay — bx) oder B(ax by), je nachdem Keent⸗ 
weder durch ay — bx theilbar iſt oder nicht 3 Dagegen iſt 


ſeyn wird. Her if nun 


8 N 
m eine beftändige Größe C. Wenn man daher diefe Glei⸗ 


dung in eine andere zwifchen den Eonrdinaten t und u für | 
eine andere Age, fo wie vorbin verwandelt, fo ift entweder 


Atu 
u3+ — tt, — 0 0 ober 
BB, 
ken € U 
——— 1586 


Da noeh bloß * Fall Bisher sende, in welchem t== 00, | 
ſo 


— 
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fo: verſchwinden die letzten Glieder dieſer olcunten Es 
Ye alfo in dem erften Galle . u. 


welche Gleichung eine voppeite Afompiote, nemlich einmal 
n=0, und zweytens uu + — = o giebt, wovon jene 


eine € gerade Linie, Diefe Hingegen eine Parabel if. Auch 

in dem letzten Falle hat u, wenn t = 00 iſt, entweder 

einen endlichen Werth, ſo daß, weil da⸗ Endliche gegen 
Atu 


das unendliche verſchwindet, 7 F * = o, md um 


7 Z für die gerade Linie iſt. Oder es fan auch u einen . 
anendtien Werth Haben, und dann enheht wegen des 
Verſchwindens des letzten Gliedes u2 F —2* o für die. 


Parabel. Es ergiebt ſich daher in beyden gällen eine doppelte 
Aſymptote, woyon die eine eine gerade Linie und die ans - 


dere eine Parabel it, daher man diefe Fälle auch nicht: 


weiter von einander zu unterfcheiden nörhig hat, 


. 189. 


Nun ſey Q auch durch (a y — b x)2 theilbar, fo er⸗ 
hält man, je nachdem R dur) (ay — bx) theilbar odee 
sicht theilbar ift, durch eben die Operationen, die vov⸗ 
bin angeftellt wurden, zwifchen t und ‚u dieſe Gleichun⸗ 
gen: entweder 


Die 


- 
— 


no. 


- vr ur — — — 
3J 


Fe u — j j 


⸗ 
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Die erſte Gleichung iſt eine Gleichung fuͤr drey gerade ein⸗ 


ander parallele Linien, wenn alle drey Wurzeln derſelben reell 
find; odet fuͤr eine einzige, geradlinige Afymptote, wenn 
zwey von diefen Wurzen imaginär find. Dieraus entftehen- 


aber wieder verfbiedene Fälle, je nachdem von jenen drey 


parallelen Aſymptoten entweder zwey * ade Dr zuſam⸗ 
meafallen, Die legte Gleichung u3 „A — -t, 


aber kann für == 00 nut dann hatt Anden; wenn 


= ift, fo daß das Glied 7 gegen das erfte u3 vers 


ſchwindet, und alfo u3 J 0 wird, welches eine Glei⸗ 


ung für eine Franlingefmpstede dritten Ordnung if. 


Ä | $. 190, oo. 
Wenn ober Am o; B=0; C=o if: fo muß man 


J die; folgenden Glieder der- Gleichung PFQTR + S Fi 


io zu Hülfe nehmen, moburd mar die Gleichung 
2.4 * 
erhoͤtt. Iſt nun darin nicht D 0, fo verſchwinden alle 


D 
Glieder vom.deittenan, fo daß alfo u? T — iſt. Iſt aber 


E 
oa DS-o, fo wird ur rohr ieh und it auch E==o, ſo 


Husr en = 0, ꝛc. Alle diefe Gleichungen find Glei⸗ 
chungen für krumme Linien, welche für t =-00 mit der 


MoPFQFR —F p ⁊c. o ausgedruckten Curve zuſan⸗ 


menfallen. Da injeder u3, eine Poteſtaͤt mit einem ungeraden 
Erponenten, vorkommt ‚fo ſind ſte .alle reell, und. zeigen 
Sulers Einl. in d. Anal.d. Unendl. UB. 8° folge 


Pr 


— — 


/ J 
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| folglich” an, daß es ohne Ende fortlaufende Sorte 
| gebe, Es iſt indeß für diefe Faͤlle auch die durch die Glei⸗ 
chung u — 0 ausgedruckte gerade Linie Kine Aſymptote, 


| ‚weil fie die aſomptoie der Euroen u3 ar = 0; u3 J 


E 
Fricke Ur iſt. 


$. 191. 
Da’ alſo die Schenkel der Curven, die fich einer gerade 


. Tinigen Afomptote nähern, fo fehr von einander verfehieden . 


ſeyn koͤnnen, fo iſt es von Wichtigkeit ‚ diefe Verſchieden⸗ 
beit genauer zu betrachten; und dies wird gefchehen, wenn 
man die einfachfte krumme Linie zu beftimmen fucht, welche, 
auf eben diefelbe geradlinige Afymptote bezogen, mit der 
gegebenen Eurve Dee So erhellet, obgleich die 
u Bleichung u3 412 * — = = 0, wenn fie lauter 
reelle Wurzeln bat, dreh geradlinige einander. parallele 
Afymptoten anzeigt, [$ 189], doch noch nicht, ob die Schens 
kel der Curve im mendiichen hoperboliſch, das heißt, in 


der Gleichung u , oder ven einer andern At, 5 B. 


in der Gleichung a = E — oder um ©. , xx. enthalten find, | 
| um dieſes erkennen u man das Sunächf folgende Stich, 
nemlich er oder wenn dieſes fehlt, Fe ' oder wenn 

auch Befs mangelt, * nehmen. Wie mollen, um dies 
ſen Zenenſtand aligemein zu behandein, dad fofgende Glied 


a fa, wo denn aus der Natut der Gleichung Pr 
" J ar 


/ 
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QrRr+sri. er o,den Dimeifionen hat, erhrilet, 


daßk nicht größer feyn kann ar n— 3 * man nun die 


3 
Ion, (u—s) w—ß w 75, fo i (u — ) cu — #) 


Wurzeln der Gleichung u3 * z +2 —4 t5= = 0 diefe 


- K 
(u — -,) — 7 =0% Geener fen u — * eine Glei⸗ 
t 


* nee die Natur der einen afomptote auedruckt 
Pirat ren zus Und wenn mon 


— AM (a— NL 


t 52 09 fegt, fo Bd = 
ar ge 


=. 
\ 
.. $. 192 


Diefe Gleichung findet Ratt, wenn die Wurzel “ den 
beyden. übrigen Wirzem a und y ungleich ift, und in dies 


ſem Zalle wird ] = —— ⸗ — und Pu k; daher 


—— = * 


denn die Stzet usasdie ummiinig Yipmptote von 


— 
ander ungleich, fo giebt eine jede eine ſolche Afymptotes 
Wenn aber zwey Wurzeln einander gleich fi find, oder sa 
ift, fo fallen zwey afpmptoten tn eine sufommen, und «6 


it alsdann —— Lehel — 2 





K 
=, woraus J2 m m und 
apzuk wicd, Es wich * die Natur dieſer doppelten 
Aſhmptote durch die Gleichung (u--in)2 en! ante 


gedeuckt Sind endlich alle dreg Wurzeln — Zeich. 
r X dahher alle die Aſymptoten in eine. Kama 
Ra 


Sind baber alle Wurzeln ein⸗ 


re gywehets Buch. Eisen Enel 


wird die Natur dieſer Aſpmptote durch —*2* 
ü- * 3* euegedtucn. 


J 3 — 193. u a 
Denn das hodſte Glied der Gleichung P+ Q # RrS 
3 ic. = 0 vier einfache reelle Faktoren hat, fo läßt fi) Die 
Natur der ohne Ehde fortlaufenden Schenkel nebſt den 
Aſymptoten, ſowohl wenn die gedachten Faktoren alle 
dinander ungleich, als wenn · dieſelben paarweiſe gleich, 
oder auch, wenn davon drey einander gleich find, ans tem 
BVorhergehenden beurtheilen. Bloß der einzige Fall, wenn 
alle Wurzeln einander gleich ſind, bedarf einer weiteren‘, 
Betrachtung. Es fey daher P=(ay—bx)#M, fo 5 
eine Funktion von n — 4 Diimerfionen iſt. Setzt man nun 
in den Funktionen von feiner Dimenſion, ſo wie oben [$ 173] 


28 B um daraus beftündige Größen zu erhalten, und. 
nimmt man uͤberdem Deren He ff. 183). = 
Bi =, fo dag = Ylaa t bb} 
ART fb erhält man für die Mfpinptoien folgende Ben 
gechen den Eoordinaten eund Zuvdrderſt — Mn 
wenn fi 9 Q nicht Dusch ay—bx x heilen läßt... 





‚und um] 


. 
vo» “ “ — 
Ur " " Bi 


4. u “ . % ‘194. 


. Iſt hiernãcht N mer durcha x -be, aber wicht durch 


A 
—X pꝛ heilbar fo Hefommt man n+ 4 * +. — 


mo —S für u3=100., die Applicqte u —*—** 
eadliche adercaine unendliche Orohe jepn kann; und hierauf 
| - | eo 


Qi 


R 
x 
= 





— — — 
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ergiebt ſich cine doppelte Aſpmptote, nemlich eine ee 
finige u +5 md und eine erummiinige, u3.} — 
Was die‘ geradlinig betrifft, fo nehme on, um fie e 
nauer kennen zu lernen, daß folgende, Glied - X Dannfigpet 


gK 
mar u F er + — =.o, und dies iR die. Steigung 
für die Same, wovon der Theil, der zu der abſciſt 
== oo gehöft, mit der geſuchten Curve zuſammenfallt. 
J 98. 19%. | 
8. fep nunmehr Qdburch (ay— bx}2, aber nicht dur 


(ay — bx)3 theilhar. Hier muß man fehen, ob Rdurch 


ay — bx theilbar u oder nit. Im eriten Falle ergiebt 


fich die, Sleihüng ln 
Atu? Bro, Ct 
us} rd — == 0; 


tz e 3: 
im. fetten aber die, 


Atu2 Btre Ct: 
us + —— ser, Co 
g gg 8? 


Die erfte Gleichung giebt zwey andere Gleichungen, je 


u ih oder unendlich ift, und zerfällt daher IM 


Fri ggA 
dieſer bepden Steibungen kähet auf zwey gerade parallele 
Linien, wenn fie zwey reelle und ungleiche Wurzeln hat; 
wenn aber ihre Wurzeln imaginaͤr find, :fo ift Diet ein 


Kennzeichen, daß e8 feinen ohne Ende Terttaufenden Schen⸗ 


kel giebt: die andere Sleichung ua 4 * = 0 hingegen 


- sieht eine parabölfige Afdmptote, Was’ die Steigung 


83 us 


ur Sf 


% 


450 Beten Bu Schu Capieel, ; 


NZ ae — 0 bett, fo enthält dieſelbe, tell 


er 
FL gegen Er. ‚ wenn == 09 wird, verſchwinde— mwey 


BGleichungen von der Form uu * = 0, und es entftehen 


“Daher zwey parabolifche Afymptoten, wenn A2 größer als 
4B iſt, die aber in eine zufammenfallen, wenn A2 = 4B 


koied, und imaginaͤr werden, wenn A2 kleinert als ar ik, 
» An welchen ‚Sale alfo fein eine Ende fortlaufender Sam 


? el ſiatt findet. 


. 


$. 196. 


Iſt endlich Q durh (ay — bx)3 teilbar, fo erhält: 
man, je nachdem R und S durch ay— bx theilbar oder. 


nicht theilbat find, folgende Gleichungen: 
„Au3 „Bu2_ Cu. D 


—f+-- + — 1- oo 
tin 

HF Bu2 Cr . 2 ' 
4 — =D . 
r 5t 715 


Aus Bte J J 


5 var tr — ma “on. . “ 
8 8* 


Die erſte dieſer Gleichungen iſt eine Gleichung Hr vier ge⸗ 
rade einander parallele Linien, wenn alle ihre Wurzeln reell 
und einander ungleich find; find aber darunter gleiche, fo 
fallen zwey oder mehrere von diefen geraden Binien in eine 
zuſammen; und find imaginäre Wurzeln darunter, ſo 
‚ Heben diefrlben entmeder zwey von ihnen, oder alle auf. 
In der'zwegten Gleichung muß, wegen t= 00, die Ap⸗ 
plicate u vothwendis unendlich ſeyn, und dann geht fie in 


dieſe über us t; — ==0, welt eaufeine krummlinige Aſom⸗ 
| ptote 


ln wis,  Sunn .o 


.- ze 
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pfote von der vierten Ordnung führt, Aus der dritten Ste 
Kung Fann fie den endlichen Werth haben u tz — 0; aufs 


ferdem ſteckt aber darin auch die Gleigung u fr: _ = o, 


welche eine krummlinige Afymptote von der dritten —* 
zu erkennen giebt. Endlich verwandelt ſich die vierte Glei⸗ 
chung, da um oO wird, wenn t = 00 ift, inusr 
— = o. Diefe Gleichung iſt unmoͤglich, wenn B eine po⸗ 
ſitive Groͤße iſt; iſt aber B eine negative Groͤße, fo zeigt.fie 
zwey einander am Scheitel entgegenftehende Parabeln an 
die, ins Unendliche fontgeführt,mit der Curve zuſammenfalle. 


5. 197. 

Hieraus erhellet ſchon, wie man weiter fortgehen kanm 
wenn noch mehr einfache Faktoren des hoͤchſten Gliedes Pi 
. einander gleich find. Denn was die ungleihen Saftoren des 
trifft, fo kann ein jeder von ihnen befonders betrachtet, und 
fo die aus Ihm entipringende Aſymptote beftimmt werden. 
Wenn aber zwey Faktoren einander gleich find, fo fehrt der 
178ſte und die folgenden $$ die Natur der Curve finden. Zu 
eben diefer Abſicht dienen, wenn drey Faktoren einander 
- gleich find, $185 und die folgenden. Den Fall endlich, wo 
vier Faktoren einander gleich find, haben wir fo eben: es 
trachtet, und auf ähnliche Art Fanır, wenn mehrere gleiche 
Faktoren vorkommen, gehandelt werden. Uebrigens erhellet 
hieraus die große Mannigfaltigfeit und Berfchiedenheit uns 
ter den krummen Linien, fetöht mehn man bloß auf die. ohne 
Ende forttaufende Schenkel fieht; denn die Bes sfchiedenheit, - 
die ftatt findet, wenn die Curven in dem endlichen Raume 
betrachtet werden, haben wir noch. gar nicht. berährt.. 


84 . —2* 





— 
* 


.e* 
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/ . 198. I 


Wir haben in dem orhergehenden Capitel mehrere 
Arten von Aſhmptoten kennen gelernt, denn wit haben ge⸗ 
funden, daß es außer der geraden Linie noch eine Menge 
Frummliniger Afymptoten giebt, die in der Gleichung | 


. w®= Gr enthalten find. Selbſt die gerade Linie führte. 
auf andere krummlinige Afpmptoten, welchen-fich die Curve 


mehr näherte, als der geraden Linie. Ja fo oft gefunden. 
wird, daf eine gerade Linie die Aſpmptote einer Curve ift, 
fo ofd laͤßt ſich auch eine krumme Linte-angeben, welche eben 


: Die gerade Linie zur Aſymptote hat, und melche zugleich eine 


Aſymptote der gegebenen Eurve iſt. Dergleichen krumm⸗ 
linige Aſymptoten drucken aber die Natur der Curve, wo⸗ 
von ſie Aſymptoten ſind, weit genauer aus; denn ſie zeigen 
zugleich Die Anzahl der Schenkel, welche ſich der geraden 


‚ Linie immer mehr nähern, fo wie auch die Gegend und 


Seite an, wo folches gefchieht, eb oben oder unten, ob 


Ä vorwaͤrte oder ruͤckwaͤrts ? 


$. 199. 
Am bequemften ordnet man diefe fo feht von einander 


verſchiedene Aſymptoten, wenn man der Quelle folgt, aus 


welcher ihre Kenntniß aefchöpft worden.ift. Man erhält 
nemlich einige von ihnen aus den einzeln einander unglei⸗ 
chen 


— 
x 
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chen Faktoren des hoͤchſten Gliedes; andere hingegen aus 


je zwey gleichen, noch andere aus drey, noch andere aus 


vier einander gleihen Kaktoren eben dieſes Gliedes. Es | 
ſey alfo eine Gleichung von der Ordnung n zmwifchen den 
Coordinaten x und y gegeben, und dieſe Gleichung fey 


"PFQOFRFSFTIn=o. Kerner ſey P das hoͤchſte Glied, 


welches alfo alle Btieder der Gleichung von n Dimenfionen, 
Q das zweyte Glied, welches daher alle Glieder der Glei⸗ 
chung von — ı Dimenſionen in ſich begreift, und auf 


eine ähnliche Art fer, R das dritte, S das vierte Glied, ıc. 
, 2 


| j $. 200. 

Men ſey ay— bx ein einfacher Faktor von P, und zus 
gleich der einzige, den P von diefer Urt Hat. Sekt man 
alſo P= (ay— bx)M, fo wird M eine homogene Funk⸗ 
tion von n — ı Dimenſionen, die nicht durch ay—bx 


theilbar ift. Kerner fey, Fig. 35, AZ eine Are, ihre Abe 


ſciſſe AP=x, und die Applicate PM ==y. : Damit man 
den Faktor ay — bx genau auszudrucken im Stande feyn - 
möge „fo nehme man noch eine andere Age AX an, welde 
die vochergehende in dem Anfangspunfte der Abfcifien A - 
ſchneide, und mit ihr einen Winkel XAZ made, Dee 
Tangente”, und folglich fein Sinus = 75 mt . 


tie fein Sofinus = * ſey. In dieſer Are nehme 


X (aaf bb) 35 


man die Abſciſſe AQ = t, und die Applicate QM mu; 


fo wird, wenn man Pg und Pf den neuen Coordinaten u 


PT bx abe 
und t parallel zieht, Pg == ik eesl, Ag — 


ax 


L 


— 


Yarıın' Mn ann = = 
u N by 











| gehagte Subfitution - 


: plicae u nunmehr ein Faktor des bochſten Gliedes p. 
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| br, und fol licht A 48* 
“ Yıaatrbb)’ 3 7 st 57 "Ylaarbb) 


—bx. 
und um Mi On on: — Es if alſo Die Ape 


® 


. J = "208. , 
na nähe: * at — bu 
| Umgelehet Ry = 7.465) JJ 


| Bringt man diefe Werthe in die Gleichung PrarRrr 


2x. o, fo erhält man eine andere Gleichung für eben 


dieſelbe Curve, wobey AX die Axe, und e und u die Coor⸗ | 


Dinaten find. Um aber die Weitlaͤuftigkeit bey den Coeffis 


_ elenten zu vermeiden, mögen die Buchſtaben =, 4, yı 9, 2. 


ihre Stelfe vertreten. Auf diefe Art erhält men n durch die 


| — 4ine r + ata=2u * wta-3u2 * ⁊c. 
on Q— Btn-1 F Htn-2u Atn- 3u2 + %. 


LO Ra yta-z + yın-3u Fr ytl-au2 73% 


0 = Jen-3 .ta- 4u + Jen-su2 + %, 
ra T =: ıtır4 Bi stn-fu rs stardus + ꝛc. 


4 . 
a 7 


ö Weil m man aber, um die Afymptote zu finden, die are € 


— 


unendlich groß annehmen muß, ſo verſchwinden in jedem 


dieſer Glieder die folgenden Theile gegen den erſten. Wenn 
allg. der erſte Theil da iſt, ſo koͤnnen die uͤbrigen aus der 
Acht gelaſſen werden. Fehlt der erſte, ſo nimmt man den 


gzweyten, und fehlen der erſte und der zweyte, fo, faͤngt 
--man von dem dritten an, u. ſ. w. | 


. ss. 202, . 
Da udie Funftion M nicht theilt, fo Tann der erfte an 


voRM nicht fehlen, und es wird alſe à tn- xu * Atau-1 
die 


Hieraus ergiebt. ſich faͤr m-eia endlicher Werth, den wie 


e e e fegen wollen; d. h. eine gerade Linie, die mit der AX 


Geht das * fo nehme man das dritte ‚wo Denn . 


parallel läuft, und von ihr altenthalben um o entfernt iſt, 
iſt die Aſymptote. Um nun; die krummlinige Aſymptote, 
welche ſich der gegebenen Curve ſtaͤrker nähert, zu finden, 


Bor dem Aſcriytoten. 15 


— 


fege man allenthalben, außer im erſten Gliede, anſtatt 


u, c. Hierdurch erhaͤlt man die Gleichung * 


atn-Iu Atn-2 p wr2 (ser pc tt 
tn-3(403 7 Bc2T veidtuma 
Dder, weileuta—=u—c il, un 
(a— c)taa Fen2(ec2 F$c} Yy) 4 103 (003 * 
Bc2 FreFHdre=a 


"a-9+I= 
@ — c) 47 A * o 
seht auch das deitte, fo. —*— man durch das olerie 
G-)7 ISo w 
Fehlen ale bie auf das letzte beſtaͤndige Ci, er würde, 


A. 
(we) taz 


J | und fehlte auch diefes nebft allen übrigen, fo. wäre die ganze 


Gleichung durch u—c theilbar, und dann wäre alfo die 


gerade Linieu — c== a feloft ein Theil der Curve. 
. nee 


a” 


nn | 4. 203. \ . — 
Set man u—c=3,'d. h. nimmt mandie Abſeiſſen auf 


| Ä der gerablinigen Agmptote ſelbſt, ſo ſind alle krummlinigen 
| a uſom⸗ 


Wenn alſo das zweyte Glied nicht fehlt, ſo koͤnnen alle fol⸗ 
genden aus der Acht selon werden, und dann iſt | 


156 | Zweytts Buch. Atheine Capuel F 
| Wpmptoten, welche der einzige Saftor des hoͤchſten Gliedes 
Pan die Hand giebt, in der allgemeinen Gleichung 2== = 


enthaften,, worin k jede danze Zahl, die Feiner als n iſt, 

bedeutet: Jetzt wollen wir unterſuchen, wie dieſe krumm⸗ 
Anigen Aſymptoten beſchaffen and, wenn die Abfciffe t= 00 
wird. Es ſey alfo, Fig. 36, XY, die geradlinige Afymptote, 
die Are, und A der Anfangspunft der Adfeiffen. Zieht man 
die Linie CD, fo srupeden vier Gegenden, die wir mit den 
Buchſtaben P, Q RL R und. S bezeichnen wollen. Nun ſey | 


. zuvoͤrderſt ⸗ = r_ Do bey dieſer Vorausſetzuns z allezeit | 


negatio Wird, wenn man t negativ nimmt: bo hat in die⸗ 
ſem Safle die Curve zwey Schenkel EX und FY,-welde 
ſich in den entgegenſtehenden Gegegenden P.und S der ges 
raden Linie XY immer mehr und mehr nähern; und ' 
‚eben.diefes wird ſtatt finden, fo lange-ik-Iögend eine unge⸗ 
rade Zahl bedeutet. ft aber Kt 2, oder irgend eine ans 
dere gerade Zahl, fo bleibt z, man mag t pofitiv oder nes 
gativ nehmen, beſtaͤndig poſitiv, und es hat alsdann die 
Curve zwey Schenkel EX und FY, Big 37, die mit der 
. geraden Pinie XY in den Gegenden P und Q convergieen, 
Se größer aber k angenommen wird, defto ftaͤrker donver⸗ 
giren EX und FY mit XY. | 


$. 204. 
| Nun ‘habe das hoͤchſte Glied p zwey einander gleiche 
Faktoren ay — bx. Veraͤndert man hier eben ſo wie 
vorhin die Are, ſo wird 
P= Tr. «ta-2u2 } Eta-303 Fi 
Qa= atn- ⁊ Ata-2u Atn- 312 + 4tn-4u3 Pec. 
=. yell-a ta-2u + years? vta⸗ u⸗ Pic. 
s= dta⸗a ta⸗au p dta-su2 Ituu3 rt 
i J x. Hier⸗ 


Ex 


[2 
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J 


. Steraus entſpringen, je nachdem der erſte Theil des Bier. 


Des Q da iſt oder fehlt, die bepden Steigungen, 
J. 
—R + Atæ-1 wo. 
| oder 6 
au2 At 0 
IT. WB 
wtn-2u2 Atn-2u Fyms mo ' 
| oder I 
| .u2 TAury=o 
Findet alſo die erſte Gleichung 42u2 7 pt = oflatt, fo 
wird die Afymptote eine Parabel, mit deren benden Schens 


keln die beyden Schenkel der Curve im Unendlichen zuſam⸗ 


“nn. 7 - 


merfallen. Die Curve bat daher, Fig. 38., in den beyden 


Geagenden P undR Scenfel, die mit der Parabel EAF 
endlich ufamnienfommen, | 


nn ro 


Ergiebt ſich aber die andere Gleichung “uursuf 


y= o, fo muß man unterfuchen, ob fie zwey teele Murs 


| . zein hat, oder nicht, HM das legtere, fo erfennt man dar⸗ 


an, daß die Curve gar feine ohne Ende vrtlqufende 
Schenkel hat, Eind.aber beyde Wurzeln well und einans 


! der ungleich, alfo einmal u =.c, und zwotens u ſo 
bat die Curve zweo geradlinige, einande Parallele Aſym⸗ 


ptoten. Wie eine jede davon beſchafen ſey? ſolc es wird 


auf eben die Art, wie Borhin; pterfucht.  Segt man 


nemlich, dasuufsury=.,U c) (u—d) if, 
allenthalben, nur in dem Fafvr u—c nit, um=c: 
fo erhält man (e d)yn- w— ce) TI (ac3 } 
#c2 * yc} °) + ım-ägec4 T 303 ye +°ct) 
Te=o In nun da / iweſte Plled nicht * o0, fo ver⸗ 

| ſowinden 


N . 
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| ſchwinden ‚die übrigen Sieber, wenp: man t t 00 > Net, 
und es wird alfo die Aſymptote | . | 


! 
IR) 


@- — c) * F 20 
„delt das zweyte Giied, ſo wird ſie 
| w-arz=mom 


Fehlen alle bis auf pas legte Beßändihe Glied, fo erbät 

man dafür | . un | 
w—-oF * —0 | 

Die Schalten diefer Eurden aber, für den dell, wenn 

t = 09, haben wir bereits vorhin [4. 23.] insgefammt 

beldeihen. 


| | .. $. 206. | 
Wenn aber die beyden Wurzeln der Gleithung, un # 
su ry = o, einander gleich, oder “un Fautym 
(n —..c)2 ift, fo erhält man, weilu == c ift, durch diefe 
 Subfstution die Gleichung: ra-2 (u — )2 p tn-3 (ac3 
+3c2 1 ve}? } in-4 (cA PBCcB } ye2 Tec) 
Fıc.=0. Hieraus ergeben fich, je nachdem, das erſte Gliie 
ausgenommer , dag zweyte, oder bey der Abmwefenheit de& 
erſten dad drite, oder bey dem Fehlen des zweyten und ! 


dritten das vierb nicht je, folgende Steigungen für die \ 
Afpmptoten. j 


| — ‚4 

E —X Zee nn | 
Sebirer on 1 

oe y\ 
une | F 


y.N 
\ 
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A 
 u—o:2 1; = 


wenn außer dem legten beftändigen Gliede alle übrige Glie⸗ 
der fehlen. Wenn aber auch das letzte Glied verſchwaͤnde, 

ſo wuͤrde (u — ce == o werden, und folglich die gerade 
Linie ein Theil der Curve, und die einie felbft eine complere 
Linie ſeyn. 


\ 207. 

Ob gleich auf dieſe Art alle Fälle hecihet zu ſeyn ſcheinen, 
welche bey zwey gleichen Faktoren ſtatt inden, ſo kann Doch die 
letzte Gleichung noch andere Formen annehmen, und daraus 
faolgen denn auch noch andere Aſymptoten. Dies findet ſtatt, | 
wæenn der Faktor der Poteftät en-3 Durch u— c theilbar ift, 
Denn behält man alddann darin, fo wie im erften Gliede, 
u—c bey, und fügt außerdem das zunächft folgende das 
vente Glied dazu, fo ergeben fich folgende Gleichungen. 


B 
| ana: T = w 
Aue 


— 2 — 360 


. 
Wenn aber das zweyte Glied gänzlich fehlet oder durch 
(u — c)2 theilbar if, fo betrachte man das dritte Glied; 
und wenn daffelbe durd u — c theilbar ift, fo laffe mar 
darin u — c, und füge überdem das zunaͤchſt folgende 
Glied hinzu. Dadurch entſtehen folgende Gleichungen: 


6 J— ame 
a- Da rue —— 


—RO 


ni⸗ 
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bis zu 
füu—c) * B 





Wenn auch das dritte Glied fehlt, und das biete durch 
- a—e theilhar iſt, oder wenn auch dieſes fehlt, das fünfte, ıc. 
fo entftebt für die mi Afymptote die Gleichung. . 
| a: +3 =o 
Ta 
worin der Erponent p alcme kleiner iſt al q, und q kleiner 


als n=1I 

$. 208- . v. 
Setzt man u—c=z, fo find alle diefe Gleichungen in 
. der Form: | 

Az 
22 — — — = 0 
enthalten. Ben der Entreictang diefer Formel aber ſind 
drey Fälle zu betrachten; der erſte, wenn q groͤßer als 
2p, der andere, wenn g = 2p, und der dritte, wenn gq 
kleiner als ap ift. 
Im erften Falle, wenn q größer m als 2B, enthält J 

jene Gleichung dieſe beyden: : 

A B 

23——- =o; md Ar, =o - 

tp tacp 

denn eine jede dleſer Gleichungen thut ihr, wem t = 00 


genommen wird, ein Genüge. Setzt man nemlih. 2 = 
fo. verwandelt fich jene Gleichung in | 


Aꝛ A2 B B 
t2p t2P r ed ber er: t972p 


und dies iſt rarig, weil q größer als. 20 iſt. Es iR at aber | 





. 
U Wem 
eo « x . . 1 
’ 7 


® u 4 


VDon den Afymptste.  — z6r 
® hingegen 2 = —- iſt, fü Hält man 
enn hingegen 2 = | ‚pe Ä 
BB BB BR 
Ken tea BB no 


und Nies ift wahr, weil das erfte Glied verſchwindet, wenn 
t= 00 wird. In dieſein Kalle hat man alfo über einer 
und derielben geradlinigen Aſymptote zwey Frummlinige, 
and alfo vier ohne Ende fortlaufende Schenkel. 

Du zweyte Kall, wenn gez zp:ift, giebt'bie Steigung 


mt. 2. 
tip " t2p — u 


bie entweber imaginaͤr it, wenn AA tieinet iſt als 4B, 
und dann giebt es feine Alymptotes oder auf zwey ähnliche 


Afymptoten z= — führt, wenn AA größer als aB iſt. 


Im dritten Kalle ‚wenn q Meiner ale /p {ft, verſchwin⸗ 
det das mittlere Glied allemal, tvenn man Bon t 
nimmt, und man erhält alfo die Gleichung 


= 


'B 
\ 22* 320 


für eine Mfomptote. Die Beihafenheit der vorheriges 
henden Aſymptoten haben wir bereits auseinander geſetzt, 
und wir twollen daher nun die Afymptöten,, die in der Form 


4. 209 
Wenn alfo die Are auf der gefadlinigen Ahymotote 
u Se ſelbſt genommen, und die Applicate u — 2 ge⸗ 
ſetzt wird, ſo ſind jene krummlinigen Aſymptoten Ina 
ſammt in.der Gleichung 


— a2 u 


ulers Linl in d. Anaid. Unendi mß. Ei 


[4 


- 


‘ 
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‚ enthalten, wo k eine ganze Zahl bedeutet, die Pleiner als 
n—riÄf. Mit den ohne Ende fortlaufenden Schenfeln 


diefer Curven aber verhält es ſich auf folgende Art, Wenn 


'k=ı,Vdezı= iR, ſo bat die Curve, weil t nicht 


negativ werden kann, zwey Schenfel EX und FX, Fig. 39, . 


die auf den Seiten P und R ohne Ende fortlauien; und 
eben dieſes findet ſtatt, wenn k irgend eine ungerade Zahl 
iſt. Bedeutet hingegen k eine gerade Zahl, Wr B. 2, fo 


daß 22* wird, fo muß mar vor allen Dingen unters 


fügen, od C negativ ober pofitio if. Im erften Falle kann 
die Gleichung nicht reell ſeyn, und die Eurve bat alfo alte 


‚denn feinen ohne Ende fortlaufenden Schenkel. Im ans 


dern Kalle Hat die Curve vier unendlicht Schenkel, .die 


| mit der Aſymptote XV, Fig. 40, zuſammenlaufen, nemlich 
EX, FX, 6Y'und HY auf den Seiten P, Q, Rund. S. 


N 


$. 2m. 


Angenommen, daß das höchite Glied der Gleichung P 
drey gleiche Faktoren habe, und daß Die Gleichung auf die 
Coordinaten t und u gebracht worden, und a jener dreyfache 
Saftor von P ſey; fo iſt 

Pa Fata-3u3 Fatn-4u4 rc 
Qz=gtn-I }stn-2uf 6tR-3u2 Fetn-4u3 +ern-sustıe, 
R=ytn2 Fytn-3urgenm4us Fre Sud pyeansusrre, 
s= de 3 F den 4u Fden-Fu2 Fın-Gu3 rdta 7u4 Fic, 

.2C 
‚Hieraus ergeben fi nad) den verſchiedenen Beſchaffenhei⸗ 


ten der Glieder Q und R folgende Gleicungen: 
L u 


ata-3u3 HAI ma 


— 
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AM... 
ar2-3u3 + Sta-2u d ytı-2 = 0 
III. 
utn-3u3 + Atn-3u2 Fytr-2 0 
| Ä IV. 
| wer 303% atu-3u2 f yt2-3u f $en-3 =u 


\ 


FS. au. 


Die erſte Gleichung laßt ſich in «u3 + pt2=oder 
wandeln, ımd es iſt daher diefe Aſymptote eine Linie der 
dritten Ordnung, deren Geſtalt die 41ſte Figur zeigt, wenn 
die Abfchffen.-£ auf det Are XY von dem Punkte A an ges 
nommen werden. Sie hat nemlich zwey ohne Ende forte 
laufende Schenfel E und F auf den Seiten P und Q. 

- Die zweyte Olsichung giebt 413 + Atu Fre u 
Aus diefer Gleichung ann u; wenn man t=='00 ſetzt, 
einen doppelten Werth ,. einen endlichen oder einen unends 
lien, bekommen, und es läßt ſich dieſelbe daher in diefe 
beyde Gleihungen, Bu +y == 0, und auu Fet=o 


auflöfen. Die teste Gleichung ift, wie wir ober‘ gefehen 


Haben, die Sleichung für die Parabel, und es hat dems 
nach die Curve zwey ohne Ende fortlaufende einer Parabel - 
fi nähembe. Schenkel. Die erfte Gleihung hingegen gebe 
u — eo, welches die Gleichung für die geradlinige 
Afomptote ift, deren Ntatur gefunden wird, wenn man allent⸗ 
halben, außer in surym=u—c, e ſtatt u ſetzt. A 


wird alfo.: 


ta⸗2 wo +en-3 (ac3 + 8c3 Fre 4 Dream 
(“ca tpr3 Fyc2rich)rio=mau 
und daraus nieht, wie $. 205, daß eniweder 


(u at me oder (u 6) F me 


0 % nn 
f ‘ ® 0» ⸗ 
Tr db, | \ 822 . s ſeyn 


— 
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ſeyn wird, und die legt Sleigung, melde de entfehen 
kann, iſt | 


A 
(u—c) 157 =o 


In dieſem Zalle bat alſo die Curve eine doppelte Aſymptote, 
die eine iſt von der hier beſchtiedenen Art, und die andere 
eine Parabel — 


4. ‚212. 


Die dritie Gleichung «u3 Fau2 Fyi=so > kann nicht 
Veftehen, wenn man t =: CO annimmt, wofern nicht: zw 
Wei u ma 00 iſt. Es verſchwindet daher das Glied su2 
zgegen au?, und man erhält dieſe Gleichung der deitten 
- Drdnung, 2u3 + rt==o, für die Afomptote, die alfo auf 
u den Senden entgegengefegten Seiten P und S, Fig. 42, zwey 
ne Giide fortlaufende Schenkel AE und-A F hat. . 

Die vierte Gleichung »u3 F u2 F.yu Fr giebt ents 
weder eine oder drey geradlinige, einander parallele, Aſom⸗ 
ptoten, wofern nicht zwey oder auch alle unter ſich gleich 
find. Um die Natur derfelben zu erforfchen, ſey zuporderg 
u eine Wurzel der Gleichung, und von den übeigen 
Zeine ihr ähnlich, und zugleich 
> #u3t+au2 Fyurlim a —t)(fu2 —* h) 
Setht man hier allenthalden, den Factor u — © ausgenom⸗ 
‘men, uzizc, fo erhält man eine Gleichung von der Form 
taura (u — c) r̃ᷣ At4 Bent ct mo 

und weher ergiebt ſich eine Yfymptote von der Sam u— ce 


* wo k eine Zahl bebeute, die Eleiner als n--2 iſt. 
. 4. 213. 

Wenn bie. Gitiching 403 ruf alle, ⸗ imep 

Mae Wurzeln hat, f deß 


au3 


J 


I) 
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au} Tau2 tyurt= (u — e)⸗ (fu tg) 

if: fo gelangt man, wenn man, die Glieder ausgenom⸗ 
inen, worin u—c ein Faktor it, um c fegt, zu folgen 
ber Gleichung 


(u — e)⸗ * Ze +: — 


wo q Fleiner ale n—2, und p Heiner ale q ift ; allein die 
{en Fall haben wir bereits vorhin $.207.f. betrachtet. Es 


iſt alſo nur der noch uͤbrig, wenn die Gleichung, 4u2 + 


su2 zur do=o, deep reelle Wurzeln, nemlich (u—c)} 
hat, und man folgende Gleichung erhält: 

(u—c)3tn-3 + Pra-4 + Qruu-s + Rın-s + eo _ 
Iſt P nicht durch u — c theilbar, fo fee man ume, we 


denn | 
. A ‘ y 
(u—c)3 *7 u.‘ , 
t ⸗ 


wird, Enthält hingegen P den Faktor u— c elime, ſo 
ſetze man allenthalben, außer in dieſem Faktor, u=c, 
wodurch ſich eine Gleichung von dieſer Form u 


Au 
war tl-9Htn. 


ergeben wird, wo q kleiner als 3 — 2 iſt, und - * — dab 
Glied bedeutet; welches zunaͤchſt auf Das zweyte etat, und 


‚ nicht verſchwindet, wenn man uz=c fest. Wenn P durch 


(u — c)2 theilbar ift, Q aber den Saftor v— e nicht bat, 


ſo befommt man eine Gleichung von der Form , 


Alu—ci2 BE 
V—c 3 — — — — 2 0. \ 
( 3 tr — t5 


Wenn aber das zweyte Glied durch (u — c)3 getheilt wer⸗ 
den kann, fo muß man die zu einem Gliede fortgehen, 


vwelches nicht durch (u — c)3 theildar iſt; und hat daſſelhe 
g 3, den 
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ſeyn wird, und die lette Gleichung, melde de entfehen 
Tann, Mer. 


(u—c) 757 =o0 


In dieſem Zalle bat affo die Curve eine doppelte Aſhmptote, 
die eine iſt von der hier beſchtiebenen Art, ‚und die andere 
eine Parabel 


4. ‚219. 


Die dritie Gleichung 4u3 PAus PISo > kann nicht 
biftehen, ivenn man t == 00 annimmt, wefern nicht: zu 
gleich u = 00 iſt. Es verſchwindet daher das Glied sus 
vegen “u3, und man erhaͤlt dieſe Gleichung der dritten 
DOrdnusg, su3 +yt==o, für die Aſymptote, die alſo auf 
den behden entgegengeſetzten Seiten P und 8, Fig. 42, zwey 
öbne Cade fortlaufende Schenkel AE.und-A F het. .. 

Die vierte Gleichung »u3 FAu2 F.yu Fe giebt ent 
weder eine oder drey geradlinige, einander parallele, Aſpym⸗ 
sten, wofern nicht zwey odee auch alle unter ſich gleich 
Mind, Um die Natur derfelben zu erforfchen, ſey supdrderf 
u eine Wurzel der Gleihung, und von. den übrigen 
keine ihr ähnlich, und zugleich | 

" au3Fsu3 Fyurl a —t)(fu2 get h) 
"&egt man Hier allenthatden, den Factor u — e ausgenom⸗ 
'men, use, fd erhält man eine Öleihung don der Form 

tur s (u — co) FAt-4 Ben! Crane T x. 2.0 


und weder ergiebt fich eine Aſymptote von der Form u— © - 
* 1 k eine Zahl hebeutet, die Eleiner als n—2 iſt. 


-_ j 4. 213. 
| Wenn bie. Gleiching “u3 7 402 ru— Ye} zwey 
an Wurzeln hat, fo daß 


a u 3 


\ 


Von den Aſpmptoten. u 165 


. uu3 TAu2 kyutt= (um) (fu tg) 
iR: fo gelangt man, wenn man, die lieder ausgenom⸗ 
men, worin u—c ein &aftor if, == c fegt, zu folgene 


der Gleichung | | 
Alu—c) _ B Br 
(u e)* rei Der 6 

wo q Fleiner aldn— 2, and p Heiner als q iſt; allein die 


fen Fall haben wir bereits vorhin $.207.f. betrachtet. Es 


ift alfo nur der noch übrig, wenn die Bleichung, «u3 * 
Su2 yurtoeo, drep reelle Wurzeln, nemlich (u—c)3 
hat, und man folgende Gleichung erhält: 

(u—c)3t0-3 $ Pra-4+ + Quu-s + Ren-6 + EL _ 
AIſt P nicht durch u—c theilbar, fo ſete Manumec, we 


denn 
Y 


R 

wc) t- - mo 
wird, Enthält hingegen P den Kaftor u— c einmal, fo 
fege man allenthalben, außer in diefem Zaktor, u= ec, 


wodurch ſich eine Sauna u ” die er Form 


we 4 942 


ergeben wird, mo q kleiner als — — 2 iſt, und - — = dab 
Glied bedeutet; welches zunoͤchſt auf das zweyte fie, und 


nicht verfibwindet, wenn mun uz=c fegt. Wenn, P dur 


(u — c)2 theilbar ift, Q aber den Faktor v— e nicht bei, 


ſo befommt man eine Gleichung von der Form , 


DE E22. 507 h \ 
Wenn aber das zweyte Glied durch (u — c)3 gerheilt wer⸗ 
den kann, fo muß man die zu einem Gliede fortachen, 


 weldet nicht durch (u — e)3 theilbar iſt; und hat daſſelhe 
g 3, . | den 


‘ 


. . 
[ 
⸗ 
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den Faktor (u— c), fü muß man. noch weiter fortgehen, 


DIE man zu einem dur u — E nicht theilbaren Gliede ges 


kommen iſt. Läßt ſich aber jenes Glied durch (u — c)2 


&heilen, fo geht man bis zu einem folden Gliede fort, wel⸗ 
cbes entweder Durch u — c nicht getheilt werden fann, oder 
Diefe Größe zum Faktor hat. Im erften Kalle endigt man 
die Gleichung; im legten Falle aber geht man ‚weiter, bit 
man zu einem durch u — c nicht theilbaren Gliede gelangt 


HM Auf dieſe Art erhält man allemal eine Gleichung, die 


unter diefe allgemeine Form gehört: 
Alu:— c)2 _ B(u—e) ® 
w—o3 NE nz Zr 
wo r Eleiner Aalen — 2; q kleiner aldr, und p kleiner als 


aiſt. 
$. 214. 
in diefer Gleichung‘ ſtecken entweder drey Gleichungen 


K . 
von der Form (u—c) = > oder eine von eben diefee 


Form, und (u — c)2 = 5; oder die einzige a9: — 5 


3 Dies letzte findet ſtatt, wenn 3p größer als r, und 3q 


groͤßer als arift. Dann kann es ſich aud) ereignen, daß 


bdeyde Gleichungen unmoͤglich werden, und alſo dadurch 


die Abweſenheit der Aſymptoten anzeigen. Uebrigens ha⸗ 


ben wir die Geſtalten dieſer Aſymptoten bis auf die 
letzte, welche durch die Sleichuns (u — e)2 = ausge⸗ 


druckt wird, bereits beſchrieden. Was aber Dice Geis 
chung betrifft, fo führt dieſelbe, wenn k eine ungerade Zahl 
it, auf Linien, wie Big. 36, abgebildet find, mo zwey 

| Schen⸗ 


1 


a 
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Schenkel EX und FY auf den entgegengefepten Seiten P 
und S ohne Ende fortlaufen. Wenn hingegen k eine geras 
de Zahl ift, fo entſteht die z7ſte Figur, wo die beyden 
Sthenkel EX und FY auf eben der Seite der 'geradlinigen 
Aſymptote XY, oder auf bei Seiten P und Q ohne Ente 
fortgehen. 


vw 


— 


215. 

Da ſich hieraus die Art und Weiſe, die Aſhmptoten + zu 
erforſchen, wenn das hoͤchſte Glied der Gleichung vier oder 
mehr einfache gleiche Faktoren hat, leicht erkennen laͤßt: 
fo verteite ich dabey nicht, ſondern beſchließe dieſes Capi⸗ 
tel mit der Anwendung der gegebenen Regeln. auf einen bes 
fondern Fall. 


Exempel. 
Es ſey alfo eine krumme Linie gegeben, Die durch die 
Gleichung: | 
yaaxy—-)— syyyia)tfı=o , 
deren höchftes Blikd y3xx (y— x) den einfachen Saftor 
y— x, den quadealifchen Sektor xx, und den m cubiſchen 
..y3 enthält, ausgedruckt wird, 


Zuvdrderft wollen mir den einfachen Faktor y—x be 
trachten. Da man Daher, wenn man y = x feht, 
7 — Xx — = — © 
erhäft, fe wird, wegen x 00, 
y-xıs=o0 
und dies ift die Gleichung fuͤr eine geradlinige Aſymptote 
BAC, Fig. 43, die mit der Axe XY in dem Anfangepımfte der 
Adfciffen einen Winkel von 45° = BAY macht. Diele 
Linie nehme man für die Gleichung zur Age an; indem mun 
= 57 Ger 7 


/ 


“ < , . u‘ . 4 
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* \ 


fett, fo bekommt man die Gleichung 
J (u P t) — (tt — letr + ou) * 184 


oder, wenn man mit’ 4 multiplicitt, / 
tsu * tauu — 2t3uU3 —2ttus Ftus + ug 
= — 214 . | 4 aus | 
74 J 


Aus dieſer Gieichung findet man, wenn man t= © feßt; 
== 0, und e8 verſchwinden Daher alle uͤbrige Glieder au 
fee t5u — 21%, und man hat alfo für die Erymmlinige 
Afomptte 


van 


Wegen des Faktors x— y Hat daher die geſuchte Curve 
die beyden ohne Ende fortlaufenden Schenkel bB und cC. 


4. 216. 


Kun nehme man die beuden aleichen geftoren .:,% 
‚eehölt man, da —- 7 
xy (yy * x)—T 
Ä yon) - 
rn wenn man die gerade Linie AD auf die vorige XY, 
ſenkrecht ſtellt, wodurch y = tn und x == u wird, die 
Gleichung: 


RR 


o=.t4u2 — t3u3 
— tru — tu 
| OT. 
u Diefe Sieiden verwandelt ſich, wenn man t = X ſetzt, in 
taus — tꝛu PIS o 
und hieraus ergeben ſich folgende 
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U. 


I 1 
um; und. 
t t3 


Es führt alfo der Faktor x2 auf vier ohne Ende fortlaufens 
de Swenkel, nemlid dD und eE, wegen der Gleichung 


u = —, und °D und sE, welche auf eben den Seiten lies 


Ä T_ 
gen, wegen der Öleichung u = > 


7. 217% 
Fuͤr die drey gleichen Faktoren y3 wird XV ſelbſt zur 
Are angenommen, und dadurch t==x,undy=u Man 
bat alfo Hier die Gleichung 
eo=z—t3u3 Ftrtus — tm — tus Fi 
die, wenn man t == 00 feßt, 
- "t3uIopt3umo, oderuwurn=o 
giebt. Da die Sleihung un F ı = o unmöglich if, fo 
findet man hier die einzige Afpmptote u = o, die mit der 
Are XY zufammenfäht, und deren Natur duch die Gleis 
hung 


we 
I. 
um ı,0drum — 
t3 


ausgedruckt wird. Es führt alfo der dreyfache Faktor y3 
nur auf zwey ohne Made fortlaufende SchenfelyY und x X; 
Und uͤberhaupt wied daher die gefuchte Curve acht ohne 
Ende fortlaufende Schenfel Haben, von welchen aber hier 
nicht der Ort ift zu zeigen, wie fie in dem endlichen Raume 
unter einandet verbunden werden fönmen, - 


. a 
Aus dieſem und dem vorhergehenden Kapitel. laht ſich 


n J 2— 


5 — Schen⸗ 


y 


c f 
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Shentel ſehr deutlich erkennen. Denn einmal näheren ſich 


entweder dieſe Schenkel der Curven einer geraden Linie 


als ihrer Aſymptote, wie bey der Hyperbel, oder es fommt : 


Denfelben Feine geradlinige Aſymptote zu, wie bey der Pas 


rabel. Im erſten Falle werden. die Schenkel der Curven 
hyperboliſche, im andern paraboliſche genannt. Ferner 


becgreift jede dieſer Claſſen eine zaͤhlige Menge von Arten 


unter ſich. So werden z. B. die Arten der hyperboliſchen 
Schenkel durch folgende Gleichungen zwiſchen t und u, 1003 . 


| don t unendlich gefegt wird, ausgedruckt: 


A. A A A 
um. = Zumgi ar 
| A A A A 
u3 = 7 u⸗ urn zum Kr 
| Ä 
et;u re um; 
BEE 20 tt” 13° taꝰ ° 
Ä | ꝛe. 


Die Arten der paraboliſchen Schenkel hingegen werden 


durch folgende Gleichungen angezeigt: 


u2=ÄAt; u3cAt; us=ät; us At: 16 
u3 msAt2;u4 —At2; us =At2; us = At2;i. 
us At3; us =At3; us SAt2; u7 = Atdızıc 
| x. en 


Es giebt aber eine jede von diefen Gleichungen zum wenige 
ſten zwey ohne Ende fortlaufende Schenkel, wenn die Epa 


ponenten von t und u nicht beyde gerade Zahlen find; das 
gegen, wenn fowohl der Erponent von-t als der Erponent 
von u eine gerade Zahl ift, entweder gar fein ohne Ende 


- fortlaufender Schenkel, oder vier dergleichen ſtatt finden:- 


jenes, wenn die Sleichung ‚unmöglich, dieſes wenn ſte 
reell iſt. 





Meuntes 


w—- 


! 





Meuntes Eapitel. 


Von der Eintheilung der finien ber dritten Ord⸗ 
nung in Arten. 


4. 219. 


Man betrachtet mit Recht die Natur und die Menge der 
ohne Ende fortlaufenden Schenfel als ein wefentliches Uns 


‚ terfheidungs : Kennzeichen der krummen Linien, und gruͤn⸗ 
"det darauf am bequemften die tweitere Abtheilung der Li⸗ 


rien einer jeden Ordnung in ihre Arten. Auf diefen 
Grund läßt fih auch die Abtheilung der Linien der zweyten 
Drdnung in die Arten bayen, weiche wir oben [im Ans 
fange des fechfien Eopiteld] aus der Natur diefer Linien . 


ſelbſt abgeleitet haben. Denn ift die allgemeine Gleichung 


fuͤr die Linien der zweyten Ordnung 
er ——— 


gegeben, und unterſucht man das hoͤchſte Glied derſelben, 


4yy f AYXFXx, in der Ruͤckſicht, ob es einfache reelle 
Faktoren habe, oder nicht: ſo entdeckt man drey Faͤlle, in⸗ 
dem die Funktion ayy F Ayx Xxx entweder lauter 
imaginäre, oder lanter reelle, und in diefem alle entwes 
der ungleiche oder gleiche Faktoren enthalten kann. Im 


erſten Galle ergiebt fich die erfte Ark, oder die Ellipſe, im 


zweyten die BSyperbel, und im dritten die Parabel. 


8. 220, 


, 


J 


\ ° 
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— 4. 220. — 
Es hat alſo in dem Falle, wenn die Faktoren des hoͤch⸗ 
ſten Gliedes reell und einander nicht gleich ſind, die Curve 


zwey geradlinige Aſymptoten. Um die Natur derſelben 


kennen zu lernen, ſetze man 
Teyxtyıx= (ay — by) (er — dx) 
| | fo 
Gay —bn ey —dn) iytmhto 
In Nan betrachte man zuvdrdern den Faktor ay — bx, 





der im Unendlichen „= x > — 765. 173) giebt, wodurch denn 
2b ‘a Z 
u nt En 0 
wie und es zeigt demnach die Gleichung 
| eb tsa.. 
ay — bx + Dead Oo . 


die Rage der einen geradlinigen Aſomptote, ſo wie auf aͤhn⸗ 
liche Art.die Gleichung . 


dd ddteıc_ 
—d 
er * Lie er ad— be 
die Sage der andern an. 
$. zer Ä u 


BR: die Natur einer jeden dieſer Aſymptoten zu erforſchen, 
benehe man die Gleichung auf eine andere, Are, indem man 


__aufbt, wu: at— bu 
IT Feaatbb) YGarbb 


ſetzt, [$. zor.], und daber ſey zuglach V (aa ! bb) = & 
&lsdann wird 


“(as tb) Heiner 
ti=e 


(da — ) u ab Faa)t 
4 


und 
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„7 und folglich . 
g Übe—ad)tu r gl(ac + bd)au 7 (db } ta)t 
Tga—ıb)uffig=o 
Sept man daher in den übrigen Gliedern außer dem een 
ıb—ıa ı \ 
. g(bc — ad) 
r ee. 


— (actbncdbrrına . 
CEGe aa 2 * a)tt  g.be—ad)2 


u_— 


ta- «b) (Oh 7 ea) say 
g(be—ad) : res so 

N Er 7° SS Be 

’ . j sch Fee) (db Fra). 
* adjufbtea ‚ar: be-adja 


‚ 


. 8. . Bun 
t 





— — . . s 
222. 


und es " demnach die Aigmptote byperdolich, und von der | 
Art u. _, Auf eine aͤhnliche Art wird aber auch die andere 


glompioe, die aus dem Faktor cy — dx entipringt, bes | 
fimmt; und e8 hat folglich die Eurve zwey Paar ohne 
Ende fetlagfende Schenkel, die beyde durch die Slelgung 


Pr = . 224. 5; 
Mun fepen beyde Faktoren einander ‚gleich, oder 
.yyYr Byxtrıxmtay— bx)a 
Yo ift, wenn man auch hier duch die Subftitutionen 
yo Zus BE eb 


[4 


Ä 8 
. Ne Gleichung für eine andere He aboͤndert. 


I} 
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Ca sbju (2b F sa)t 
un — * — 
88 7 — 
und wenn man t 00 fit, = © 
j (&b + sa)e._ .. so... " . X 


— —— —— 


Dieſe Gleichung zeigt zwey paraboliſche Schenkel von der. 


Art uu At an; es ift nemlich die Eurve felbft eine Pas 
rabel, und ſelbſt ihre Aſymptote. Wenn aber, Ab F sa = 90 
wäre, fo gienge, die Gleichung n 


tige o-- 


⸗ 


über, welches eine Gleichung für zwey gerade einander pas 


rallele Linien iſt: und in diefem Falle läßt ſich die ganze 


Sleihung der weyten Ordnung in zweh einfache Faktoren 
aufloͤſen. 
Auf dieſem Wege würden wir die Arten der Linien der 


zweyten Ordnung au dann gefunden haben, wenn wir ſie 


bis hieher voͤllig ununterſucht gelaſſen hätten. 


$. 223. 
Eben diefen Weg wollen wir nun auch betreten, um die | 


| Arten der Linien ber dritten Ordnung deren allgemeine 


— 


— 
ey: A⸗ } axy2 jIxs Fey} £yx t,» —X 
Sytıxtzmao 
R, zu finden, Bier hat das hoͤchſte Glied, 
ay3 + By2x Tryyx2 T3x3 
weil die Anzahl feiner Bimenfionen eine ungerade Zahl ift, 
entweder einen reellen einfachen Faktor, oder es find , alle 
feine drey einfache Faktoren reeil. Aus dieſem Grunde 
find hier folgende Fälle zu unterfuchen:: 
I. l 
"Wenn nur tin einziger einfacher Faktor reell if, 


#0 


© 


entweder 
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II. 

Wenn alle drey reell und keiner einem von den aͤbrigen 

gleich iſt. | 
I. J 
„Wenn zwey Faktoren einander gleich find. 

IV. 

Wenn alle drey Faktoren einander gleich ſind. 

Da es aber bey einem jeden Falle hinlaͤnglich iſt, die 
Rechnung bey einem einzigen Faktor anzuftellen, ſo wollen 
wir dieſen Faktor, er mag nun allein, oder es mägen.cufe 
fer ihm noch andere, ihm gleiche oder ungleiche, Faktoren 


ſtatt finden, ay — bx ſeyn laffen, und die Lage der Age 


dafür auf eben die Art verändern, wie wie bisher gethan 
haben. Auf diefe Art-erhalcen wir folgende Sleichung 
ettufstuu tyu3pitthseu FQuutst t ufımo 
die wir, da fie einen eben fo weiten Umfang bat als die 
vorhergehende, ftatt dieſer gebrauchen wollen, und worin 
das höchfte Glied attu Fr Atuu T yu3 allemat wenigſtens 
den Faktor u hat. | 4 


Erſter Sal re 


5. 224. 

Es habe alſo das hoͤchſte Glied bloß den einzigen reelen 
Faktor u, welches ſtatt findet, wenn 88 kleiner als guy 
iſt: ſo wird, wenn man t— 00 ſetzt, «u Fo, eine 
Gleichung für eine geradlinige Arnmptote. Es gebe dieſe 


Gleichung den Werth u==c, fo wird — 


att(u—c)tt(cectec tn Fyc3rLc2}I% Fı=o 
und diefe Gleichung druckt die Natur der Aſymptote aus, 
Hieraus ergiebt ſich, je nachdem Ac2 sc} entweder 
nit = a oder = o If, eine doppelte Aſpmpiote, nemlich 


A 


r n 


— 
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ı N \ A a i 

FE v-ce-; oder u 
t tt . 

| und fo findet man durch die Betrachtung diefes Zalles die 

beyden erſten A Arten der Linien der dritten Ordnung, nemlich: 
i. * 
Die erſie? Zn hat eine einzige geradlinige Aompite 


vor der Art u = = 
Fr. 
* Die zwepre Are hat eine einige geringe Amos 
von der dt u = 2, 
. tt | 
Ʒweyter Fall. 
. 225. 
EGEs ſeyen alle drey einfache Faktoren des höchften Glie⸗ 
' des reell, und feiner dem andern gleich, welches ftatt fs 
det, wenn in der Gleihung , 
attutfstuu tyu3ritt + stu + Cuu nt F3utı=o 
ps größer ald Jar iſt. In diefem Kalle gilt von einem: 
jeden Faktor, was fo ehen von dem einzigen Faktor gezeigt 
worden if, Es führt nemlich jeder Faktor auf zwey hyper⸗ 


2 


A vo. 
doliſche Schenkel, entweder von der Art u = —, Oder von 


. Mä.. ol nn 
vieſer u == : und fo enthält dieſer Fall vier verfhiedene 
Arten der Linien der dritten Ordnung, die drey geradlinige 


gesen einander unter irgend einem Winkel geneigte Aſpm⸗ 


dioten behen, und dieſe Arten find: 
| , 
Pie drime Art hat dep Aipmpioten: von der Art ums 


J 
+ 


Bon ben Arten der finien.ber britten Ordnung. 177 


4. 
Die vierte Art hat zwey Aſymptoten von de Art tum: 


' 


A 
u ine von der er um A 


. Die fünfte Art bat eine aipmptote von der Yet u der: 


han 0 


A 
und zwey von der Art u* Pr. *). 
Die ſechste hat drey Aſymptoten von der Form u ⸗ * 
9) Man ſehe 5. 4227. ©, 178. 179. nach. J 


nd 226. 
Hier müffen wir aber unterſuchen, od alle dieſe Arten 


| möglich find, und zu dem Ende wollen wie folgende ganz 


allgemeine Bleichung nehmen: 
yly—Rx)Wy—3x) texyhoyyt xt 3y tı=o 
deren höchftes Glied drey reelle Faktoren hat, und wo die 


Auslaſſung des Gliedes xx den Umfang derfelben nicht vers 


mindert. Es erhellet aber aus dem Vorhergehenden, daß 
der Faktory eine Aſpmotote von der Art u Sgebe, wenn 


ainicht ='o iſt, und wir wollen daher unterſuchen, auf 
was für Aſymptoten der Faktor * — A4x führe Zu dies 


fer Abſi cht wollen wir - 
yz=aurpt, und x at Au, 


und zugleich, der Kürze wegen, indem: ſolches allemal ers 


laubt if, 
mm 


j > 


| fegen. Dadurch 8* die Gleichung folgende Form: 


Eulers Rinl.in d. Anald. Unendli. B. 


⸗ 


* 


eh VW rn | 
Fr 
’ 
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BlBy—d)ttut (2er — au — BB) tuu Falaytad)us 

Fels te2)ttr (2m F lan BAe)tu Falul— ru _ 
t@tBde 4 (sp)u — 

oe 
Hier geht der Faktor 45 — x in u über, und es wird 
daher, wenn man t == 00 febt, - 

us td _ 

> 

way 

und bringt man dieſen Werth, anftatt u in das zweyte Stied, 





= cC 


melchest enthält, fo findet man, daß aus diefem Faktor u 


oder ay— px eine Afymptote vonder Zorm u = Fr ents 


fpringt, mofern nicht ed 
antß3 (ar FBl)vıH3l) \ 
— if — {09 | 

| ß (a2 — By)? \ 


| it Auf eine ähnliche Art giebt der Faktor yy — dx eine 


—* 


Alomptote von der Form um =. , wofern nit | 


yn +33 (as +dGe HD _ 
20 — 


ik. 


"@- An)2 =. 

En ee 
gdierau⸗. erhellet, daß es allerdings moͤglich if, daß 

weder w noch die bepden eben gefundenen Formeln = o' 


werden wodurch ‚denn die dritte Urt allerdings möglich. 
wird, Was die vierte Art betrifft ,- jo fege man » = 0, 


damit die eine Aſymptote von der Form u erhalten 


werde. Asdann aber fallen die bepden übrigen Ausdruͤcke 
‚in einen zufammen, und es gehören alſo die beyden Übris 


gen Afymptoten au der Form u = toofern nicht 
| + 


»2 


| 


, 
| 
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spe Bdwerrd _ 
(a9 — By)? 

iR, und es ift Daher auch die vierte Art möglih. Wenn 
hingegen aufer a o auch einer von den beyden übrigen 


Ausdrüden = o wird, fo verſchwindet zugleich der andere, 
und es ift baber unmöglich, daß zwey Aſymptoten zu der 


Form um - gehören, ohne daß die dritte unter eben ders 


felben begriffen fep, und es ift demnach die fünfte Art uns u 


moͤglich. Die fehste Art Hingegen wird eben hierdurch 
| möglich, weil wenn nmoif, . 

— (at BE)rı +39) 

| a — By) 

wird. Es geben alfo dieſe beyden Faͤlle nur fünf Arten dee 


9 


Linien der dritten Ordnung, teil diejenige, die vorhin die 


fünfte war, wegfällt, und es hat folglich 
Die fünfte Art drey Afymptoten von der Art u = Ze 
Dritter Sal 
$: 228. 


Es habe das: hoͤchſte Glied zwey gleiche Faktdren u, wel⸗ 
ches ſtatt findet, wenn in der Gieichung des vorhergehen⸗ 


deu Falls das erſte Glied oætt u verſchwindet; und es iſt 
"demnach die allgemeine Steigung für den gegenwärtis 
gen Fall folgende: | 


etuu— gu3 Fytt + otu Peun-— 24 taurs=o 
| Habe alfo hier daß erfte Glied zwey gleiche Faktoren u, 
und der dritte, von diefen verichiedene, fen “t—- Bu. Diefer 


dritte Faktor führt auf eine Aſymptote entweder von der 
| Ma Form 


⸗ 


— — mn ME 


z-" 


ur \ \ 
4 „- . ! 
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— A 
Form u = —, oder von ber goem u =_ = je nachdem der 


| Ausdruck 


(«Ir 287) (a2 Has? + Br) — “3 (es +60 ‚ 


entweder wicht e= o oder iR 


| 6. 229. 
Was die beyden gleichen Faktoren betrifft, fo ift dabey 


zupdrderft der Fall zu erwägen, wenn: ynidt =oif. 


Denn alsdann wird, wenn man t = 00 feßt, «un tr 


*0/ und dies ift eine Gleichung für eine paraboliſche 
Aſymptote von der Art uu=At. Es entſpringen alfo 
hieraus zwey neue Arten der Linien der dritten Ordnung⸗ u 

gemlich: | | \ 


3J 


6. 
Die ie ſechſte Art hat eine Aſymptote von der Art u =: 1 
und eine von der Art un SAt. 


| 7. I 
Die ſiebente Art Bat eine Aſymptote vom der Art 


u und eine ee vonder Artuu=At.. 


4. 230. | 
Bun ſey yz 0, fo ‚giebt der. dritte Baftor “t— Bu 


A 
eine Alymptote von der Form u wenn 


la Ad) = das 740) 


iR; findet diefes aber nicht ftatt, fo gehört die alpmptate 


zu der ‚Bom u 8*8* —. Mir haben alſo die ke Gleicene. 
| " + r\ \ 


- Von ben Arten ber finien ber dritten Orbnung, 181 


fetuu— $u3 

+otu Fsuu 

Fette. 

+3 ' 
und Bier wird, wenn man t == 00 feßt, xuu x durdm=o, 

Fun fen zuvdrderft 33 Fleiner ald 4» 2, fo finder Feine 

Afomptote ftatt, und ee entfpringen Daher au diefem Kalle 
| zwer Arten: 


8. 
Die achte Au hat eine einzige Aſymptote von; dent 
—E 
t “ . 
%. " 


Die neunte Art bat eine ‚einzige Afymptote von der 

Itum A 
tt | 

6, 231. 

Sind beyde Wurzeln der Gleichung auu rturd=o, 

reell und ungleich, welches ftatt findet, wenn 33 größer ald 440 


if, fo ergeben ſich Daraus zwey geradfinige einander parallele ' 


Afpmptoten, davon jede zu der Form um = gehört;unde® 
giebt Daher auch dieſer Kall zwey neue Arten an die Hand. 

| Ä 10. | Ä 
Die zehnte Art hat eine Aſymptote von der Art um * 


J PIE | A A 
und zwey einander parallele von der Art u= — 
IL 


— A 
ı Die eilfte Art hat eine Uſymptote non der Art u * 


und zwey einander parallele von der It u = — 
' | My - 4. 2m 


‘ 


x 


\ 


- 


- 


L 
[ 
⸗ 
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| $. 232. | 

Sind die beyden Wurzeln der Gleichung «uu du } 

2 = 0.cinander gleich, oder 24a, oder »uu 4 dur 

4(u — c)2:'fo wird 


st(u—c)? = Bei —scc—ac — 8 
. und daraus ergiebt jich eine geradlinige Afymptote von der 


⸗⸗ 
x 


At uu --. Es füeßen alfo hieraus zwey neue Arten. 


v 12. 
Die zwoͤlfte Are hat eine Aſymptote v von der Art 


A A 
u=2 und eine don der Aıt un = — 


13. | 
Die Dreysehnte Art hat eine Aſymptote von der Art 


A A 
u= Be und eine. von’ der Art u=-— * 


Vierter Fall. 
W $. 233. - | 
Wenn afle drey Faktoren des höchften Gtiedes einander 
gleich find, fo hat die Gleichung folgende Form: 
| au3 + eHtttyturduurstrdufsmo 
Hier ift zuerft das Glied att zu betrachten. Iſt daffelbe 
da, fo hat die Curve eine parabolifche Aſymptote von. der. 
Art ur Art, und fo erhält man eine Art 
14 ‚ 
Die vierzehnte Art hat eine einzige varaboliſche Aſpm⸗ 
ptote von der Art u3* Att. 


| 2 
Fehlt aber das Glied str, fo wird 


 su3tytufsuutrsttgufsrme 
- Sc 
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Setzt man alſo = 00, ſo wid, wofern nicht „und e 


=. find, Ä 


4u3 Freu Tt=o ..; 
Es fey nun y nicht == ‘o, fo find in diefer. Biigung ſoh, 
gende beyde. 
.suufyt=o, mdyutrsmo. ' 
enthalten, davon die erfte auf eine parabolifche Afomptote 
von der Artuu== At führt, und die andere, wenn man 


— == ſetzt, dieſe Gleichung giebt, , 
| | ytumotactleaticheg 
welches eine Stektung für. eine hyperboliſche Wlgmptote 


don der Art — — zit. Alſo Hat 


- 185. 
Die funfzehnte Art eine paraboliſche Afomptote von 
der er" uu = At, und.eine geradlinige: von der Art 


4 = —, mdbdie Se der paraboltfchen iſt der andern gu 
Fodligen Aſymptote parallel. 


$. ‚235. 


Enid ſey o, ſo daß die Gleichung fen: 
au3rduufıtrgursme 
wo E nicht verfchwinden £ann, ohne daß die Gleichung aufs 
höre, eine Gleichung für eine Curve zu ſeyn. Nimmt man 
aber t—= 0, fo muß auch nothwendig uz= oO werden, 
und es wird Daher 413 Ft = o, und daraus ergiebt ſich 
die e legte Art, | 
16. 

Die fechegehnte Art hat eine daradeiſſde Aßomptote 

von der Art u3 = At. 


EV Pe 


N 


* 


 nifchen: Arten anführen. 


I se. Inn Zus. Neuntes Kapitel, 


B “ ö Sr 236... 0 

Wir haben alſo alle Linien der dritten Ordnung af 
ſechszehn Arten zuruͤckgebracht, die aber alle zwey und 
ſiebenzig Arten, welche Newton dabep angenommen, in 
ſich faſſen. Ueber den großen Unterſchied zwiſchen der gegen⸗ 


wäaͤrtigen Eimheilung und dee Newronianiſchen darf man 
ſich nicht wundern, da wir Bloß auf die Befchaffenheit dee 


ohne Ende fortlaufenden Schenkel gefehen, Newton aber, 


auch den Zuftand der Eurven in dem endlidyen Raume in 


Erwägung gezogen, und nach. der Verſchiedenheit deffeiben 
verfchiedene Arten gemacht hat. Ob nun glei der Eins 


rheilungsgrund willführlich ſcheint, fo.häfte Dennoch XTews . _ 
‚ son auf dem von ihm betvetenen Wege noch weit mehr Ara 


ten finden koͤnnen, da fich hingegen nach meiner Methode 


weder mehr noch wemũger Arten entdecen laſſen. 


| 9 27% — 
Damit nun die Ratur und der Umfang einer jeden Art 
deſto beſſer erkannt werden moͤge, fo will ich fuͤr jede Art 
die allgemeine Gleichung in der einfachſten Form, die ſie, 
ohne ihren Umfang zu vermindern, erhalten Fann, herſetzen, 
und zugleich dey jeder die darunter begriffenen Newtonia⸗ 
Die erſte Art. 
y yaxı amıyfunyy)tayytbst eriä=o 
wenn mm größer old non, und b nicht —.c iſt. 

Hieher gehoͤren von den Henenianiihen arten 33 

34, 35, 36, 37+ 38. 


Die zweyre Kerr, 


a y(xs— 2mxytnayy)tayytey $d=o. 


wenn ma größer als nn 1 
Hier⸗ 
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Hieher gehören von: den vrennonianifchen Arten 3% 


2, 92 43, 44. 5. 
Die dritte Art. 


map) tayytbxtertd=o 


—n)2 
abtert— nm iſt 


wenn weder de a, noch mb }c F — =0, noch 


Diebe, gehören von ben Newtonianiſchen Arten, 1,2, 


3,4, 5, 6 N 7, 8, 9; desgleichen 24, 25, 26, 27, wem 
Er 0 iſt. 


Die vierte Art. 
K-an@-antayyterti=e 


wenn weder. e * ma, mim iſt. 


mu) 

Hieher geßhren von den Hewronianifchen Arten, 10, 
rs, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20; 215 beögleh 
den, wenn a *0 ift, 28, 29, 3% 31. on “ 


Die fünfte Are.’ 
aa 
een @—ny) Tayy — Den: 
wenn m nit = n iſt. | 
Hicher gehören von den VNewronnniſchen Arten 22, 
23, und 32. | 
Be Die ſechete Art. 
yya—my)taxxtbxtceytd=o S 
wenn weder am o, noch am3aa—mb— = o ift, 
Hieher gehören von den Newtonianiſchen Arten 46, 
47, 484.49, 50, 51, 5% 0 
| Die fiebente Art. _ 
yyra—mpfaastbxt m(am2a2—b)r} dee 
Ä Ms wenn 


— 


' Zen — 1 
6 Zweytes Buch. Neuntes Capitel. 
J wenn a nicht == o ft. 
Sicher gehören von den Newionianiſchen Arten 53 5 
55, 56. 


Die achte Art. 
. ‚yya—my)tbbereyfdzo 
boenn weder c = — mbb,nhb=o ft . .. 


Hieher gehoͤren von den Nernonianiſchen Arten 61 
und 62. | . - 
Die neunte Art. oo. 
yy—my)tbbx—mbbytd=o J 
wenn b nit = iſt. | 
Sicher gehört von den Newtonianiſchen Arten die 63ſte. 
Die zehnte Art. 
Yyılzmy) -bbx } cyrd=o 
wenn weder c = mbb, noch bo if. | 
Hieher gehoͤren von den Newtonianiſchen Arten 57 
38,59% 
Die- cife Yet, 
yy&—my)—bbxtmbbytrd=o 
wenn b nit == 0 iſt. 
Dicher gehört von den Newtonianiſchen Arten die 6ofte, 
Die zwölfte Art, 
yya—my)tcytd=o 
wenn e nicht = o iſt. 
Hieher geboͤrt von den Newtonianiſchen Arten die sure 
Die dreysehnee Ar, | 
ya—my)td=o 
_ dieher gehört von den Newtonianiſchen Arten bie Sshe. 
Die vierzehnte Art. 
y3Taxxrbxyteytrdmo 


4 


wenn 
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wennanidto=ift 
Hieher gehoͤren von den Vewionianiſchen Arten e⸗ 
68, 69, 70, 71. 
J Die funfzehnte Art. 
7231 bxyr cx rTd0 
wenn b nicht == o iſt. 
Sleher gehoͤrt von den Vewionianiſchen Arten die 6öfte; 
Die fechszehnte Art. 
„reytrbs=o 
wenn b nit == po iſt. 
Dieher gehört von den Newronianiſchen Arten bie zafee 


' . 238. 

Es Haben aber dieſe Arten meiftend einen fo weiten Ums 
fang, daß jede merfwärdige Unterabtheilungen zulaͤßt, 
wenn man auf Die Geſtalt, welche die Curven in dem ends 
lichen Naume Haben, Ruͤckſicht nimmt. Aus diefem Grunde 
Bat auch Vewton eine größere Anzahl von Arten anges 
nommen, um die Eurven, die fi) in dem endlichen Raume ' 


m 


merklich von einander unterfheiden, von &inander abfons 


dern zu fönnen. Es wäre daher aber befier, die Gattungen, u 


welche wie mit dem Ramen der Arten belegt haben, Ge⸗ 


fhlechter zu nennen, und.den Namen der Arten für die uns 
ter Ihnen begriffenen zu braucen. Dies wird insbefondere- 


bey den Eintheilengen der Linien der vierten und der hoͤhern | 


Ordnungen wichtig, weil dadey jede Art, oder vielmehr jedes 
Geſchlecht, eine noch viel größere Verſchiedenheit zuläßt. | 





Zehntes 
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Sehntes Capitel. 
Von den vornehmſten Eigenſchaften ber Linien der 
drritten Adnung. 


—4 


5. 239. 
So w wie wir.oben.[im. fünften Gapite] die vornehmſten 


Eigenſchaften der Linien der zweyten Ordnung aus der all⸗ 


gemeinen Gleichung für dieſe Linien abgeleitet haben: ſo 
laſſen ſich auch die merkwuͤrdigſten Cigenſchaften der Linien 


der dritten Ordnung aus ihrer allgemeinen Gleichung eta 


kennen, und auf eine aͤhnliche Art verhaͤlt es ſich mit den 


= 


Sinien der vierten. und der. folgenden höhern Ordnungen. 
Wir wollen daher die allgemeinfte Gleichung fuͤr die Linien 
der deitten Ordnung; J 
— — * 277 X —* xx 
Fsyyıxbe=o |, 


betrachten, welche. die Ratur einer jeden Linie der dritten . 


Ordnung ausdruckt, wenn x und y die unter irgend einem 
Winkel gegen - einander: gencigten Coordinaten ausdruct, 
and irgend eine gerade Linie zur Areangenommen morden iſt. 


. r G 
.r — 
- 


0. DE SV 

Hr daher ⸗ nicht= 0, fo Fommt jeder Abfciffe x entweder 
eine oder drey reelle Applicaten zu. Angenommen, daß 
ed drey reelle Applicaten gebe, fo ift befannt, da man 


Ihr Verhältniß zu einander aus der Gleichung beſtimmen 
kann. Setzt man alſo a = ı, fo wird die Gleichung 


np 


. 
— M_ _ . u = —— — - - 
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yst(extayy. osx gt H)yt3x3 Faxx 
tızf»-=0 
und es ift 


die Summe der drey Applicaten, die zu einer und der⸗ 


ſelben Abfciffe x gehören, = — x — 3 
die Summe der drey Rectangel, die zwiſchen je zwey 
‚und zwey von diefen Applicaten eingeſchloſſen find, 
= yxxtrLxYr9; und endlich 
das Produft aus allen dreyen, oder das Yarallelepipes 
dum, welches diefelben geben, = — 3x3 — uxx 
— 1X — % ’ 
Wenn zwey Applicaten imaginär wären, fo gälten dieſe 
Behauptungen zwar ebenfalls, nur mit dem Unterſchiede, 
daß man dieſelben nicht auf Linien anwenden koͤnnte, in⸗ 
dem weder die Summe noch das Rechteck zweyer imaginaͤ⸗ 
ren Applicaten geometriſch dargeſtellt werden kann. 


$. 241. 


Es fen alſo AZ, Fig. 44, die Are für irgend eine Linie 

„ der dritten Drdnung, auf welcher die Drdinaten LMN und 
" Imn, welche die Eurve in dreyen Punkten fehneiden, une 
ter einem gegebenen Winkel ſtehen. Setzt man die Abfciffe 
AP =x, fd hat die Applicate 7 einen dreyfachen Werth, 
PL, PM, und — PN, und es iſt daher “ 
PLFPM—PN=— 6s— ı 

Wenn man daher ws 

PO mz= PLEPM — —_eN 
nimmt, fo fiegt der Punkt O in der Mitte,. fo daß LO = 


‚MOFNOiR Panınz=— — iſt, fo liegt der 


Vunet o in der geraden Linie OZ, und dieſe Linie ſchnei⸗ 
det 


Fe Burn ll 


u... 


:_ u 


1) 


N 


Ds am. | ER 
190. 3Zweytes Birch, Zehntes Capitel, 
der daher alle der LMN parallele Drdinaten Imn auf’die 
Art in o, döäßlo F mono iſt. Dies ift eine @igens 


fhaft, die der Eigenfchaft der Durchmeffer der Linien der 


gfoenten Ordnung ähnlich if. Wenn alfo zwey einander 
‚ parallele Ordinaten, welche die Curve in drey Punkten 
ſchneiden, auf die Art' in O und o getheilt werden, daß 
die beyden auf der einen Seite liegenden der dritten auf 
der andern Seite gleich find: fo theilt die gerade Finie, 


- welche durch dieſe Punkte O und o gezogen wird, auch alle” 


übrige, jenen paraffele, Drdinaten auf eine ähnliche et, und 


iſt alfo gleihfam ein Durchmefler der Linie der dritten 


Fr * 


Ordnung. | 


$. 242. | 
Da fih dep den Linien der zweyten Ordnung alle 


Durchmeſſer in einem und demſelben Punkte ſchneiden, ſo 


tollen wir jegt-unterfuchen, wie ſich die Durchmeſſer der 
Linien der dritten Drdnung, in dem vorhin angeführten 
Verſtande, verhalten. Wie wollen alfo annehmen, daß die 
Applicaten unter irgend einem andern Winkel gegen die Are 
AP geneigt ſeyen, und die Abſciſſe = t, und die Applicate 


= u fegen. Alsdann ift [$. 33]. 


 yenuswx=et—mu , 
und bringt man dieſe Werthe in die allgemeine Gieichung: 
y?trey2xtyysxtoxd PEVYVXSVYXTMV * 
‚vr ‚xx 0 
ſo bekommt man dafür folgende: 
f.n3u3 F n2u2t F ynutt F t3 Fsen2u2 Fönut) 
Tut 7 Snu rate) 


u — An ?u3— 2ymnu?t — 3Ömutt — gmnu’-2umut ge _ 
— mu 
. Frm2nus + 3dmzu2t u + mau? |. ni. 
“wu ' j | Kae 
ni 





— — — 


U 
\ 
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Es iſt daher fuͤr die gerade Linie, die die Stelle des Durch⸗ | 


meſſers vertritt, wenn man Die bey eben dem Winkel zur 
Abfeiffe t gehörige Applicate v fegt 
3* — An2t F2ymnt— 30m2t. — son F San — umm 
n? — Amn2 } yman — Im3 











243. 


Run ſey, Sig. 45, 0 der Durchſchnittspunkt zweyer 


ſolcher Durchmeſſer, und von demſelben werde auf: die Are 
AZ einmal. OP den vorigen Applicaten, und dann oQ 
den andern Applicaten parallel gezogen, foift 
AP=x,PO=z3;AQ=t; und O2 * v 
ferner 
zz t — mv, und folglich v =; und 


m 
t=2xırr—- zz un 


n, . ı. 
Man hat alfo . | 
, ‘ — BX F 
a ze 
|. flr_ım 


Bringt man diefe Werthe in die vorhin gefundene Glei⸗ 
chung, ſo wird 


— 4nnx * Kemnx— pymaz x* ea 


— san ‚Themn — yımm. * I 


Bemnx ul 


+ jan: Mann — — nn 0 


- 2ymnx — 


Pr = 
2Pymmx ayımm | 
— — — ul 


may a _ dm * 


— 


u 


» Ur 
N 


* 


Bun Bu, Behnies Copitel. 


oder Pe 
3Bemnx — 48ymmx — 2ymnx + 3%mmx) oe 
4 3ßımn —gymm —emn * „mm, u 
tt 0: 
, g 244. 


er hangt alſo allerdings der Ducchfehnittepunft dee 
Durchmeſſer O von der Neigung der Appficaten gegen.die 
Are, welche durch die Buchfiaben m und n ausgedruckt 
wird, ab; und es haben Daher, (menn man den Durch⸗ 


ſchnittspunkt aller Durchmeſſer den Mittelpunkt nennen. 


j ! 


toill,) nicht alle Linien der dritten Ordnung einen Mittels. 
punft. Indeß laſſen ſich Fälle angeben, wo der Durchs 
ſchnittsͤpunkt -der Durchmeſſer eine unveränderliche Lage 
hat. Man;findet nemlich dergleichen, wenn man die Glie⸗ 
der, worin mn und mm vorfommt, und zwar jede Art 
beſonders genommen, = o ſetzt, und die Daraus entſprin⸗ 
"genden Werthe von x einander gleich macht. Es wird aber 
aus den gedachten beyden Gleichungen 
| _ 3-2 Br, 
26664 Br—9° ’ 
und wenn diefe bepde. Werthe einander gleich ſeyn fen, 
‚vo muß 
Ahr — 2645 — ı8y3 öry: mar? — 2040 
— 27324 1889: 
oder 





| mio 2240 — g3Lhöye to — Zyyıza 


ſeyn, woher denn 
_ er? — 9%: + 689: — Ayys 
244 —-6r -- 
wird, So oft » diefen Werth Hat, fo oft ſchaeiden ſich 
alle Ducchmeffer in einem und demielben Punkte, und es 


haben daher dieſe Linien den dritten Ordaung einen Mittels 


punkt, 


x 
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punkt, und man findet ihn, wenn / man in der are 
— — Med 


— ⸗ 


| 0 | 
p ar 


nimm. 
$. 245, 

Eben dieſe Beſtimmung des Mittelpunkts findet, vor⸗ 
ausͤgeſetzt, Daß es dergleichen giebt, auch ſtatt, wenn der 
erſte Coefficient = nicht der Einheit gleich geſetzt wird. 
Denn iſt die allgemeinſte Gleichung für die Linlen der drit⸗ 
ten Ordnung: 

ay3+ey2x Fyyx2 tix3 tıyytr xy $axx 45% 
‘x T.x =o . 
gegeben, fo haben die dadurch eutjebeudten Eurven einen 
| Mittelpunkt, wenn 
Brio — 9a? 366 6pdı — 2ayyı 
2 734 — — 6er 
if. Alsdann aber ift der Mittelpunkt in 0, wenn man 
36 268 


„= 


po 0?! 3R% 
0. 2RB bay 


macht. Wenn daher eine’ einzige Ordinate, welche die 
Curve in drey Punkten ſchneidet, auf die Art getheilt wird, 
daß die beyden Applicaten auf der einen Seite der dritten 
auf.der andern Seite gleich find: ſo theilt die gerade ‚Linie, 
welche durch den Mittelpunkt und durch dieſen Theikungss 
punft gerogen wird, alle übrige dieſer parallele Ordingten 
Dee eine ähnliche Art. | 


„. Mpleroseinlinoänald nmhi, RS 


Br Bug, _Befntes Capiteli 


| 56. 246. 
wWenn man 1 Diefes auf- die Gleichungen der vben fetger 


fee Arten [$ 237] anwendet, fo erhellet, daß die erfi, 


tweyte, dritte, vierte und fünfte Art einen Mittelpunkt hat, 
wenn a == o ift, und daß in diefem Kalle der Mittelpunkt 
in den Anfangspunft. der Abſciſſen fällt. Die fehste und 
fiebente Art haben nie einen Mittelpunct, teil der Coeffi⸗ 
dent a nidt = o ſeyn darf. Die achte, neunte, zehnte, 
eilfte, jrodlfte und dreyzehnte Art baben einen Mittelpunkt, 
der allemal in dem Anfangspunfte dee Abſciſſen liegt. In 
der vierzehnten, funfsehnten und ſechszehnten Art ift der 
5. Mittelpunkt unendlich weit entfernt, und es find daher alle 
—— Durchmeſfer derſelben einander parallel, . | 


— 


U— 4. 247. | 
S Nah diefen die Summe der drey Werthe einer jeden 
Arbplicate betreffenden Anmerkungen wollen wir nun auch 
das Produkt aus dieſen Werthen betrachten, denn die 
Unterfuchung des Aggregats der Rechtecke führt eben auf 


Feine, merfwürdige Eigenfchaften. Es;ift alfo aus der: alle J 


gemeinen Gleichung §. 239 
u PM. PL. PN=— 323 -yex—ıra 


im dieſen ausdruck zu entwickein, überlege man das für 
'y= 0, 
Instarstıntemo 
wird, and daß daher die Wurzeln dieſer Gleichung die 
Bau angeben werden, wo die Curve die Are'Az fchneis 
det, Ballen diefe Punkte in B, CundD, fo wird 
2 re —XCE AB)(<—AC)@—AD) 
und es iſt folglich 
En RLAPREN = ABB, PS: PD 
DEE Fe Ben FE 


1 
8 





V. d. vornehmſten Egenſch. d. linien dedritten Ordn. 198 
Wenn man alfo irgend eine andere, der vorigen paralile, 
Ordinate Imn annimmt, fo wird 

PL.PMıPN : PB. PC. PD = pl. pin. pr : pB: pCı pDs 
und dieſe Eigenfchaft ift allerdings derjenigen ähnlich, die 
wir oben von dem Verbäftniffe der Rechtecke bey den Linien 
der ziventent Orditung [$ 92. 93] gefunden haben, Eine 
- ähnliche Eigenſchaft kommt aber auch den Linien Der vier⸗ 
ten, der fünften und der folgenden, hoͤhern Ordnungen zu. u 

4. 248 

Run habe die Linie der dritten Ordnung die | bie gerad⸗ 

linigen Aſymptoten FBf, GDg, HCh, Fig. 46. Da die 
Line der dritten Ordnung ſelbſt in dieſe drey Afomptöten 
übergeht, wenn die für fi ie gegebene Gleichung in drey eins 
fache Faktoren von der Formpy + gr + r aufgeldfet wer⸗ 
den Fann: fo läßt ſich für die Afomptsteh, als eine conts 
plere Linie, eine Gleichung finden, deren hoͤchſtes Glied 
mit dem hoͤchſten Gliebe der Gleichung für-die Curve übers 
einkommt. Da ferner die Lage der Aſhinptoten aus dem 
zweyten Gliede der Gleidhung beftimmt wird, fü hat die 
Gleichung fuͤr die Aſymptoten mit der Gleichung fuͤr die 
Cutve auch das zweyte Glied gemein. Wenn daher die 

Gleichung für die Curve ben der Afe AP, dee Abſciſſe 
AP == x, und der Ipplicate PM == y folgende iſt: 
SITE DE ICE ESEL LET 

xt ° 

fo'Bat man für die Aſymptoten bey eben der Are, AP, der 
Abſciſſe AP x, und der Appficate PG=#, die Glejchung: 

txt 0)22 1 (ax txt be * 363 + ex? 

D=6 

worin die. Eoefficienten &, B, & ünd D To Beicaffen ins, 
daß ſich die Gieichung in Drei einfache Faktoten rin 1: A 
Na 349 


3 _. ö— — — — — —— — 


— 
I: | 
ur . 


Bienen Bach Zehntes Sao 


Ä Br. 299. 2 | 
Wenn daher iegenb eine Applicate PN, die forwopt bie 
Kurve als die Aſpmptoten in drey Punkten, jene nemlich 


am L, Mu N, diefe in F, 6 und H ſchneidet gezogen | 
wird: fo iſt and der Gleichung für die Cure 


-PLFPMFPN=— x —e 
Uber anf der: Gleichung für die Aſymptoten ift ebenſal 
PFFPGFPH=— ps —... 


und es wird folglich 


PL+PMEPN=PFFPO teH 
„ vber | 
EL—GCM4HN= a; \ 
u wenn man irgend eine andere applcat p Kühe, fo if 


auf aͤhaliche Art 
Bar Affe: eine gerade Linie —8* die Lutbea ale die 


. Miomptoten in drey Punkten ſchneidet, fo find allemal zwey 


von den zwiſchen den Aipmptoten und der Curve enthalte: 
men Theilen der Linie auf der einen Seite dem dritten 2 uf 


ar anben Gehege 


{ 


J u; 250. 
g” Bbrinen alfo die do Schenkel einer einie deu, dritten 


- Ordnung, die drey geradiinige Afomptoten bat, nicht ale 
sau. denfelben Seiten biefer Aſpmptoten liegen, fondern es 


muß ſich der dritte, wenn zwey davon fih na einer Seite 


erſtrecken, nothwendig nach einer entgegenſtehenden 
Seite verbeeiten. Linjen der dritten Ordnung, wie die 


amt Fiqut dygrgelit, find daher unmoͤglich, weil die gerade 
Linie, welche die Aſomptoten in den Punkten t, 8/ b, die 
Susor.aber in den Punkten 1,, zo, n ſchneidet, die Theile 
J RR, 4 a wi einegieg Seien ber Aſymptoten hat, 

| und 


B.2. 3.0ormehmpenGigenf6, d.finiend. BitehÖrtn. ı 97 


und alfo die Summe dieſer Theile nicht =o ſeyn tann. 
Denn die Theile, Die auf einerley Seite liegen „-befommen 
einerien Zeichen, . B.F, und die auf der entgegenftehens 
den Seite fich befinden, das entgegenſtehende, —3; und nur 
dann kann die Summe dieſer drey Theile 0 werben, 
ivenn ſie verſchiedene Zeichen haben. 


4. 25 I. J 
Fieraos iaßn ſich ſehr deutlich einſehen, warum Mein 
Alten der been Dehnung Feine zwey geradlinige Aſymptoten 


von der Urt u* haben koͤnnen, wenn die dritte zu bet | 


| u u = gehört, weil ſich die horerboliſchen Sgenten 


die zu u Raehdrea⸗ unendtich mehr ihrer Aſymptote ad⸗ 


| bein, ale derjenige, deffen Art dudu= = auegedruckt 
wird. Denn nimmt man an, daß ſich die gerade Linie FF 


unendlich weit entferne, fo werden fa, gm, hi unendlich. 
Sieine Groͤßen. Beni aber die beyden Scentei nx, my 


zu der Art = , der dritte tz hingegen. zu der Yet 


= - E Gehe polen, fo find en und gm anendüich klei⸗ 


—* 01 fi wnigis- iz 
kifn | 2 


BE 452. 


es kann. daher überhaupt ben den Linien der hoͤhern 
Ordnungen, die eben lo viel Aſymptoten als —— 


beben, nie eine Momptote zu der. Art u = =“ gehoͤren, 


J— — mn. 


t. 


 Quseeh Buch. gehuꝛer Corka 


wenn die übrigen Aſomptoten einer höhern Gattung, 3. DB, 
| A 

= = u 5 re. ſind, ſondern eg muß. ſo oft eine 
. tt , 


u Aſomptote von der Art u = da if, auch noch eine an⸗ 


dere von eben der Ari da ſeyn. Aus eben dem Grunde iſt et 
unndalch, daß nicht mehe als eine Aſymptote von der Art 


155 — da ey, fondern es muß zum, wenigſten zwer ge⸗ 
ben. Dean es nähern io die hoperbokiſchen Epic von 
der tu = — Ri ; = = J Ihren aſberloenvrendu 


mehr, as die von der Art u * viemach tofen Fr 


‚hey der Erfindung ber Arten, bie su iegend einer hoͤhern 
Ordnung gehören, die unmdglichen Fälle ſehr leicht abfans 
dern, und. eine Menge ſehr befwesticher Regnungen 
| wermeiten, - 
4 [4 
, BE 5 25% | . 
Angenommen aber, daß eine Linie der dritten  Detnung 
van einer geraden Linie aur in zwey Punkten geſchnitten 
werde, fo werden alle, dieſer ger den Linie parallel gezogene, 
Linien die Eurve entweder auch, in zwey Punkten oder gan 
gicht ſchneiden Wenn alſo die Applicaten y der gedachten 
geraden dinie parallel genommen werden, fo If die Sie 
&ung: für eine ſalche Eurve folgende: 
(xx 6x } 9% + 9)y Ix8 Pnxx }ıx + * 
NT u met 
Sept man vemlich die Abſciſſe APz=x, fo hat man zug 
. Üppficaten PM und — PN, und. dabey ir wegen der 
Rate | der Gleichungen | 
PM 
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PM PN Zst} 

Ä Axt 
Theilt man nun die Drdingte MN in dem Ip o in 
amen gleiche Theile, fo wird 
vxxrex * 
. Px r.i 
und fegt mon Po=z, ſo iſt 

(xt Vase ext 

Hieraus erhellet, baß die Punkte ©, in welchen die parab⸗ 
felen Ordinaten MN in zwey gleiche Theile getheilt wer: 
‘den, in einer Hyperbet liegen ; wofern nicht yxx + &x + 3 
duch Ax + theilbar iſt; denn in dieſem Falle liegen die 
Vunkte Q in einer geraden Finke, 


J 


PO = 


6. 254, 

RR daher yax } 8x +3 durch ax + « theilbar, fü. Hat 
die Curve einen Durchmeſſer, oder eine gerade Linie, wel⸗ 
be alte einander parallele Ordinaten MN in zwey gleiche 
Theile theilt; eine Gigenfhaft, die ſich bey allen Linien . 
ber zweyten Ordnung findet, [$. go]. Soll aber xxx * 
&x + durch 0x + + theilbar ſeyn, fo muß es verſchwin⸗ 


den, wenn man x —— 7 ſetzt; und es Bat daher bie Linie 


der dritten Ordnung — Durchmeſſer. wenn vxun4 46 
Terme | 


BR > 576 
Hieraus laſſen ih die Kälfe, in melden die Linien dee 
., dritten Ordnung einen Durchmeſſet baden, auf eine ganz 
olgemgine As beſtimmen. Denn ift die allgemeine Glei⸗ 


„sung | w 
Ra | 4 


r 


92: 


* 


Br ” 


\ 
! 


| a 28 Binie ud Zinni Cap, 


un Hayzühyyız Fix *yY tlyxt sth 


t 
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. gigeben, fb hat daraus y. entiveder einen drenfachen oder. 


nur einen einzigen Werth, und es Fann daher in dieſem 


alle feinen Durcmeller geben. Man ziehe alſo auf dies, 


felbe Age andere Applicaten u unter irgend einem Winkel, 
ſo daß y nu, und x t — mü erde: fo bekommt 
man durch diefe SubRitution die Gleichung: 
7 an3u3 $ Bn2y2t F ynutt ↄt Fanzu2 +enu 
. ‚Tatt Font |. 
- amnu⸗ —E—— zu — mnuꝰ -agmut. 
| mu 
+ ym ’nusr zöm2u2e on tamzu2 
 imiud . 4 
Sollen alſo dieſe neuen Applicaten einen Dürchmeffer zulaß⸗ 


\ 


—ng 


=8 


r 


fen konnen, ſo müffen fie einmal einen doppelten Werth . 
\ anzunehmen im Stande ſeyn, und es muß folglich werden 


uns ‚Ho n% r ym2n — In)= oe u 


. 256. 


Auherdem aber wird erfordert, daß die Groͤße, wonni 


u multiplicist worden ift, nemlich 
(en — 3äm)tt} ($n— 2um)t F$n im. 
durch diejenige, welche uu multipliciet, oder durch 


a (un — 2ymn t 30mm) f nn don tamm = 


theilbar- fen; mit andern Worten: jene Größe muß = D 


werden, wenn man 
— ann + gmn— mm. 


Ann —2ymn nF admm 
ſetzt Hieraus fließt aber * 2 


. ⁊ 


4 sn ($n = Zum) (inn — {mn Famm) 
m nn —armnt 30mm)m + 


(va 


ger öö— — —-- — —n rn mo 
- . - .”. 


2 
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Wendet man dieſes Auf die oben feſtgeſetzten Arien an, 
ſo erhellet, daß die erſte it ille einen Durchmeſſer haben 


Kann. In der zweyten Art hingegen, werden die Ordina⸗ 


ien von der Are, ‚worauf die Abſciſſen x dem Durchmeſſer 
parallel genommen werden, in zwey gleiche Theile geiheilt: 
Die dritte Art laͤßt ganz und gar keinen Durchmeſſer zu. 
Die vierte Art hat allemal einen Durchmeſſer, wacher 
die Ordinaten, die einer Aſymptoͤte parallel find, halsts 
vet. Die fünfte Art Bat drey Durchmeſſer, welche die der 
einzelnen Alymptoten varallelen Ordinaten in zwey gleiche 
Theie theilen. Die fehfe Act kann keinen Durchmeſſer 
befommen. Die ſiebente Art hat einen Durchmeffet für 


. die Ordinaten, die der aus dem Faktor x — my entfprins 


genden Aſymptote parallel find, Die achte Art hat einen 
Ducchmefier für die der Axe parallelen Drdinaten. Die 


- neunte Art hat zwey Durchmeſſer, einen für die Ordinaten, 


die der Are, den andern für diejenigen, welche der einen 


Aſymptote parallel find. Die zehnte Art koͤmmt mit dee 


achten, und die eilfte mit der neunten überein. Eben fo 


iſt die zwoͤlfte Art in Anfehung der Durchmeſſer der achten, 


ind die deedzehnte der neunten gleich. Die vierzehnte Art 
hat einen Durqmeſfer für die Drdinaten, welche der Are 


gar feine Drdinaten zu, welche die Curve in zwey Punften 
Kanten. uiid konnen folglicd auch kelnen Durchmeſſer has 
Die Eigemchaften diefer Duripmefier findet man 


kön Llewton Ausführlich bemerkt, und es fchten daher . 


rüttih, f ſie falbſt hier insgefämmt ang iüfüpten, 


N ha 


* 


parallei find. Die fünfgehnte und fehjehnte Art laflen- . 
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m. 


Y 


. ar, Die wir oben [$. 237}. 

umen der Dritten Ordnung mits 

— * x und y rechtwinklig ars 

2. amd doch die Natur diefer Ars 

>... were man Die Coordinaten unter ir⸗ 
> 1 Nigfel gegen einander geneigt feyn läßt. 


3 dı6 Menge der ohne Ende fortlaufenden 


\ as, man mag die Koordinaten rechtwinklig, 
nd eine Art fhiefminklig annehmen. Ja es 


nr 


| Re Natur der ohne Ende fortlaufenden Scens . 


8*8 Innahme eines andern Coordinaten⸗ Winkels kei⸗ 


\ Sanderung, fondern es bieiben dabep die parabalis 


aan Shanfel paraboliſche, und. die hyperboliſchen hyper⸗ 


daſßde. Endlich geht dadurch ſelbſt in der Art der Schen⸗ 


del, ſowohl der paraboliſchen als der hoyperboliſchen. keine 
Serönderung vor, Es gehört. daher jede Curve, welche 
aa der fie ausdruckenden Gleichung zu der erften Art ge⸗ 


rechnet werden muß, unabänderlich zu dieſer erften Ark, 


war mag die Epordinaten rechtwinklig oder. ſchiefwinklig 


annehmen, und eben fo verhält “ fih mit allen. übrigen 


Arten, 
8. 209, 


Schrankt man fi ſich alſo nicht auf rechtwinklige —* | 


naten ein, fondern läßt den Winkel, welchen fie einfchliefg 


fen, willführlich fennz fo wird der Umfang der obigen Be, 


wungen nicht vermindert, wenn man | 
ya ımt mu; und mm fanmı 


Reh ‚Nimmt man aber den Coordinaten: Winkel willfühes 


lich an, fo laſſen fich die gedachten Gleichungen auf eins 


fuchere hermen weiciringen, Auf. dieſe ar hefänumg 


un 
\ 


— 
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man fuͤr die einzelnen Arten der vnlen der dritten Ordnung 
folgende moͤglich einfachſte Gleichungen mWiſcen den ſdiel⸗ | 


iinktigen Eoordinäten c und u: 


Die erſte Art. 
alstonuu)fauurbeteufdene, 
mern weder n == 0, noch dmo iſt. 
Die zweyte Art. 
ver tnnusitauufontdne 
wenn.n nicht no iſt. 
Die dritte An 
wee—nnuutanutbrteutdee 
wenn weder no, woch bo, gb unbteop- 


Die vierte Zn u 
u(et—anun) tauufcutdma 


wenn toeder n == 0, wo · 2 o iſt 


Die fünfte * | 
ser -anumtann- time 


Tr een anti Ä 
Die: fechste Ast, u 
! tmutatttbetcurdeo 

Wenn weder a 0, neo 

j \ | ‚ Die fiebente Art. 

tyufatt} birdcze N 
N ana nicht e iſt. 
oT Die achte in 
twmarbbtteutd=e 
an weder bo, noch e mie if 


.. - 1282 . ot * 
2 v 
‘ er; . ‘ 7 an 
* 
“ ” 
° 


L “ 
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. oder .. 
2B6mnx — öymmx — 2ymnx }3%mmx] 
} 364ımn — zyımm —emn f amm |) 
‚ P 244. 


Es Bängt alfo allerdings der Durchſchnittspunkt der 
Durchmeſſer O von der Neigung der Appficaten gegen die 
Are, welche durch die Buchftaben m und n ausgedruckt 
wird, ab; und es bahen daher, (wenn man den Durchs - 
fehnittspunft allee Durchmeſſer den Mittelpunft nennen. 
will,) nicht. alle Linien der dritten Ordnung einen Mittels. 
punft. Indeß laffen fi Fälle angeben, wo der Durchs 
fepnittspunft ‚der Durchmeffer eine unveränderliche Lage 
bat. Man findet nemlich dergleichen, wenn man die Slies, 
der, worin mn und mm vorfommt, und zwar jede Art 


beſonders genommen, == o ſetzt, und die daraus entſprin⸗ 


"genden Werthe von x einander gleich macht. Es wird aber 


aus den gedachten beyden Gleichungen 


32 32 — »88 


= 2BB —6y Br—9% ’ 
- und wenn diefe bepde Werthe einander gleich ſeyn follen, 


‚wo muß 
Ä — ya hör art PTIIT 
— 21731880 
oder 


| — 2PBn - 9d rbyn ton - _— Zyyıza 


feyn, woher denn 
_ Pr! — - 082 + 6p0ı — — 2yye8 
264 —6Y .:- 
wird. So oft » diefen Werth Hat, fo oft ſchaeiden ſich 
alle Durchmeſſer in einem und demſelben Punkte, und es 
haben daher dieſe Linien des dritten Ordaung einen Mittels 


x 


V. d vornehmſten Eicenſch d. finiend, dritten Ordn. 198 
punkt, und man findet ihn, wenn man in der de 
38 — 240 
AP * —— uud 
— 388 + 62 
204 — 6 | 


Po u — 
nimmt. " 


| G 245. 
Shen dieſe Beſtimmung des Mittelpunkts findet, vor⸗ 
ausgeſetzt, daß es dergleichen giebt, auch ſtatt, wenn der 
erſte Coefficient nicht der Einheit gleich geſetzt wird. 
Denn iſt die allgemeinfte Gleichung fuͤr die Linien der drit⸗ 
ten Ordnung: 
—O———— t85 
‘x Ts=0 . 
gegeben, fo Haben die dadurch ausgedeuchten, Eurven einen 
Mittelpunkt, wenn 
J — —— 
2 FETT) — bey 
iſt. Asdaun aber J der Mittelpunkt in °, wenn man 
3 — aßı. 








macht. Wenn daher eine einzige Ordinate, welche die 
Curve in drey Punkten ſchneidet, auf die Art getheilt wird, 


‚daß die beyden Applicaten auf der einen Seite der dritten 


auf;der andern Seite glei) find: fotheilt die gerade ‚Linie, 

welche durch den Mittelpunkt und durch dieſen Theikungss 

‚punkt geꝛogen wi wird, alle Übrige Biefer Bergen Bringen 
auf eine Ahnlicpe Art. | 


‚I 


Eylero Rinl ind cNoaide neh, RS 


—⸗ 
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- Wenn inan diefes auf die Gleichungen der- oben feftger 
festen Arten [$ 237] anwendet, fo erhellet, daß die erfi, 


wege, dritte, vierte und fünfte Art einen Mittelpunft hat, 


$, 


‚Qurgmefler derſelben einander parallel, h 


x 


‚wenn a == o iſt, und daß in diefem Kalle der Mittelpunkt 
‚in den Anfangspunft der Abſciſſen fällt, Die fechste und 
fiebente Art haben nie einen Mittelpunct, weil der Coeffis 
dient a nidt = o ſeyn darf. Die achte, neunte, zehnte, 
eilfte, zwoͤlfte und dreyzehnte Art haben einen Mittelpunkt, 
der allemal in dem Anfangspunfte der Abſciſſen liege. In 
der vierzehnten, funfzehnten und ſechszehnten Art iſt der 
Mittelpunkt unendlich weit entfernt, und es ſind daher alle 


$. 247 
Nach dieſen die Summe der drey Werthe einer jeden 
Avplicate betreffenden Anmerkungen wollen wir nun auch 
das Produkt aus dieſen Werthen beteachten, denn die 
Unterfuchung des Aggregats der Rechtecke führt eben auf 
Peine, merkwuͤrdige Eigenfchaften. Es it alfo aus ber‘ alle Ä 
gemeinen Gleichung 5.2359 
—PM.PL. PN=— 0x3 — IK 


Um dieſen Ausdrud zu entwickein, uͤberlege man, daß für 
Em Gr N, 

Ietfesstıntamo | 
led, and daß daher die Wurzeln: dieſer Gleichung Die 
Bea angeben werden, to die Eurve die Axe A Z ſchnei⸗ 

det, Kallen diefe Yunfte In B C und D, ſo wied - 


per wart stem Ya AB) RA OAa—AD) 
und es iſt folglich 


Fr RUNPAEN = Bears: ED 
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Wenn man alfo irgend eine andere, der vorigen parafiele 
Drdinate Imm annimmt, fo wird 
PL.PMiPN : PB. PD. PD == pl: pm.ph : pBı po. pD. 
und dieſe Eigenſchaft iſt allerdings derjenigen ähnlich, die 
wir oben von dem Verhaͤltniſſe der Rechtecke bey den Linien 
der zweyten Ordnung [$ 92. 93] gefunden haben. Eine 
- ähnliche Eigenſchaft kommt aber auch den Linien der vier⸗ 
ten, der fünften und der folgenden, böhern Ordnungen zu. 
$. 248 
Kur habe die Linie der dritten Ordnung die | drer gerad⸗ 
linigen Aſymptoten FBf, GDg, HCh, Fig. 45. De die: 
Linie der dritten Ordnung feldft in diefe drey Aſymptoten 
übergeht, wenn die für fie gegebene Gleichung in deep eins 
fache Faftoren von ber Torin py + gx + r aufgelöfet wer⸗ 
den kann: fo laͤßt fich für die Aſpmptoten, als eine conis , 


plexe Linie, eine Gleichung finden, deren hoͤchſtes Glied 


mit dem hoͤchſten Bliebe der Gleichung fuͤr die Curve Übers 
einkommt. Da ferner die Lage der Aſhinptoten aus dent 
zweyten Gliede der Gleityung beftimmt wird, ſo hat die \ 
Gleichung für die Aſymptoten mit der Gleichung für die 
Curde auch das zwente Glied zemein. Wenn daher die 
Gleichung für die Curve ben der Afe AP, der äübſciſſe 
AP == x, und der Applicate PM == y folgende if: _ 
u 2 tax} ya P(yxx — ex taytz * „2% t 
ıxteo 
fo Bat man für die Aſymptoten Bey eben dee Axe, AP, der 
Abſciſſe A APz==x, und der Applicate PG=ä, die Gleichung: 
28 FGXTAG)ES — * X + ex 
D=o6 
worin bie Eoefficienten &, B, & ünd D fo beſchaffen ins, 
daß fi die Gleichung in been einfache Zaktoren aufldſen lb 
Ns 4. 3491 





7 
N 
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Wenn daher irgenb eine Applicate PN, die ſowohl die 
Kurpe als die Aſpmptoten in drey Punkten, jene nemlich 
ML, Mund N, dieſe in F, G und H ſchneidet, gezogen | 
wird: ® in aus der. Gleichung fuͤr die Curre 
PLIPMIPN=—#x— 
her au der. Gleichung für die Aſymptoten ift ebenfalls 
PFERGHPH= nen. 
unnd es wird folglich 
PLIBMFPN=PFERG ten 
R oder on 
| FL—-GCMiHN=o 5" 
und wem mon irgend eine andere Applicate pfäicht, fo if 
uf aͤhaliche aurt 
J ſa — o——— 
‚Ber alſo eine gerade Linie fowohl die Eure « als die 
Aymptoten in drey Punkten ſchneidet, fo ſind allemal zwey 
von den zwiſchen den Aſymptoten und der Curve enthalte 
meu Dhellen der Linie auf der.einen Geite dem dritten auf 


E andern Eile 


EEE ., £. 250. 
x E Eonnen alſo Die deer Sgenkel einer Linie der britien 


HDOdrdnung, die drey geradiinige Afomptoten bat, nicht alle 


uf denſelben Seiten biefer Aſomptoten liegen, fondern es | 
muß fich der dritte, wenn zwer davon ſich nach einer Seite 

ar erſrecken, nothwendig nach einer entgegenfiebenden 
Seite oerbreiten. Linjen der dritten Drönung, "wie die 

Arie Fiqut dorßelit, find Daher unmöglich, weil die gerade 

inte, welche die Afymptoten in den Punften f,g,h, die 
Huxoe Br in den Vunkten 1,,m, n ſchnejidet, die heile 
an aa hl *. wi einepieg J der Algmptoten hat, 
und 


\ 
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und alfo die Summe dieſer Theile nicht = = o ſehn kann. 
Denn die Theile, die auf einerley Seite liegen, bekommen 
| einerley Zeichen, . 2.7, und die auf der entgegenftehens 
den Seite fich befinden, dad entgegenftehende, — 3 und ne 
dann kann die Summe dieſer drey Theile 0 werben, 
wenn fie verſchiedene Zeichen haben. 


. esi. J 
Hieraue taßi ſich ſ ſehr deutlich einſehen, warum die R 
Alten der ducen ddaung Feine zwey geradlinige Aſymptoten 


bon der tum — = haben: koͤnnen, wenn Die. drite gu bet | 


| Ki 1* > gehoͤrt, weil ſich die Boperbolifchen Scheitet | 
bie zu u = öehoren, unendlich mehr ihrer Aſymptote nu⸗ 
bein, ats derjenige, deffen Art durch = auẽgedruckt | 
wird. Denn nimmt man an, daß fich die gerade Linie FF 


unendlich weit entferne, fo werden fn, gm, hI unendli. 
Heine Beiien. Men aber die beyden Soentii Rx, my 


m ‘der Art = oe der dritte tz hingegen. zu der Kıt 


u =‘ = * hören len, ſo find Pr und gm unenduich klei⸗ 


—* uid es AR folk omogic —— u 
hifen. j u yo: | 


En 7 


Es fann. daher überhaupt ben den Linien der hoͤhern 
Ordnungen, die eben lo viet Aſymptoten als Dimenfonen 


| haben, .nie eine Aſomptote zu der. Art u = n - achbren, 
J— vwvwenn 


1 


J Zwehtes Buch. Zehntes Copite, 


wenn die übrigen Afomptoten einer bödern Gattung, z. ‚Ds | 


A A: 
g = ei = ars 15 ſad, ſondern es muB, fo. oft eine 
i ix R 


. Afpmptote von der Art * = da if, au no eine ans 


dere von eben. der Art da ſeyn. * eben dem Grunde iſt et 


unndelch, daß nicht mehr als eine Aſomptote von der Art 


a=- — da ſey, ſondern es muß zum weniaſten wey ge⸗ 
hen. Den es nähern io bie hoperboliſchen So oel son 
der Art = =; = = su. Ihren Wfompistenunendiie 
DE ' zu J 


mehr, als die von der Art u = = Olemoch leſſen ſich 
‚hey der Erſindung der Arten, die zu iegend einer hoͤhern 


Odrdnung gehören, die unmdglichen Fälle ſehr leicht abſon⸗ 


dern, und. eine Menge ſehr. hzeſowericer Regnungen 


- wermeiden, 


4 . “ 
⸗ 


*453 


Angenomm en aber, daß eine Linie dee Deitten Dehnung 


van einer geraden Linie aur in zwey Punkten gefchnitten 


werde, fe werden alle, Diefer ger.iden Linie paraliel gezogene, 


Linien die Curve entweder auch in zwey Punkten oder gar 


sicht ſchneiden. Wenn alſo die Applicaten x dev gedachten 


geraden Linie parallel genommen werden, "fo if die Sk 
dung für eine ſalche Curve folgende: 
(xx ex hg, FIELEN STEE " 
kkEue = Tui ı zusehehe 

Sept man vemlich die Abfetife APz=x, fo hat man zwey 
Apyplicaten PM und — PN, und dabeny ie megen der 
Naar der Steigungen 

PN 





i 
| 


I 


/ 
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| — YXX — x —,! | 

ex 7— 
heilt man nun die Drdingte MN in dem Bupft o in 
awer gleiche Theile, fo wird 
yxı tr C + $ 
Ä ort 
und fegt man PoO=z,filk, 

DELL Teer ET 


Hierans erhellet, baß die Punkte ©, in welchen die paral⸗ 
lelen Ordinaten MN in zwey gleiche Theile getheilt wer⸗ 
den, in einer Hyperbet liegen; wofern nicht xx + &x F 3 
dur ex P. theilbar tſt; denn in dieſem Galle liegen die 
VYunkte Q in Einer geraden einie, 


PM — PN 


PO = 


6 254, 


A daher yaxt 8x 73 durch ax + » theitbar, fo. Hat 
die Eurve einen Durchmeſſer, oder eine gerade Linie, wel⸗ 
che alfe einander parallele Drdinaten MN in zwey gleiche 
Theile theilt; eine Eigenfchaft, die fid bey allen Linien 
der zweyten Ordnung findet, [$S gol. Soll aber xıx * 
ext such axt> theudar ſeyn, ſo muß es verſchwin⸗ 


‚den, menu. man x -— 7 ſetzt; und es hat daher die Linie 
der dritten Ordnung einen Durchmeſſer. wenn ya A 
zeRrmoi 


$ 255. 
Hieraus laſſen ih die Fälle, in welchen bie eiaien der 


dritten Ordnung einen Durchmeſſer haben, auf eine ganz 


allgemeine Art beſtimmen. Denn it die allgemeine Gleis 
Kung | | 
RR 4 0 


r 


[ 


x 


U 


— 
23 


\ ! 
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S ‚ISytırtamo. 


gaben, ſo hat daraus y. eniweder einen dreyfachen oder. 
nur einen einzigen Werth, und es kann daher in dieſem 
Falle keinen Durchmeſſer geben. Man ziehe alſo auf dies . 


ſelbe Age andere Applicaten u unter irgend einem Binkel, 
ſo daß y == nu, und s=t—-mu werde: fo befommt 


man durch die Subſtimtion die Gleichung: 


t en3u3 PAnapet F ynute + ta Fanzu2 Fenun. 
.-. J mtr 
um Amnfus =2ymnutt= 3amute — mnuꝰ -agmut 


| =» 
+m’ art 3tm2u2e W tamaua as 
L ——im3u3 ’ 4 


Sollen alſo dieſe neuen Applicaten einen Dürchmeffer zulaß⸗ 


ſen koͤnnen, fo: muͤffen fie einmal einen doppelten, Werth 
anzunehmen im Stande ſeyn, und es muß folglich werden 


[ns — Am na * ym2n — XRX == 0 
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Außerdem aber wird erfordert, daß die Sihhe— wort . 


‚aka worden ift, nemlich 
(un — zUm)rt t(&@n— 2um)t F$n — 7 
bush diejenige, welche uu multiplicirt, oder durch 
(nn — 2ymn + 3°mm)t Fınn— emn team 


ihellbar- fen; mit andern Worten: jene. Größe muß = me 


werden, wenn man 
— ann + {mun— mm. 
— — ——— — ——— — — 


t * 
enn—2ymn+ 39mm 


fetzt Hieraus fließt aber 


. — ($n = 2m) (ınn — &mn tamm) 
m Gun —armnt 3ömm)m * 


(va 


[2 
/ — 
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(vn — 33m) (nn — ®mntamm)2 | 

(ann — 27 mn 7 —00 
| . | 
Wendet man dieſes auf die oben feſtgeſetzten Arien an, 
ſo erhellet, daß die erſte Hit üle einen Durchmeſfer haben 
kann. In der zweyten Art Hingegen, werden die Ordina⸗ 
ien von der Art, ‚worauf die Abſciſſen x dem Durchmeſſer 
parallel genommen werden, in wen gleiche Theile getheil 
Die ‚dritte Art läht ganz und ‚gar feinen Durchmeffer zu. 
Die vierte Art hat allemal einen Durchmeſſer, weicher 
vi Drdinaten, die einer Aſhmptoͤte parallel find, haibl⸗ 
Die funfte Her Hat drey Durchmeſſer, welche die den 
** Aſymptoten vatallelen Ordinaten in zwey gleiche 
Theile thellen. Die ſechſte Art kann keinen Durchmeſſer 
befommen. Die fiebente Art Hat einen Darchmeffet für 
‚ bie Ordinaten, die der aus dem Faktor x — my entfprins 
genden Aſymptote parallel ſind. Die achte Art hat einen 
| Durhmefier für die der Age parallelen Ordinaten. Die 
neunte Het hat zwey Durchmeſſer, einen für die Ordinaten, 
die der Are, den andern fuͤr diejenigen, welche der einen 
‚ Aymptote parallel find. Die zehnte Art koͤmmt mit dee ° 
achten, .und bie eilfte mit der neunten überein. Ehen fo 
AR die zwoͤlfte Art in Anſehung der Durchmeſſer der achten, 
und die deegjehnte der neunten gleich. Die vierzehnte Art 
hat einen Durchmeſſer für die Ordinaten, welche der Are 
\ parallei ſinb. Die fünfjehnte und ſeche jehnte Art laſen 
gar keine Ordinaten zu, welche die Curve in zwey Punkten 
ſoanitten und konnen fol zuicd auch feinen Durchnieſſer has 
den. Die Eigenſcaften diefer ‚Durtgmeifer. findet man 
beym Neiwton ausfuͤhrlich bemerkt, und es ſchien daher 
nißtig, fe te ſelbſt hier inögefümmt an iufäbeen. 
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Ob gleich ben den Gleichungen, die wir oben —(8. ar) 
für die einzelnen Arten der Linien der dritten Ordnung mits 


getheilt haben, die Coordinaten x und y rechtwinklig ans 


genommen worden find: ſo mird doch die Natur diefer Ars 
ten nicht verändert, wenn man die Koordinaten. unter ir⸗ 


gend einem andern Winkel gegen einander geneigt feyn läßt, 


Denn es bleibt die Menge der ohne Ende fortlaufenden 


Schenkel diefelbe, man mag die Coordinaten rechtteinflig, 
oder auf irgend. eine Art fchiefminklig annehmen. Ja cs 


keidet auch Die. Natur der ohne Ende fortlaufenden Schens . . 


kel durch Annahme eines andern Coordinaten-Winkels kei⸗ 


de Veränderung, fondern es bleiben dabep die parabalis 


ſchen Schenkel paraboliſche, und die hyperboliſchen hyper⸗ 
boliſche. Endlich geht dadurch ſelbſt in der Art. der Schen⸗ 
kel, ſowohl der paraboliſchen als der buperbolifchen, keine 
Veroͤnderung vor, Es gehoͤrt daher jede Curye, welche 
nach der ſie ausdruckenden Gleichung zu der erſten Art ge⸗ 
rechnet werden muß, unabaͤnderlich zu dieſer erften Art, 
man mag die Epordinaten rechtwinklig oder ſchiefwinklig 
annehmen, und eben ſo verhält es ſich mit allen übrigen 
Arten. 


8. 299, 
Sddrankt man ſih alſo nicht auf rechtwinklige gwur 


naten ein, ſondern läßt den Winfel, melden fie einfchliefg 
fen, willkuͤhrlich ſeynz fo wich, der Umfang der obigen Biel, 


ungen nicht nermindert, menn man 
yaFAuUjiSt-muswudmutanmr | 

fegt, ‚Nimmt man aber den Soordinaten: Winkel willfähes 

lich an, fa laſſen fich die gedachten Gleichungen auf eins 


füchere Kormen zuruͤckbringen. Auf dieſe Art hekdmmt J | 


won 
\ 


v 


r 


V.d. vornelwnſten Ehenſh tb. leicrd deitendtdn io 


man für die einzelnen Yrten der einien der dritten Ordnung 
folgende möglich einfächfte Oieichungen mWeiſchen den ſwlel⸗ — 
wintigen Coordinaten t und u: 
3 Die erſte Are. 
alter tanuu)f auurbtrcu tie 
mern weder n == 0, noch do iſt. 
Die zweyte Art. 
y(tt ẽäünnun) + auu Tourdzte 
wenn'n nit > o iſt. 
Die dvitte Art. 
uttt — nnuvu) auuPeht peupam 
wenn weder n = 0, noch bo, gb nbter- 


—— — — —— — 
D 


Die vierte Zen, 
 u(tt—nauu) + auu * cufd=zao 


Wenn veder nam, wo· = o iſt 


Die ff 
ut ag u \ 


— Dean ih = iR 
| Die fechsre Ant, 
! tnutasttbrteufdee 
Kenn weder aa, noch e S a N 
. Die ſiebente Ar. 
| suufatetrbiiime 
“ wenn a nit == o iſt 
IT Die ach A 
 tmarbbttentd=go 
ran weder b ==. 0, noch e mie if, pie 


— --7-- 
x 


v 


| S 


6 


Big dis, Zeinie Ct 1 


Die neunte Art. | 
J tw} bbtid=oe 
wenn, b nit = a iſt. 

‚Die zehnte Art. 
dze | 
wenn weder,b = .0, noch 0 = o if. 

u: Diele An +" 
tun — bbt Ir do 
wenn nicht oe 5 
Baal} 727°). 20 SE 
aerrdee 
wenn nicht =. 6. 
Die dreyzehnte Art. 
ei * ‘= = o | 
Die vierzehnte Art. 
aꝛ aritcourdeic | 
Dig. funfzehnte Art, . 

-wtratntbetd=e Zr 

wenn & nit &’o iſt. 
Bie ſechbꝛehnte Kiki 
naur are p 
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260, 


- Die allgemeine Gleichung für die Linien der vierten 
Ordnung if: 


uyatay3ztyy2x2 Feyx3 tee toys bayaxh 


$yx2tıx3tayy Tayxtauxxtytixt 20 
die aber, wenn man ſowohl den Coordinaten⸗ Winkel, als 
die Lage der Are, und den Anfargepunft der Ab ſciſſen vers 
‚ändert, auf vielerley Art, je nachdem der Fall if, auf eins 


fachere Formen gebracht werden kann. Um aber, nach 


der erklaͤrten Methode, alle unter dieſer Ordnung begrif⸗ 
fene Arten, oder vielmehr Geſchlechter, [$. 238] zu. Anden, 
muß man das hoͤchſte Glied dieſer Sleichung betzadıten, 


und dann entfliehen folgende File: 
| Menn alle vier einfache — * dieſes Bone Ole 
des knaginde fm: J— 
ri oo 


. Denn nur * * veel da einander . —2* 
ſind. J ⁊ 


Wenn * zwey Faktoren reell wid einander gleich * | 


IV. 


Wenn alle vier Faltoren reeſl, und, fein nem von. 


I aͤbrigen gleich iſt. 


4‘ 


V. 


| ws | Bwentes Buch, Eifi Capitch 
Y 
Wenn zwey Fartoren einander gleich, die Abrigen aber 
ungleich find. vr 


Wenn je FR und iwey Faktoren einander gleich ſind. 
vil. 

Bert drey einfache Saftoren einander gleich ind. 
VII. Ä 

Bm alle bier Saftoten einander gleich ſi find 


Eerſter Fall. 


$. 268; oo 
Bean alle Saftoren des höchften Gliedes imaginär And, 
fo hat die Curve gar keine ohne Ende fortlaufende Schen⸗ 
tel; ımd da wir bier die Verſchiedenheit diefer Schenkel 
als Eintheilungsgrund gebrauchen, ‚fo bietet diefer Fall 
‚vide mehr als ein einziges Geſchlecht dar. Es begreift alſo 


Das erſte Geſchlecht 


die Euren, die gar feine ohne Ende fortkanfende Schenk on 


Haben, und beren Natur, wenn man die einfachſte Gleichung 
nehmen will, durch folgende Gleichung ausgedrudt wird: 
(7 } minua) (py--apay Fagxx) tay2xt byxa? 
eyyidyxctesxtfyFgrthio 

wenn pp kleiner ald qq if. Denn da fi in dem hoͤchſten 
Gliede die Größen ya und x nothwendiger Weiſe befins 
den, ſo kann man, durch Bermehrüng oder Berminderung 

der Toordinaten x und y um cine gegebene Größe, machen, 
bob y> und «3 auß dem smepten Stiee e wegfallen = 

Swepter Sal 
4. 26%. - | 
a nur it Saftören des böcften Gliedes cat 

und dadey einander. nicht nie find, fd kann man er | 
er⸗ 


— — 


bie Steihung: 
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Beränderung des Eoordinaten-Wintels und der Are es die 
bin bringen, daß der eine von dieſen Faktoren x und der an⸗ 
dere y wird. Hierdurch bekommt man folgende Gleichung: 
yx(yy—2myxtnnaıx) Fay2xtbyx3t ey * 
dyxtexxtfytgsth=e 
wo zum Pleiner als in ift, 
Denn da in dem hoͤchſten Bliede y3x und yx3 nothwen⸗ 


| diger Weife da find,- fo kann man in dem zweyten Gliede 
78 und x3 weglaſſen. Es hat bemnach die Curve zwey 
geradlinige Aſymptoten, davon die eine durch die Gleichung 


yo, und die andere duch x == 6 ausgedruckt wird. 
Die Art der erften zeigt die Sleihung: 
anyx3 Fexxtgxthm=e 
und die Art der andern dieſe: 
xys Feyyrfytrhmto 
an. dieraus entſpringen alſo folgende Geſchlechter: 
u Das swerts Befchlecht Ä 
bat itoep geradlinige Aſhmptoten, bepde von der Art 


um 3 ‚ wenn weder e noch seine verſchwindende Groͤße iſt. 


Das dritte Geſchlecht 
hat zwey geradlinige Aſpmptoten, die eine von der At 


am. re 2 die andere von der‘ Art u Fr und wird ru 
yx(yy — amyx * nnzx) — * eyrtärst 

fytgxth=o 

auegedeuct/ wenn weder c == 0, noch g == L. iſt. 


Das vierte Geſchlecht I | 
du zweh geradlinige Aſpmptoten, die eine von der Art > 


umn, die anere u um & si ie And wird durch 
die 


\ 


er '* 5 seme Sub oT San, . 


J 
0 


die Gleichunge | 
anyz amyx T nnxx) } wertete ir t. 
Ä fy tr h, == ° 
autgedrudh ‚ wenn e nicht = 0 if. — 
Dos fünfte Geſchlech 


® “a 
RB 
.. 


det zwey geradlinige Afymptdten, beyde von. der Kt 


wer er and wird durch die Steihung: | 


y2Qr7- — 2inyx Tnnxx)} ay?x + byx= r a7 * 
| | fytgxth=o | 
üßgedruet, wenn weder fo, noch g=o iſtt. 

| Das ſechſte Geſchlecht F 

Bet zwey axradlinige Aſymytoten, die eine von der Art 


w=—, die andere von ber. Art um —Z und wird durch | 


=. 


| die Sleidung: | | 
oo yxly— zmyx{nnzx)t ayax T byxz tür r 
\ fyth=o oo 
auegedruckt, wem f nicht = oif. 
| Tas fiebente Geſchlecht. 


bat zwey geradlinige Aſymptoten, bebe von der Mit | 


um = und wird duch die Gleichung ausgedrudt: 


 ya(yy— amyx à Eæx) Fayx % byax dyr tee 


oe 


wenn an alenthalben größer als mm iſt. 
Dritter Sal, 


Wenn die ermäßnten beyden Faktoren des hoͤchſten 


Sliedes die einzigen reellen, und einander gleig Mind: % 
befommt die Steichung folgende | Form: | 
yy Gr. — amyx + nnxx) T ayxx + bx3 * eyy * At 
ext fytgriime 


BR 29 7003 5 45,.7°7377.7.2° Verne PR 
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Wofern nun b nicht S'o iſt, fo giebt dieſe Gleichung 
Das acht: Geſchlecht, 
welches eine paraboliſche Afpmptote von den at 
uu = Achat. 
Wenn aber b= =oift, fo wird, wenn man x x x 
fegt, ri 
yy r — r — — — 7 ——- 0 


nnx ‚nnxx 


il nun aa Pleiner * une, fo entſteht 
Das neunte Befchlecht, 


welches feinen ohne Ende fortlaufenden Ehenkel bat, 


Wenn b= 0, und aa größer ald 4un\e, aber g nicht 
eo, iſt, ſo entſteht | N 


Das zehnte Befchlecht, 
weidet zwey einander partallele Aſomptoten von der 
Artu — — — hat, | 
end =o,udg=o, und aa a größer ale anne 
iſt, fo ergiebt fich - ’ 
Das eilfte Geſchlecht, 


weichen zwey einander ‚parallele Alymptoten von der 


Wenn ** =o, , und aa == Anne, aber g nit = o iſt, 


fo entſteht 
Das ʒwoͤlfte Geſchlecht, 


vweler eine hyperboliſche Aſompiote von der Het 


u=- hat, 


Senn bz0o;g=o; undaa= anne, und h eine 
negative Groͤße iſt, ſo entſteht i | 
Eulers Einl.in d. Anal.d.Unendl, IS, D Mas 


A . et an nur u een 


/ 
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Das dreyzehnte Geſchlecht, 
welvee eine hyperboliſche Aſymptote von der Art 


au=2 hat. 


‚ Wenn hingegen =0o; g =0; aa m 4nne, undhb 
eine pofitive Größe ift, fo ergiebt ſich 


Das vierzehnmte Gefchlecht, 
welches gar keine ohne Ende fortlaufende Schenkel Bat 


« | vierter Fau. 


9. 264; 

Sind alle vier einfache Faktoren des hoͤchſten Gliedes 
reell und unter einander ungleich: ſo hat die Gleichung fol⸗ 
gende Form: 

ον — ayex by22 eyytdyxt 
exxtfytrgxrh=o 

Es hat alſo die Curve vier geradlinige Aſymptoten ent⸗ 


A A 
weder von der Art = — Zi oder von der Art u = ger 


ode von der Art u = a z; und. daher ergeden ſich, wenn 
man die $. 251 gegebene Berideif befolgt, folgende Ges 
ſchlechter: 


Das funfzehnte Geſchlecht, 
welches vler hyperboliſche Aſpmptoten, jede von der Art 


A 


Das Techsschnte Geſchlecht, u 
welches vier hyperboliſche Afymptoten, drey won der 


PEN r A A . 
Aus —, und eine von der Art u hat. 


J Das 


.. 


” ( — 
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Das ſiebenzehnte Geſchlecht, 
welches vier hyperboliſche “hmpissen, drey von der 
Art u* = und eine von der Art um — — hat. 
Das achtzchnte Oseötei 
welches vier hyperboliſche Afymptoten, zwey von der 
Fu A 
Atu= -, und zwey von der Art u= F hat. 
Das neunzehnte Geſchlecht, 
welches vier hyperboliſche Afpmptoten, zwey von der | 
A A 
Art u* Fu eine von der Art u — er und eine von 


J 


der d Art um 5 I Hat, 


Das zwanzigfte Befchlecht, 
welches vier hyperboliſche Aſpmptoten, zwey von der 


Art N ne und zwey von der Art u —* = Hat. 


Das ein und zwanzigſte PIE 
welches vier boperbeliſche Upmptoten, joe von der 


Art un — = Hat. 


Das ʒwey und zwanzigſte Geſchlecht, 
welches vier hyperboliſche Mipnbtoten, drey von der 


tum * A er und eine von der Art u. er bat. 1 


Das drey und zuwanzigfte — 
welches vier hpperboliſche Aſymptoten, zwey von der 


Au = 25, und ʒwey von der ft u su. hat, 
| 82 je 
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/ 


| Das ‚vier und zwanzigſte Geſchlecht | 
weis vier hyperboliſche Afpmptoten, jede von der 


det um. hat — 


Sondrer Fall. 
— 265; . 


Wenn zwey Faktoren des hoͤchſten Gliedes gleich, und 
die beyden uͤbrigen ungleich ſind, ſo hatt die Gleichung fob 


4. 


gende Korm: 


yyx(y Enx) Tr ayxx ybx3 + cyy +.dyx 1 exx r 
fytgxıth=o 
Sier ergeben fi) zuvoͤrderſt in Anfehung der gleichen Fak⸗ 


toren alle die Geſchlechter, welche wir beym dritten Kalle 


gehabt haben; und dabey theilt fich ein jedes derfelben in. 


fo viele, als die ungleihen Faktoren hervorbringen, oder, 


als der zweyte Fall enthält. = Weberhaupt alfo entfpringen 
aus dieſem Falle ſechsmal ſieben, d. h. zwey und vierzig, 
Geſchlechter. Unter dieſen ſind aber zwey unmoͤglich, nem⸗ 
lich, von ‚die bepden parallelen Aſymptoten von der Art 


i=- "find, von den übrigen aber die eine zu der Art. 


A rn . | . A 
1-7 und Die andere enttweder zu der Art u = * oder 


wie Art u > gehort. Es bleiben alſo nicht mehr als 
vierzig Geſchlechter Adrig, die, mit den vorhergehenden zus: 


fammengenommen, vier und fechszig®efchlechter ausmachen, 


und welche alle einzeln anzuführen viel zu weitläuftig fepn 
wurde. Auch tar ich, da ich noch nicht jedes davon habe 
unterfuchen fönnen, nicht ‚mit Gewißpeit behaupten, ob nicht 


noch mehrere namdsliqe de darunter befindfich find, Wer ins 


& . "; R def ’ 
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deß diefe Unterfuchung nad den mitgetheilten Borfchriften 


unternehmen will, der wird im nöthigen Kalle die Anzahl 
der Gefchlechter leicht zufammenziehen und verbeffern koͤnnen. 


Sechster Sal, 
$. 266. . 

Diefer Fall, bey welchem je zwey und zwey daftoren 

einander gleich find, ift in folgender Gleichung enthalten: 
yyx<t ay? 7 bx3 tcyytdyx}+ exxt fy tr gx r 

h=o 

Jedes Paar gleiche Kaftoren, für ſich genommen, giebt fieben 
verfchiedene Fälle, und beyde Paare, zufammengenommen, 
geben daher neun und vierzig Geſchlechter. Da aber h 
nicht zugleich pofitiv und negativ feyn kann, fo werden 
zwey davon unmöglich, und es bleiben Daher überhaupt 
fieben und vierzig Geſchlechter übrig; eine Anzahl, die ebens 
falls größer ift, als daß Hier alle einzeln follten angeführt 
werden koͤmen. Bis jegt haben wir alſo Hundert und eilf 

Geſchlechter gefunden, i oo. 


Siebenter Fall 
re 
‚Wenn dren Taktoren einander gleich And, fö Bat. die 
Bleihung folgende Korm:. | 


y’x t J bx3 tcyytdyx? exxtirt 5x + 


h=o 
Hier giebt der Saftor x 


fü 
eine Aſomptote von der Kt = —,tpenn enist=ai; | 


eine Aſymptote von der Art a* a wenn c= a, aberf 
nicht = o iſt; 


td ‚D3 eine 


an. 


x 
\ 


= 


r 
£ 
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a & 
eine Afymptote von der Atu= ‚ wenn emo, und 


J foa Fi 
Hiernähk giebt der Faktor y3 eine patabolifche Afomptote | 
von der Art u2 Att, wenn b nicht 0 iſt; wenn aber 
bo ft, fo wird, wenn man x unendlich nimmt, 


J 
pPiartäytentg HE =. 


Hier ift wenn e nicht = 0, 
.. y3tayıtexm 
woraus denn,. wenn auch a nicht = o "iR, 
 y2fax=o, wm ayt e=o 
flieht: : und es hat alfo hier zugleich eine paraboliſche Aſym⸗ 
ꝓtote von der Art uu = At, und eine hyperboliſche ſtatt, 
Die durch folgende Gleichung ausgedruckt wird: 
. e3 de cee—aferaah 
| ‚arts 577 st Zum 


Wenn alfo nicht erpPaade acg = o tft, fo gehört diefe ° 
A 
Br Aſymptote zu der Art u re im entgegenftehenden Falle 


aber zu der Art u = * Wenn hingegen A0 , und e 
sig 20 o iff, fo ift | 


y’Tter =o 

und dieſ Gieichung giebt eine paraboliſche Aſymptote von 
der Atuw3 At. Iſt aber e— o, und a S o, ſo wird 

y23dy820, 

und dieſe Gleichung giebt entweder eine einzige Aſymptote 
von der Art u = * oder drey von eben der Art, oder 
A J A 

7, und eine von⸗der Att uu T, 


N 


_ Ä oder 


eine von der Art u 


\ 
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N 


oder eine von der Art ua =”. Weberhaupt alfo giebt es 


hier ocht verfchiedene Zälle, die mit den dreyen, melde 
der Faktor x an die Hand giebt, multipfichet, vier und 
zwanzig Geſchlechter erzeugen. Die Anzahl aller bisher 
gefundenen Geſchlechter beläuft ſich daher eu bundert und 
fünf und dreyßig. | | 


Achter Sal, 


$. 268. 
Wenn alle Kaftoren. einander. gleich find, fo findet fob⸗ 
gende Gleichung ſtatt: 
y2 Fay2xtbyxx+kx3 Ccyy dyx de exx Pr 
fytrgxıth= 
Bier entfieht, wenn k nicht = oft, 


Dos. hundert md feche und dreyßigſte Geſchlecht, 


wioe eine einzige paraboliſche Alymrptote von der Act 
= At3 hat. i 
"ei ko, b.aber nit = o iR, fo wird: 
y4 tbyxz fexx=o 
und daher 
ystbxıx=o,mdbyTer= o. 
Hieraus fließt für die geradlinige Afpmptote byFe=a 


ae2x cee dex 


-&yt et „ aedr „cee der 
| 7 Sb 15 ẽ 


% 


Migyımo 


| und es gehört daher die Aſymptote, wenn nicht 
ae bee — bbeso 


iſt, zu der Art =, m entgegenftehenden Falle aber 
SS a8 


ln - Ri J 
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u, der Art u * Es ergeben fi id alſo hieraus 


Das hundert und fieben und Drorigfte Geſchlecht, 


welches eine paraboliſche Aſymptote von der Art 


= Att) und eine hoperboliſche von der Art um. * 
* und nt 
Das hundert und acht und dreyßigſte Geſchieche, 
welches eine paraboliſche Aſymptote von der Art 
3Att, und eine hyperboliſche von der Art u. - 
hat. 
5. 269. 
Nun ſey —E * 0, und b= o, fo daß 
y+ + ay2xteyytäyxt exx}r fytgxt. h=o 
werde. Iſt hier eniht=o, fo wird 
y4 * ayyx texx =o 
| und diefe Gleichung ift unmöglich, wenn a a kleiner als 4e 


iſt. IR hinaegen aa groͤßer als 4e, fo erhält man zweh 


paraboliiche Aſymptoten, die zu einerley Are gehören, von 
der Art uu = At; undiftaamge, fo falten diefe beyde 


Narabeln in eine zuſammen. Es ergeben ſich alſo hieraus, | 


das hundert neum und dreyfigfte, viersigfe, und ein und 


vierzigfte Gefchlecht. 
Iſt aber e o, fo daß man dieſe Gleichung Bat: 
y4r ayyxteyytäysifytgsthmo 
fo wird, wenn a nicht ==.0 iſt | 
y4 Tayyx Tcyy + dyxtgz= o 


und 


- 
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und affo, wenn fowohlyytax=o, ald y= einer bes 

ſtaͤndigen Größe ift | 
| ayytdyrg=o 

woher denn y entweder zwey verfchiedene, oder zwey glei⸗ 

de, vder zwen imaginäre Werthe bekommt. Im erften 

Galle Hat die Curve außer einer parabelifchen Aſomptote 


zwey parallele Afgmptoten von der Art u = = im zwey⸗ 


ten eine von der Art uu= =, und im dritten gar Peine, 


Man befömmt alfd hieraus wieder drey Gefchlechter , das 
hundert zwey und vierzigfte, drey und vierzigfte, und vier 
und vierzigfte, . 


$. 270. | 
Nun fen auch a = o, fo daf die Gleichung Ä 
y+TceyytrdyxtTfyfgxth=o 
werde. ft Hier nicht do, fo hat die Curve eine para⸗ 
bolifhe Aſymptote von der Art u3 == At, und eine gerads 
linige, die durch die Gleichung dy F g == o ausgedruckt 


vird, von dei tum * Endiich hat Die Curve / wenn 


d it, eine parabolifche Afymtote von der Artus At; 
‚und fo haben wir in allem hundert und ſechs und vierzig 
- Gefchlechter der Linien der ı zrten Ordnung, davon aber 
die meißten viele von einander fich ſehr unterſcheidende Ar⸗ 
ten unter ſich begreifen. 


g§. AT. 
Hieraus läßt ſich hinlaͤnglich abnehmen, wie fehr die 
Baht der Geſchlechter der Linien der fünften und der uͤbri⸗ 
5 | gen 


J 
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J höhern Ordnungen wachſe, ſo daß eine vollſtaͤndige 
Anfuͤhrung derſelben, dergleichen bey den Linien der drit⸗ 
ten Ordnung unternommen iſt, allein ein weitlaͤufti⸗ 
ges Werk erfordern wuͤrde. Was aber die vornehmſten 
Eigenſchaften der Linien der vierten und der hoͤhern Ord⸗ 
nungen betrifft, fo'laflen ſich dieſelben aus der allgemeinen 
Gleichung einer jeden Ordnung auf eine aͤhnliche Art fin⸗ 
den, als ſolches oben bey den Linien der dritten Ordnung 
geſchehen iſt, und ich hakıe es — a für BR das 
: bey zu verweilen. | 
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} 


wenigſten Dimenſionen hat. 
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finien. 


$. 272. 
Die unterſuchungen der vorhergehenden Capitel hatten 


die Geſtalt der krummen Linien, welche fie, ins Unendliche 
fortgefuͤhrt, haben, zum Gegenſtande; wie aber dieſe Ge⸗ 


ſtalt in dem endlichen Raume ſey, iſt öfters. ſehr ſchwer 


aus der Gleichung zu erkennen. Denn man muß zu dieſer 


Abſicht aus der Gleichung die Werthe, weiche die Applicate 
fuͤr einen jeden endlichen Werth der Abſciſſe bekommt, ent⸗ 
wickeln, und die imaginaͤren von den reellen abſondern; 
ein Gefchäft, welche. bey den @leichungen der höhern 
Grade gemeiniglich die Kräfte der Analyfe, fo weit fie 


befannt if, überfteigt. Giebt man nemlich der Abfciffe 
irgend einen endlichen Werth, fo kann man die Applicate 
als die unbekannte Größe in der Gleichung betrachten, und 


es hängt demnach die Auflöjung der Gleichung von der 
Anzahl der Dimenfionen ab, welche die Applicate darin 
hat. Es läßt fich aber dieſes Gefchäft ſehr erleichtern, - 
wenn man die Gleichung durch Annahme einer bequemern 
Are und eines zweckmaͤßigen Coordinaten Winkels auf eine 


. infachere Korn bringt; fo wie dazu auch, da es gleich ift, 


welche Coordinate man als die Abfcifie betrachten will, die 


Verwechſelung der Eoordinaten beyträgt, wenn man Dies 


jenige die Applicate ſeyn laͤßt, welche in der Gleichung die 


. 273. 
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4. 273. 
Wolle man }. B. die Geſtalt der Linien der dritten Ord⸗ 


“nung, die zu der erſten Art gehören, beftimmen, fo muͤßte 


man die einfachfte Gleichung für diefe Yet, die-$. 258 mits 
getheilt worden ift, zum Grunde legen, und von den Co⸗ 
ordinaten-t und u die erfte t als die Applicate, und die ans 
dere u als die Abfciffe betrachten, weil t nur zwey Dimens 


ſionen hat. Man hätte alſo eine Gieichung von diefer Kom: | 


' abytaxxtextd—nnx3 
7 wu Mn 
- and daraus erhielte man durch die Aufloͤſung: 
_bEV bbtdxtexx tax? —nnx@) 
EEE 
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Es hat folglich in den. Sällen, in welchen bie Werthe 

von x der Funktion 
bb+axtexxt ax3- — nnx# 

einen pofitiven Werth ertheilen, die Applicate einen dop⸗ 
peiten Werth; wenn aber Biefe Funktion verſchwindet, fo 
kommt der Applicate y nicht mehr als ein Werth zu, oder 
es werden beyde Applicaten einander gleich; und wenn det 


— 


. Werth der Funktion negativ wird, fo find die Applicaten 


imaginär, oder ed gehört dann gar feine Applicate zu den 
Abſciſſen. Es koͤnnen aber die Werthe der gedachten Funk⸗ 
tion, wenn fie pofitiv gewefen find, nicht anders negativ 


werden, als wenn fie vorher gleich geweſen, oder die 


Zunftion == 0 geworden iſt; und es find daher vorzuͤglich 


die Fälle zu erwägen, in welchen 

 bbrdx?}r exxtaxd uno 
wird. Die muß nun zum menigften in zwey Fällen ges 
ſchehen, weil ihe Werth, fo oft x, es mag poſitiv oder 


ne⸗ 
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negativ ſeyn, eine gewiſſe Grenze überfehreitet, negativ 
wird: und es braucht daher die Abſciſſe auch nur bis zu einen 
gewiſſen Grenze genommen zu werden, weil die Applicaten 


jenſeits dieſer Grenze imaginde find. 


| oo 9. 275. 
"Angenommen, daß der Ausdruck. 
bbrdxrexxtax3— nnx4 


= nur zwey reelle Faktoren habe, oder mie in zwey Fällen 


== o werden fönne; welches ſtatt findet, wenn die Abfeiffe 
in den. Punkten P und S, Fig: 49, fich endet, mo es nur 
eine einzige Applicate giebt: ſo werden die Applicaten duch 
den ganzen Raum PS hindurch reell und doppelt, jenfeits 
P und S aber. indgefammt imaginde fepn, und alfo die 
Curve zwiſchen den Applicaten Kk und Nn liegen. Die 
Applicate in dem Anfangepunkte A aber wird eine Aſym⸗ 
ptote der Curve werden, und überdem diefelde auch in ivg 
gend einem Punkte ſcyneiden. Denn fat man x 0, a 
wird 


Y(brdx texx Fax — and) = = b 1 
und alſo | 





x ... 
d. b. es if entweder = oo, oder y =. Es hat alſo 


in diefem Galle die Curve eine folche 8 ch die zoſte 
Gigue darſtellt. 


| U 6. 276. 
Nun Habe der Ausdrud | 
bbtdxTcıx Faxi — nnxt . 
vier 


_ 


- Bere Su6. Zub Capitel. 


vier einfache. reelle und- einander ungleiche Faktoren, und 


— 


werde alſo in vier Fällen = o. Asdann müffen die Applis 


taten an eben fo viel Drten P, Q,R, und S die Curve in 


einem einzigen Punfte berühren. .Da nun die Applicaten 
durch den Raum der Are XP imaginär gemefen ſeyn wuͤr⸗ 


den; fo find fie durch den Raum PQ hindurch veell; bier 


auf werden fie duch den Raum QR Hindued) imaginär, 


und in RS. find fie abermals reell, aber jenfeits S nach X 


zu wieder imaginär. Es beſtehet demnach die Eurve aus 


zwey von einander abgefonderten Theilen, davon der eine 


innerhalb der geraden Linien Kk und LI, Fig. 51, und 


dee andere zwifchen den geraden Pinien Mm und Nn liegt, 
Und da die Applicaten in dem Anfangspunfte der Abfciffen 
reell find, fo muß diefee Punft in einem von den beyden 


Theilen der Are PQ oder RS liegen. Es bat demnach - 
dieſe Curve eine Geftalt, wie die sıfte Figur zeigt, -und 


befieht aus einem Ovale, welches von der andern Curve, 
Deren Afpmptote DE ift, entfernt liegt, und das are 
zige Oval genannt v wird, ? 


Ld 


” 4. 277. 
Bann zwey h Wurzein einander gleich find, fd fallen ent⸗ 
weder die Punkte P und Q, oder Qund R, oder Rund S 


zufammen. Aber wenn das erfte ftaft finden follte, fo 
“müßte, da A zwiſchen P und Q liegt, jede dieſer Wurzeln 


x feyn, und diefes ift, da b nicht fehlen darf, unmöglich. 
- Wenn hi®:gen die Punfte R und S zufammenfallen, fo 


wird das zugehörige Oval unendlich klein, und geht in einen 
zugehörigen Punkt über. Fallen ferner Q und R zufanıs 


men, fo ift das Oval mit den übrigen fo verbunden, daß 
eine Enotige Eutve, Fig. 52, entſteht. Wenn endlich 
drey Wurzein gleich find, oder:bie Punkte Q, Rund S zus 
| fams 


- 


| Don ber, Erforſchung ber Geſtalt der Curven. 32 3 


ſammenfallen, ſo geht der Knoten in eine ſcharfe 
Spitze uͤber, wie ſolches die 53ſte Figur darſtellt. Auf 
dieſe Weiſe finden bey der erſten Art fuͤnf verſchiedene 


Faͤlle ſtatt, und Daraus hat Newton eben ſo viel verſchie⸗ 
dene Arten gemacht. 


$ 278. j 

.. Auf. eine aͤhnliche Art find die Unterabtheilungen ber 
übrigen Arten vontZewron gefunden worden, indem alle Gleis, 
- ungen fo befchaffen find, daf die eine von den Coordinaten 
nicht mehr als zwey Dimenfionen hat. Wenn aber die’ 
eine Coordinate nur eine einzige Dimenfion hat, fo if die 
Geſtait der Curve fehr leicht zu finden. Es hat nemlichd die 
Gleichung alsdann diefe Korm 
| y=P 
* fo daß Pirgendeine rationale Runftion von x ift, und edmag 
daher der Abſciſſe x ein Werth bepgelegt werden, was für 
einer es ſey, fo erhält y auch ſtets einen einzigen Werth, und- 
es begleitet alfo die Eure ununterbrochen die Are auf beys 
den Seiten. Wenn P eine gebrochene Funktion ift, fo 
fann e8 fich ereignen, daß die Applicate an einem oder an 
mehreren Orten unendlich, und alfo eine Afymptote der 
Eurve wird; und zwar geſchieht dieſes alsdann, wenn der 
| Renner der Zunftion verſchwinder. 
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| > J 
Setzt man alſo y = oO’ fo zeigen alle reelle Wurzeln 


der Gleichung Q=o jene unendliche Applicaten an, denn es 
gieht eine jede Wurzel dieſer Gleichung, 3. B. x fzu.erfennen, 
daß die Applicate, wenn man die Abſciſſe x = fnimmmt, unends, 
Hateon werde weil daber Qz=eift, Gerner erhellet, daß die 

Appli⸗ 
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v 


— 


Applicaten, wenn ſie poſitiv geweſen ſind, da x groͤßer war 


als f, negativ ſeyn werden, wenn x kleiner als f wird; 


und es iſt demnach die Applicate eine Aſymptote von der 


| A 
Form u —,.und dies if überhaupt von allen ungleis 


hen Zaftoren zu merfen. Wenn aber Q zwey gleiche Fak⸗ 


toren (X — 5)2 hat, fo bleiben die Applicaten, wenn fie 


poſitiv find, wenn x-größer als f ift, ebenfalls poſitiv, 


= wenn x kleiner wird als f, und foenn x—= fwird, ſo wird 


A N 
| die Applicate eine Afomptote von der Art we Hut 


endlich der Nenner Q drey gleiche Faktoren, (x — 53, o 


haben die-Applicaten mieder, wie im erſten Zalle, vor und 


nach der unendlich großen entgegenſtehenden Zeichen. 


MR | J 8P ‘ 280, . . . 


Nach diefen Gleichungen laſſen fi diejenigen fe leicht 
behandeln, die unter der Form 
aPy—R 
= a. 


begriffen find, woP, Q und R ganze Funktionen von x von 


irgend einer Art anzeigen. Aus diefen Gleichungen’ bes 
fonimt die Appficate für jede Abſciſſe x entiweder einen’ 
doppelten oder gar feinen Werth; jenes findet ſtatt, wenn 
PP größer als QR, und dieſes, wenn PP kleiner als OR 


ern und. es ift daher in jeder Grenze, welche die reellen 


Applicaten von den imaginären trennt, PP = QR,,. und 
P 
folglich yAaoı oder, es berührt Diefe Applicate die Eyrve. 


in einem einigen Punkte Man betrachte alſo, um die 
Sehalt der Eurve kennen zu lernen, die Gleichung 

Pr = QR=9 Ä nr 

deren 


%ı 
/ 
[3 
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deren reelle Wurzeln die Derter geben werden, wo die Aps - 
plicaten die Curve. in einem einzigen Punfte berühren. 
Man bemerke diefe Punkte in der Axe, fo werden, wenn 
alle Wurzeln. einander ungleich find, die Theile der Age 
zwifchen ihnen wechſelsweiſe zwey reelle und imaginäre Ups 
plicaten haben, und folglich die Curve aus fo viel von eins 
ander abgefonderten Theilen beſtehen, ald es dergleichen 
Abwechſelungen giebt, weihes denn eine Duelle von zuge 
dorigen Ovalen iſt. I 
$, 28 | 
Wenn die Bleihung PP—QAR=o zwey gleiche Murs | 

| zeln bat, fo fallen von jenen in der Age bemerften Punkten on 
zwey zuſammen, und es verſchwindet dadurch ein Theil der 
Are, entweder ein ſolcher, der imaginaͤre, ‚oder ein ſolcher, 
der reelle Applicaten hat. Im erſten Falle entfieht eine 
£notige Linie, wie Kig. 52, im andern ſchwindet ein zuges 
hoͤriges Oval in. einen Punft zuſammen. Pat die Gleichung 
PP—-OR=o drey gleiche Wurzeln, fo wird der Knoten uns 
endlich klein, und geht in eine Spige über, wie ig. 535 
und hat fie vier gleiche Wurzeln, fo fchwinden ehtweder 
zwey zugehörige Obale in einen Punkt zuſammen, oder es 
giebt in der Spige einen Knoten, oder zwey an dem Schels 
tel entgegengefegte Spigen. Sind fünf Wurzeln einander 
gleich, To ergeben ſich daher eigentlich Feine neue Arten; 
denn es entfteht eine Spike ‚ in welcher nicht, wie vorhin, 

- ein, fondern zwey Ovale in einen Punkt zuſammenſchwin⸗ 

" den: und auf aͤhnliche Art bringt auch die Sleichheit einer on 

no größern Anzahl der Wurzeln Feine nene Verſchieden 

beiten in der Geftalt der Eurven hervor. ' 


$. 282, | x 

x. De Knoten, oder der Durchſchnittspunt zweyer Scens 

kel einen Curve wird auch doppelter Punks genannt, weil 
ulers Einl. in d Anal d. Unendi II8. DB : die 


| 








m — — nn un 
. 


\ 
l 
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A 
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die gerade einie, welche die Curve in diefem Punkte {ones 


det, angefehen werden muß, als fehnitte fie diefelbe in zwey 


Punkten, Wenn durch den Knoten noch ein anderer Schenkel 


‚ "Der Eurve gienge, fo wuͤrde dadurch ein Drepfacher Puntt, | 


ſo wie, wenn zwey doppeite Punkte zuſammenfielen, ein vier⸗ 


facher Punkt entſtehen, woraus ſich denn die Entfichungss 


artund die Natur der vielfachen Punkte überhaupt, erkennen 


läßt. Es tft demnad) auch jedes verſchwindende Oval oder, 
jeder zugehoͤrige Punkt ein doppelter Punft, und eben Bo 


‚jede Spite, welche duch einen zugehörigen Punkt, der mit 
der uͤbrigen CEurve verbunden if, hervorgebracht m wird. 
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. wWenn die Gleichung, worin die Applicate durch die 


— 


Abſciſſe x ausgedruckt wird, eubiſch iſt, oder zu einem noch 


hoͤhern Grade gehört, fo daß y einer vielfoͤrmigen Funk⸗ 
tion von x gleich iſt: fo kommen jeder Abftiffe entweder ſo viel 


Wberthe zu, als y in der Gleichung Dimenfionen hat, oder 


es ift die Anzahl diefer Werthe um zwey, oder um vier, 
oder um ſechs, ?c. Fleiner. Es werden alfo allemak zwey 
Appficaten zugleich imaginoͤr, und dabey, ehe fie dies wers 
den, einander gleich. Dieſer Uedergang von den imagis 
naͤren Applicaten zu den reellen erzeugt mancherleu Verſchie⸗ 
denheiten, die aber mit den bisher erklaͤrten theils uͤberein⸗ 
ſtimmen theils aus ihnen zuſammengeſetzt ſind Wenn 
man aber fuͤr eine betroͤchtliche Anzahl von Abſciſſen, und 
zwar ſowohl poſi tiven als negativen, alle Werthe der Ap⸗ 
plicate ſucht, ſo kann man durch die auf dieſe Art gefun⸗ 


denen Punkte eine Turve legen, und ſo die Geſtalt der J 


Curve finden. nn 
$. 284 _ 

Wir wollen diefes duch ein Benfpiel erläutern, wels 

Bi var, eine Sleuns von einem hoͤhern Geade zum 


Seunde 


u —— — — — 


Y (6x xx) 0,000, 


: 7@6— xx)|8,000 sig16l5,bs: 6s6| 3,196] 4,470 7o| 3,3161'0,000| 


/ 
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Grunde hat, wo aber die Spplicate y bloß dusch Quadrate , 


wurzeln ausgedruckt werden kann. Es ſey nemlich 
2y V C(Gx -x)V Gx T xx) XV(30- xx); 
eine Gleichung, aus der jede zu einer Abſciſſe gehoͤrige 


Applicate einen achtfachen Werth bekommt. Es fällt aber 


in die Augen, daß die Applicate wenn man x negativ 


nimmt, imaginäe wird; umd eben dag findet ftatt, wenn 
‚x größer angenommen wird als 6; fo daß alip. die ganze 


Eurve zwiſchen den Grenzen x o und x = 6 enthalten 

feyn muß. Man fee alfo für x nach und nach die Werthe 

ar 1,2, 304,500, nn ’ 
wenn 


f 


do ei 2 jr 4 - 3 
2,235 2,928 3,000] 2;828| 2,235| 0 
2,645 4,000] 51196] 6,324] 7,416 3.484 






YV.6x * xx)}0,000 





"Summe: |6,ooolıo,796l12,4Ralr3, 39213. 622|12,96 2,9671 8,4841 8,484| 
Sl — — 


fofglich y wenn nn | . 
$. + 7 3,904 51398 6,242 6,696 su 6,483 4242 


— + + [3,000] 3,263] 3,41443,690| 3,983|4,248]4,2421 : 


+ —. 113,000] 2,753] 2,242| 1,500|0,487|0,933/4,242 
+ + -— 1-3,000r0,51810,58611,50012,34113;16714,2421 . 


Die vier übrigen Verwechſelungen der-Zeichen unterſchei⸗ 
den fich von den angeführten bloß in Anſehung Der Zeichen. 
Es kommt demnach jedet Adfeiffe eine achtfache Appltcate 


zu, und wenn man dieſelben geometriſch conſtruirt, fo er⸗ 
giebt ſich eine@urve;die aus folgenden beyden, AFBE ‚cagbcDA 
antafbELAGB CDa, beſteht, zwey Spitzen in und a, 


und vier doppelte Punkte oder vier Schenkel⸗ Durchſcuitre⸗ 


punkte in i p, 49— Cundc hat. 
——— on 


2 TE am. 


IN 


— 


odet dieſe Curve, fo iſt dadurch auch Die andere Curve an. 





a, Sapitet. | 
% Won den Eigenſchaften der Curen. ä 


Br — 3. abs 


© wie wir oben [im ſiebenten und. achten Capitel) die 5 


Natur der ohne Ende fortlaufenden. Schenfel auf die Arezu 
beſchreiben gefucht haben daß wir eine gerade Linie oder eine 


Oyeve angaben, die mit jener Curve im Unendlichen zuſam⸗ 


mienfiel: eben fo wollen wir nun im ‚gegenwärtigen Capitel 
jeden Theil der Eurven im endlichen Raume, betrachten, 


und die gerade Linie oder die Curve kennen zu lernen ſuchen, 


die mit einem ſolchen ‘Theile, wenigſtens einen unendlich 


- Fieinen Raum hindurch, zuſammenfaͤllt. ‚Zupdrderft ift hier⸗ 
. bei) flat, daß iede gerade Einie, welche eine Curve berührt, 


de, wo fie dieſes thut, mit der Curve: eirterhen Rich⸗ 


= tung, und folgich auch zum wenigſten zwey Punkte ge⸗ 
mein habe, Yleinzs laſſen ſich auch andere Curven finden, 


die mit einem. gegebenen ‚Theile einer Curve noch mehr 


übereinfommen, und ſich gleichſam daran hinkruͤmmen 


oder anſchmiegen. Kennt man aber die gedachte gerade Linie 


jedem Due in: desfeben, und ihte — bekangt. 


zsır . 
— vr nn dis. 


: g 286. N ä : 
— daher eine FEN ER eine Curve wiſchen 
den Coordinaten x und y — r sstheile man der Ab⸗ 
IE. ſciſſe 


x 
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ſeiſſe x, Fig. 55, einen befichigen beſtimmten Werth, AP—p, 
ſuche die. Werthe, welche der Applicate y für diefen 
Werth der Abſciſſe zufommen, und nehme davon, wen 
es deren mehrere giebt, einen, PM==q, nah Willführ an, 
100 denn. M ein Punkt wird, durch welchen die Curve geht, 
Iſt Diefes gefchehen „fo werden ſich die Glieder der gegebes 
nen Gleichung, wenn man darin pfüe x, und g für y ſetzt, 
‚einander aufheben. Um nun die Natur des, Theils der 
Curve, welcher durch den Punkt M geht, zu erforſchen, ziehe 
man aus M die gerade Linie Mq der Are AP Parallel, 
nehme dieſe Linie zur Are an, und fee die. nene Aoſciſſe 
Mg=t, und die Applicate qm = u. Da der Punft m 
ebenfalie in dep Curve befindfich ift, fo muß fih, wenn man 
m q’ bis nach der vorigen Are in p verlängert, yno Ap == 
prefürx, udpm=.g tu fuͤr y fubfiituirt, eine Glei⸗ 
gung ergeben. die der. vorhin edachten identiſch R 


6. 2837 
Bringt man aber dieſe Subftitutienen in die zwiſchen x 
and y gegebene‘ Gleichung, fo Heben ſich darin alle die 
Glieder, worin weder t noch va vorkommt, einander auf, 
und es bleiben bloß diejenigen Äbrig, welche die Coordina⸗ 
ten t und u enthalten. Auf diefe Art entfteht eine Glei⸗ 
. Kung von folgender Form 
o= Art rt Bu ren * Deu. * Eunt Er3 + Gt2uF 
u uU + ꝛc. 
worin A, R, C, D, ꝛc. beſtaͤndige Groͤßen bedeuten, welche 
| ans den Sehändigen Größen der erften Gleichung, und aus 
pundg, die bier ebenfolld beRändige Groͤßen find, beftehen. 
Es mird alfe dur diefe neue Gleichung die Natur jener 
Eurve ebenfalls ausgedruckt wenn ınan Mag. als die Axe, 
und den Punkt M als den Unfangepunft' ver Abſciſen 


betxachtet. 
23 288. 
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TE Hier fälle nun zuvdrderſt in Die Augen, daß, wenn man 


Myzt=o fegt, auch gn=u=o feyn werde, weil 


u dann der Punkt pn mM fällt. Da wir ferner nur einen uns 
endlich kleinen Theil der Curve um M unterſuchen wollen, 


fo iſt es zu dieſer Abſicht hinlaͤnglich; wenn mir für t eben⸗ 
falls nur unendlich kleine Werthe ſetzen, und in dieſem 
Falle hat auch qm == u nur dergleichen kleine Werthe, ins 


dem wir den Bogen Mm gleichfam als einen verſchwinden⸗ 
‚ den Bogen betrachten. Wenn man aber fuͤr t und u uns. 
„endlich Pleine Werihe fegt, fo werden et,’ tu und au noch 


und da PM=q ift, fo wird 


viel unbedeutender, und noch mehr fhwinden t3, t2u, 


tuu, u2, u. ſ. f. und es bleibt daher, da alle Glieder, 
worin dieſe Groͤßen vorkommen, bey den uͤbrigen, die ge⸗ 
gen ſie gleichſam unendlich groß ſind, nicht in Betrachtung 


gezogen zu werden brauchen, bloß die Gleichung 
6 * At Bu 
uͤbrig, welches eine Gleichung für Die gerade Linie Ma ift, 


de durch den Punft.Migeht und anzeigt; daß digfe gerade 
“ Linie mit der Curve zufammenfalle, wenn fih der Punkt: 


am dem Punkte M fo fehr ale möglich nähert. 


$. "289. 
Es iſt alſo diefe gerade, Linie M» die Tangente der 


J Curve fuͤr den Ort M, und es kann daher hiernach die 


Tangente fuͤr einen jeden HYunki der Curve M gefunden 
werden. Da nemlich aus der Gleichung At +Bu= 0 


— ge 
‚te B. ‚Mg 


wird, jo hatmen,.. ...... 


‚ge: Ma=MP: PI=—A: B 


PT 


Ven den Eigenſchaften der Curven. 231 
PT= — 


Nun. pflegt mon den. abe der Are pr die Subtans 
gente zu’ nennen, und: eg fueßt alſo aus dem Bisherigen 


| folgende ä ne 


Regel u 
für Die Erfindung der Subtangente: 
Man fege in der fuͤr die Curve gegebenen Gleichung, 
nachdem man gefimden Nat, daß die Applicate 1* 4 ih 


| zu der Abfciffe x == p gehöre, ' 


| xepti.wy=gtu 
and behalte von den Gliedern, welche man durch dieſe 


Subſtitution erhält, bloß. diejenigen, worin ‚und unit - 


mehr alg eine Dimen ſi on ‘haben, alle übrige abtp taffe man 

wes. Auf dieſe Artgelangt man zu einen. Gleichung 
 AttBu=o . 

die aus nicht mehr ald zwey Gliedern befteht, und woraus, 


’ wenn, A und B.defannt find, die Subtangente _ 


| B N 

. u . -, vu . Rem — =. . , 

wird. 
Eeſtes Erempel oo. on 


E⸗ ſey eine Parabel we: deren Natur durch Be 


Sleichung 
Yy = 2ax 


ausgedruckt wird, wenn AR die Vauprarxe und Ader 
Scheitel iſt. 
Man ſetze Pi io wird, wenn man Mg 


ſeyn laͤßt, 
‚= 22P. 


| Berner fee man x p omdy=gtu ſo wird 


44 + 2qu Fuu 2ap Faat 


und Hchäft man hiervon nach der gegebenen Regel bloß u 


die Glie der | 
v 4. 2qu | 


| Es iſt demnach die Subtangente 


⸗ 
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aqu = 2at. 
fo wird - 


— u a — 4 
at — qu o3 und m = mn — 
| t q B. 


+rT=YUs ap | 


weil 9 = 2ap iſt, und fat die, Saba doppei 


fo groß als die Abſciſſe A P “ 


Zweytes Erembel. 
Es ſey eine aus dem mittelpunkte A beſchricbene 
Ellipſe on und ihre Gleichung u | 
y= > (aa — x5) oder aaryıt bbxx ie = aabh 


Sept man App, und PM.=q, ſo wird 
aagg t bbpp = aabb, 


‘ 


Nun ſey x == = p Ft, und y = g tu fo wird weil man 
bloß die Glieder zu nehmen bat, tworin‘e und u nicht mehe 
als eine Dimenfion haben, und die übrigen ſoglei ”. 


| gelaſſen werben koͤnnen. 


- 


264qu * abbpt= 


⸗ 


und folglch 
— m ——— Zn, 
t  aag b 


Es iſt demnach die Subtangente 


Ze DER _ tr 5 
bbp p 


und da diefer Ausdruck negatio ift, fo jeigt er an, daß der 


Punkt T auf die entgegenſtehende Seite falle, Uebrigens 
ſtimmt derfelde mit der obigen Beftimmung der Tangenten 
der Cuipfe lim fechsten Copiten auf das genaueſte uͤberein. 


Drittes 


rad 


— — — ——ü— —— 
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_ Deitres Bpempel, 
Ee (ey eine Linie der ſiebenten Art der dritten Ord⸗ 


5* deren Gleichung 


J — —— — — 
if, gegeben. urn, | 
Set. man AP.= p}, und PM = q fo wird. 
pgqmapptbpte. 


Nun ſey z=p Pt, und 1* qrtu,f wird 


(Procgr 2qu Fu) = == a(pp Fapt rt Wrbete)r © 
und wenn man alle überflüflige Glieder wegläßt, . 
| u ‚ ?pga T .ggt Er ‚2apt * bs. 
or Hieraus Richt u 
a RER SLCHN ZA, 
Tape. ir 


r» \e D x % x 


und es ih deninarb dig Subtangente 


u — ige —— aapptabptze _ 


cd Bapfargg 2ap t b..qq 
a aap} + abpp 7 2cp u 
appnC 
oder 
pr—-2RR4E 
app 7° 


1rX A DIR PEN u 
Dat man E dieſe Art die Tangente der Curve gefun⸗ 
den , fe kennt man auch die Kitung, welche die Curve in 
dem Yuhfte M'hat; dena es kann die Curve ſehr fuͤglich 
als ein Weg betrachtet toerden, den ein bewegter Punkt 


beſchreibt, deffen Richtung ipdenMugenblic ſich Ändert, Es 
wird demnag der Punft, welcher durch feine Bewegung 


die Curve Mm beſchreibt, in M nach der Richtung dee Tarıe 
gente Mu dewegt⸗ und wuͤrde, wenn er dieſe Richtung bes 


P 5 0 hielte, 
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hielte, die gerade einig Mu beſchreiben; aber ſobald er M 


verlaͤßt, aͤndert er ſeine Richtung, wenn anders die Linie 
‚bie er deſchreibt, eine krumme einie iR: und wenn man 


alfo den Gang der Frummen Linie Eennen lernen will, fo 


muß man’ für alle einzelne Punkte derfelben die Lage der 
Tangente heftimmen. Died geihieht nun nach der erflärs 
ten Methode ſehr leicht und bhne alle Schwierigkeiten, 
wenn die Gleichung für die Curve eine rationale Gleichung 
iſt, die feine Brüche enthält; und auf diefe dorm kann 
man bekannter Maaßen jede Gleichung bringen. Wenn 
aber die Gleichung irtational iſt, Oder Brüche "enthält, und 
man fich der. Reduction derſelben auf die Korm der ratios 
nalen und ganzen Gleichungen nicht unterziehen will, fo 


kann man zwar eben diefe. Methode anwienden, aber do 


mit einer gewiſſen Veraͤnderung, die. eben der "Grund der 
Erfindung der Differential » Rechnung geweſen if. Aus 
dieſer Urſach wollen wir auch die Methode, die Tangenten 
au finden, wenn die file Die Curve gegebene Gleichung Feine 


= 


rationale und ganze Gleichung iſt der Differential⸗Rech⸗ 


nung aufbewahren. 25 


| se. 291. .n ’ | 
Hieraus läßt fich alfo die Neigung der Tangente Ma 
gegen die Age AP oder gegen ihre warellele Mg benimmen. 


Denn da — .. 
griMgm—a: B 


if, menn die Codtdinaten rechtwinklig, und alſo d der Wins 


tel Mqu ein rechter Winkel ift, ſo . : 
— —A 
— — tang. g Mu ‘ ⸗ 
wenn aber die Coordinaten ſchiefwinklig ſind, fo findet man. 


den Winkel Me aus dem ven} Winkel Mg« und 
„dem 
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dem Berhältniffe der Seiten Mq, qw nach den Vorſchrif⸗ 
ten der Trigonometrie. Es faͤllt aber in die Augen, daß 
der Winkel gMa, wenn in der Gleichung At $Bu=o 


der Eoefficient A o ift, verfchwinde, und alfo die Tan⸗ 


gente Musbder Are AP parallel werde. FR hingegen BSo, 
fo wird die Tangente Mu den Applicaten PM parallel, 


oder es berührt alsdann die Apbucate r PM ſelbſt die Curve 


in dem Punkte M. 


$. 292 


Er die Tangente-MT gefunden worden, fo ift, wenn 
man auf diefelbe die Linie MN. in dem Berührungspunfte 
fenfrecht zieht, dieſe Normale MN auf der Curve ſelbſt 
ſenkrecht, und ihre Lage in jedem Falle leicht zu finden, 
Am bequemften aber laͤßt fich Diefelbe angeben, wenn Die 
Coordinaten rechtwinklig find; denn alddann find die Drey⸗ 
ecke Mq und MPN einander ähnlich, und alfo 
 Mg:qga=MP:PN, ode —B:A=qg:PN 

woher denn 

pn 14 

wird.. Da man nun diefän Theil der Age PN, der zwiſchen 
der Applicate PM und der Normale MN Ilegt, die Sub⸗ 
uormale nennt: fo läßt fih die. Subnormale bey rechts 
winkligen Eoordinaten aus der gefundenen Tangente P z 
fehr leicht beſtimmen, indem 

PM2 


PT: PM PM: PN; oder PN =ssT7 


iR. Uebeidem if aber, wenn APM = R, die Tangente: 


MT=Y(PT2 PMa) 
und die Normale 
MN=Y(PM3YPN2) 


> . 
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oder, da PT: Im = PM: MN iſt 
PM.TM 
x MN = =7 > 57 UV (PT geM2) . 


N 
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} 
Da toir_[$. 291] gefehen haben, daß die Tangente, 
wenn in der Gleichung AttBu=o, entweder A=o, 


oder Bi 0 iſt, entweder der Are oder. den Appficaten pa⸗ 


rallel läuft: fo ift nodgger Fall zu betrachten, wenn bende 
Coefficienten, oder. m hl A aldE Bo werden. Menn 
ſich alſo dieſer Umſtand ereignet, to verſchwinden in der 


- %,.286 gefundenen Gleichung die Glieder, worin t und _ 


zwey Dimenſionen haben, nicht mehr gegen Att Bu, 


weil jedes davon ſelbſt = a wird, und dürfen daher auch 


nicht mehr weggelaſſen werden. Man hat folglich in die⸗ 
ſem Falle die Gleichung | | 

000 =#Gtt+Dtu FEuu 
zu betrachten ‚ teil man die übrigen Glieder, die gegen die 
angeführten, wenn t und u unendlich Flein angenommen 
werden, verfchivindeh;, aus der Acht laſſen kann; und aus 
diefer Gleichung erhellet, eben fo wie aus der allgemeinen 
ff. 297. 288] dafi für t= a auch u=o, und alfo der 


VPunkt M ein Punkt in der Curve fenn werde, fo wie fols 


as auch das Angenemmene erfordert, 


. $ 294, - vð* 
Da alſo die Gleichung 
qo Ctte*æ Dtu * Euu 
die Beſdaffenheit der Curve nahe bey dem Punkte M aus⸗ 


, deudt, fo iſt klar, daß diefelbe imaginäe teicd, wenn DD 


< größer als 4CE ift, und eund unit == 0 find. In diefem alle 
gehn alfo zwar det Punkt M md det Curve, tft, aber von 


dem 
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dem übrigen Theile derfeiben getrennt, und folglich ein zu⸗ 
gehoͤriges Oval, welches in einen Punkt zuſammenſchwin⸗ 
det,. fo wie wir im vorhergehenden Capitel [$. 276,277] - 
gehabt-haben. Hier läßt fich alfo gar Feine Tangente dens 
fen, weil cin Punft von der Tangente, die eine gerade 
®inie ift, die mit der Curve zwey einander naͤchſte Punfte 
gemein hat, nicht berührt werden kann. Auf dieſe Art 
läßt ſich daher der zugehörige Punkt einer Curve, wenn fie 
dergleichen hat, erfennen, und von ben übrigen Punften 

der Curve unterfcheiden. | 


x 


Pas 2985. | | 
Wenn aber DD größer iſt als 4CE, fo läßt ſich die 
. Bleichung " | - } 
0 = Ctt + Dtu 7 Euu 

in zwey Gleichungen von der Korm at F su == o auflöfen, 
davon jede die Natur der Curve ausdrudt, Da alfo jede 
diefer benden Gleichungen die Yage der Tangente oder die 
Richtung der Eurve in dem Punfte M beftimmt,. fo müffen 
ſich zwey Schenkel der Curve’in dem Punfte M ſchneiden, 
und dafelbft einen doppelten Punkt erzeugen. Setzt mar 
nemlich, Fig. 56, Mg t, und läßt man dabey qu und 
g» die beyden Werthe von u feyn, fo find die beyden geras 
den Linien Ma.und. M». Tangenten der Curve in dem 
Punkte M, und es giebt alfo in M ein Durchſchnittspunkt 
zweyher Schenkel der Curve, davon der eine nah My und 
der andere nad) M» gerichtet iſt. Da nun der zugehörige 
Punkt ebenfalls al$ ein doppelter Punkt angefshen werden 
muß, fo zeigt die Gleibung Cet + Dtu F Enu ao alles 
mal das Daſeyn eines doppelten Punktes an, fo wie die 
Gleichung At F Bu == o, wenn fie ftatt. ſindeh, allemal 

bloß einen einfachen Punkt der Curve zu erkennen giebt, 


$. 296, 


4 


21 
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‘296 
Wenn endlib DD==4CE iſt, fo fallen die beyden Sans 
genten M = und M» zufammen, und der Winfel m Mr» vers 
J ſchwindet. Hieraus erhellet, nicht nur, daß zwey Schenkel der 
Curdbe in dem Punkte M zuſammenkommen, fondeen auch, dag 
ſie eine und dieſelbe Richtung haben, und ſich alſo einander 
berühren; und es iſt daher in dieſem Falle der Punkt M 
ebenfalls ein doppelter Punft, weil die gerade Linie, die 
dutch diefen Punkt gezogen wird, als eine Linie angefehen 
‚werden muß, melde die Curve in zwey Punkten ſchneidet. 
Wenn alfo in der Gleichung, die wir $. 286 gefunden has 
ben, die beyden Eoefficienten A und B’verfhwinden, fo 
iſt dies ein Kennzeichen, daß die Curve in Meinen doppels 
ten Punkt hat. Kerner ift diefer doppelte Punkt von drey⸗ 
facher Art; entweder ein in einen Punkt zuſammenſchwin⸗ 
dendes Dval oder zugehöriger Yunft ; oder ein Durchs 
fepnittspünft zweyer Schenkel der Eurve, mit andern Wors 
ten, ein Knoten; oder ein Berührungspunft zweyer Schens 
kel der krummen Linie: und dieſe drey Arten des doppelten 
Punkts fließen aus der dreyfachen Beichaffenheit, welche 
die Gleichung * Ctt t Deu tE Euu haden fi kann.— | 


4 


Di 297. 

> Wenn außer den Goefficienten‘ A und. B, auch folgende 

dtey, C, D und E insgefammt verfchwinden, fo, muß man 

- bie nächften Glieder nehmen, worin t und u drey Dimens 
 fionen haben, und dann iſt | 

Ft3 + Gttuf Htuu + Ins: * 0 

Hat dieſe Gleichung nicht mehr als einen reellen Faktor, ſo 

zeigt derſelbe an, daß nur ein Schenkel der Curve durch 
den Punft'M gehe, und giebt zugleich die Richtung deſſel⸗ 
ben oder die Tangente zu erfennen; die bepden Imaginäe 
" gen 
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ren Kaftoren aber find ein Kennzeichen eines in dem 
Punfte M verfhmwindenden Ovals - Sınd alle drey Tan⸗ 
gente jener Gleichung reeil, fo fieht man daraus, daß ſich 
in dem Punkte Mdrey Schenkel entweder ſchneiden oder- 
berühren, je nachdem die Wurzeln ungleich oder gleich 
find. Es mag aber ein Kal ftatt finden, mas für einer 
yoolle, fo bat die Curve in dem Punkte M allsmal einen 
dreyfacheni Punkt, und die gerade Linie, die Durch. M gegos 
gen wird, muß als eine gerade Linie betrachtet werden, 
telche die Eure in drey Punkten fchneidet. - 


F. 298 

"Wenn aufer allen vorhergehendsn Coefficienten auch 
folgende viere, F, G, H und I verfchwinden : fo muß 
man um die Ratur der Eurve fennen zu lernen, Die weiter 
folgenden Blieder ‚betrachten, worin t und u vier Dimen⸗ 
fionen haben, und welche den Punkt M als’ einen einfachen 
Punkt darftellen werden. Denn alsdann fallen entweder 
darin zwey zugchdrige Dvale zufammen, wenn nemlich alle 
vier Wurzeln dieſer Gleichung des vierten Grades imaginaͤr 
find; oder es ift M. entweder der Durchſchnitts⸗ oder der 
Berührungspunft zweyer Schenkel der Curve, und. zugleich: 
ein zugehöriger Punkt, wenn zwey Wurzeln reell und die 
beyden Äbrigen imagindr find; oder ein Durchfchnittspunft 
von vier Schenfeln der Eurde, wenn alle vier Wurzeln reell 
find. Der Durchſchnittspunkt zweyer oder Dreyer, oder aller 
vier Schenkel aber wird ein Berährungspunft, wenn zwey 
oder drey oder alle vier. Wurzeln einander gleich werden. 
Arf eine ähnliche Art fährt man fort zu fehließen, wenn 
auch Die Slieder, worin € und u vier Dimenfionen haben, 
verſchwinden, und man alfo diejenigen nehmen muß, worin 
t und u fünf oder noch mehr Dimenfionen haben. 
W §. 299,. 
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Nach dieſen Betrachtungen ift es leicht eine allgemeine 
Gleichung für alle Curven zu finden, welche nicht nur durch 
den Punkt M gehen, ſondern auch daſelbſt einen einfachen, 
oder doppelten, oder dreyfachen, oder Überhaupt fo viele _ 
fachen Punkt Haben, als man will. Denn ſetzt man AP=p, 
und PAIS q, und läßt man P, Q, R, S ꝛ⁊c. Funktionen 
zmwifchen den Eoordinaten x und Y bedeuten; fo ift offenbar, 
daß die Gleichung — 

BE Pa—pt+aT—g=e 
die Curve ausdruce, die durch den Punkt M geht. Denn 
fegt man = AP=p, fo wird y= PM ==g, wofern 
nur weder P durch *— g; noch Q dur x — p theilbar 
if, oder die Kaftoren x — p und y — q, von welchen der 
“Durchgang der Eure. durch M abhängt, nicht durch die 
Diviſion aus der Gleichung weggeſchafft werden fünnen. 
Auch iſt bekannt, daß die Gleichung P(<—p) FQ(y—g) 
== o alle Curven enthalte, die durch den Punft M gehen, 
und ed wird diefer Punkt ein einfacher Punkt feyn, wenn 
die Gleichung Feine von.den Kormen hat, welche wir fos 
- gleich befchreiben werden, und welche ihr zufommen, wenn . 
M ein vielfacher Punkt if. ' 


$. 300. 


Soll M ein doppelter Punft feyn, fo muß die Gleichung 
für die Curve unter dieſe allgemeine Form gehören: 

Px—p)2 Fax —- Py—g)TRG—gJ2=o 

und-diefe Korm nicht duch die Divifion zerſtoͤrt. werden 
koͤnnen. Hieraus erhellet, daß die Linien der zweyten Ord⸗ 
nung feinen doppelten Punkt haben koͤnnen, weil die anges 
fuͤhrte Gleichungen nur dann m zweyten Grade gehören 

ä kann, 





— 
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kann, wenn P; Q und R befländige Größen find ; der. 
alsdann hört dieſelbe auf, eine Gleichung für eine Eure - 
zu ſeyn, und wird eine Gleichung für zwey gerade Linien. 
Sind hingegen P, Q und R Zunftionen vom erften Grade, 
3. B. 4x 7 2y 5, fo drudt die Gleichung Linien der drit⸗ er 
ten Drdnung auß, die. in M einen doppelten Punkt Haben. 

_ Mehr als einen doppelten Punft aber Fönnen die Linien der 

dritten Ordnung, oder fie müffen compfege aus drey geras 

den beftehende Linien ſeyn, nicht bekommen. Denn geſetzt, 
daß es zwey doppelte Punkte gebe, und daß dadurch eine 
gerade Linie gezögen worden fen, fo müßte dieſe gerade. 

Linie die Curve in vier Punkten ſchneiden, und dies iſt der 


Natur der Linien der dritten Ordnung zuwider. Auf aͤhn⸗ NG 
liche Art koͤnnen die Linien der vierten Ordnung nichtmehr” ' . - 
als zwey doppelte Punfte; die Pinien der fünften Ordnung I 
nicht mehr als deep doppelte Punfte haben u. ſ. f. — 
a Zu ww; 
j 5. gon 


u M ein dreyfacher Punkt der Curve, ſo wird die 
Natur der krummen Pinie durch diefe Gleichung ausgedruckt: 
Pa—p)3 Fa&x—P24—-PrR&—pPr—g2 oo. 
sG—-J’=o — 

Sol nun aber diefe Gleichung eine Gleichung für eine, 
Curve ſeyn, ſo muß ſie zu einer hoͤhern als zu der dritten 

Ordnung gehoͤren, weil fie, wenn P, Q, Rund S beftäns- 

Dige Größen waͤren, welches die Natur. der Linien der. 

dritten Drdnung nothmendig macht, deep Faktoren von u 
der Zorm s(x— p)t3ly— 9) haben, und folglich eine | - 
‚Bleichung für drey gerade Linien ſeyn wuͤrde. Es koͤnnen 
alfo die Curven, die zu einer niedrigern als zu der vierten - 
Ordnung gehoͤren, keinen dreyfachen Punkt haben, und on 
den einien der fuͤnften Ordnung kann nicht mehr als ein 

Eulere Einl in d. Anal. d. Unendl. HD, Q in⸗ 
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einziger dreyfacher Punkt zukommen, weil es ſonſt eine 
gerade Linie geben müßte, welche die Linien der fünften 
Oxdnung in ſechs Punkten ſchnitte. Dagegen’ift Fein Grund 
vorhanden, warum die Linien der fechften Drdnung nicht 
zwey drepfache Punkte befommen, koͤnnten. P 


8. 302. | 
Wenn die Gleichung folgende Form hat: J | 

 Pa—p)4tQ(x—p)3 G—-)tR@—P2(y— g)2 

....5sß—-p9y— 93 tTy— g* =a ... 
% hatdie Curve in M einen vierfachen Punkt. Die einfachſte 
Curve, die einen vierfachen Punkt hat, iſt alſo die Linie der. 

fünften Ordnung. Zwey vierfache Punkte hingegen kom⸗ 
men nur den Linien der achten und den folgenden hoͤhern 
Drdnungen zu. Auf eine ähnliche Art laffen fich allgemeine. 

Steihungen- fir-die Pinien geben, die in M einen fuͤnf⸗ 
fachen oder uͤberhaupt jeden vielfachen Punkt haben fol, 


$ ‚303. 

Wenn aber M ein doppelter, oder dreyfacher, oder übers 
haupt ein vielfacher Punkt iſt, ſo ſchneiden oder beruͤhren 
ſich eben ſo viel Schenkel der Curve in dem Punkte M, 

. oder e8 fallen, wenn die Anzahl der ſich ſchneidenden 


Schenkel kleiner iſt, ein oder mehrere zugehörige Punkte '. 


in. M zuſammen; und mas davon ſtatt finde, laͤßt ſich aus 
dem vorher Angeführten erfennen. Man darf nemlich- nue 
in den Funktionen P, Q, R, S, ⁊c. aflenthalben p undq_ 

für zund y, unde undu fürx—-pundy—q' fegen ‚fo 

erhält man folche Gleichungen, woraus ſich die Beſchaffen⸗ 
heit der Curbe und die Tangenten der Schenkei ‚die ſich 
in M ſchneiden, beſtimmen faffen. 


J 





Vier⸗ 


/ 


- 
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Re baten in dem vorhergehenden Capitel die gera⸗ 
den Linien aufgeſucht, die die Richtung der Curven fuͤr je⸗ 
den Punkt derſelben anzeigen: jetzt wollen wir uns mit der 
Erforſchung einfacherer krummen Linien befchäftigen, weiche 


— 


an jedem Orte mit einer gegebenen Curve ſo genau uͤber⸗ 


einſtimmen, daß man dieſelben, wenigſtens einen unendlich 


| kleinen Raum hindurch, als mit ihr zufammenfalfend bes 


trachten kann. Hierdurch werden wir uns in den Stand 
ſetzen, die Natur der gegebenen Curve aus der erkannten 


aber dabey einen aͤhnlichen Weg einſchlagen, als wir oben 


bey der Erforſchung der Natur der ohne Ende fortlaufen⸗ 
‚den Schenkel gegangen ſind. Zuerſt/ nemlich wollen wit die 
gerade Linie aufſuchen, welche die gegebene Curve beruͤhrt; 
und dann die einfachere Curve zu finden ung bemuͤhen, die 


8 


Damit eine noch weit größere Uebereinſtimmung hat, und 


diefelbe nicht bloß berühret, ſondern fich "gleihfam an fie 


anfchmiegt oder an ihr hinkruͤmmt. Man pflegt aber ders 


gieichen genauere Beruͤhrung krummer Linien mit dem 
Worte Oſculation luaſchaieguns, Kruͤmmung zu be⸗ 


82 | | | —E 


Natur der gedachten einfachern Zu beſtimmen. Wir wollen 


7 


x - x . 
rt ' ⸗ ! 


" er | I: \ . 
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| §. 30. 4 | 
Es fen alſo irgend eine Gleichung zwiſchen den recht⸗ 

winkligen Coordinaten x und y gegeben, und zur Erfor⸗ 
ſchung der Natur des unendlichen Pleinen Theil der Curve 
Mm, ig. 55, nachdem man bie Abſciſſe AP p und Die 
Sipplicate PM = q gefunden hat, in der Are MR die uns 
endlich kleine Abſciſſe Mg =t und die zugehörige Applis. 
cate gm == u geſetzt worden: fo erhält man, wenn man 


ft De hieraus fließenden Werthe von xmdy,x=ptt, 


und y=q ru, in die gegebene Gleichung beingt, dafür 
folgende Gleichung: | ’ 
2, o=AttBuflt?rt Dtut Eu2 r Fe3 } otaun rꝛt. 
= mb dieſe Gleichung druckt die Natur derſelben Curve, auf 
u ” pie Are MR bezogen, aus. Da wir aber die netten Coor⸗ 
dinaten t und u unendlich klein angenommen haben, fo 
verſchwinden die. folgenden. lieder als unendlichmal klei⸗ 
nere Groͤßen gegen, die vorhergehenden, und fönnen daher, 
in Vergleichung gegen fie, ohne Irrthum aus der Acht ger ' 
; kalten werden, [ARan vergleiche hierbey $. 286. f.] 


01 J $, 306. 


Denn ao AundB nicht = = o find, fo zeigt die Gleichung | 
g=ArtrBu 
welchen man durch Weglaſſung aller folgenden Giieder er⸗ 
‚hält, die gerade Linie Ma an, welche die Curve in dem 
Punkte M. Berähret, und mit ihr in diefem Punkte einer⸗ 
ley Richtung bat. Es iſt, alſo [% 289.) 
Mg:gemB:— A 
und da A'und B befannt find, fo erhellet hieraus die Lage. 
der Tangente Ma. und nun wollen wir unterſuchen, wie weit 


Bu bie Curve Mu, ale aͤnendlich klein betrachtet, von der. 


gera⸗ 


— — 


 ———-- 


⸗ er . 
. v 
- 1 \ ' | 
‘ 
. \ x , a 
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geraden Linie Ma unterfheide. Zu diefer Abficht fey die | 
Normale MN die Are, und darauf aus m die ſenkrechte 


Applicate.mr Heraßzefällt; auch fep dabey.Mr=r, und 
rm==s. Alsdann ift 


azärtes m AsoBr 
\ .Y (A2 +B2)'’ YıA2rB2) J 
_„—At—Bu _ Bt— Au Kae 
—yraaarB2)? °.T Yaaaybay . “ 
Da nun | rd 
— At—Bum=Ct2 +DtutfEustFetGture 5 
. ft: fo ift r unendlichmal Fleiner als t und u, und deswegen a 
auch unendlichmal Pleiner als s; indem s durch t und W004 


bingegen r Durch die Quadrate oder hoͤhern Poteftäten von 
t und u beftintmt wird. 
I ' 
“ | ME 33. 


Wir werden daher die Natur der Curve Mm’ weit. ges 


— 


nauer kennen lernen, wenn wir: auch die Glieder Ct2 F 


\ 


DtuFEu2 beybehalten, und bloß die noch ihnen folgen: \, 
den aus der Acht laffen. Auf diefe Art erhalten wir ob 


:gende Gleichung zwifiben t und ur _ . 


— At — Bu = Cıt2 ?Dru Fr Bu:% 


“und wenn wir darin für t und u die im vorhergehenden h. 


ſtehenden Werthe fegen, fo wird WW 
(A2C'$ ABD + B2E)rr 


EB I t I 
= (A2D — B2D — ABC t 2ABE)rs + 0 
. ‚+ J A232 + B2 
(A2E — ABD + B2C)ss \ 
\ A232 + B2 / . , a v 


Da aber r unendlichmal kleiner if ale s, fo verſchwinden 
die Glieder rr und rs gegen ss, und es wird demnach 


ü3z3338 


» 
\ 


, PR 
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292 + B2)ryY (A2 * B2) 

A2E —- ABD + B2C 
welches die Gleichung iſt, wodurch die Natür der Curve 
ausgedruckt wird, die ſich an der gegebenen Curve in dem 
Punkte M hinkruͤmmt, oder dieſelhe an dieſem Orte genau 


"ss = 


beruͤhrt. 


—. 308. N JA 


© fallt alfo der unendlich Feine Bogen Mm’mit dem 
Sceitel einer über der Are MN befchriebenen. Parabel dus 
fammen, deren Parameter | 
nn — (42 + Bz2)Y(A2 +B2) 
A2E — ABD T B2C 
iR; und fo wie daher die Kruͤmmung biefer Parabelam Schei⸗ 


tel beſchaffen ift, ſo iſt auch dleKruͤmmung der gegebenen Curve 


‚ Indem Punkte M. Da abet die Krümmung Feiner Curve 


fo deutlich und leicht erkannt werden Fann, als die: des 


. Kreifes, weil diefelbe allenthalben gleich und deſto groͤßer 


fr je kleiner der Halbmeſſer wird: ſo iſt es bequemer, 


die Krümmung der Curven durch einen Kreis zu beſtim⸗ 
men, der eine gleiche Krümmung bat, und daher Brüms 
mungsEreis [Circulus 'ofeulator] "genannt zu werden pflegt. 


‚ @®ir müffen alfo einen Kreis zu finden füchen, deffen Kruͤm⸗ 


mung mit der Krümmung der gegebenen Parabel 'am 
Scheitel übereinfüommt, damit wir denfelden anftatt der 


F ſich anſchmiegenden Parabel zu gebrauchen bereciiget ſeyn 
moͤgen. 


"Um diefes zu thun, wollen wir die Krümmung des 


Kreiſes als unbekannt anſehen, und dieſelbe auf die er⸗ 


klaͤrte Art durch die Krümmung der Parabel ausdrucken 
Wenn 


\ 


I 


» ff, 
v 


>» 


. Bean nemlich diefes geſchehen ift, fo’ find wir dadurch be⸗ 


rechtigt, auch umgekehrt für die ſich anſchmiegende Para⸗ 
bel den Kruͤmmungskreis zu fegen. Es ſey alfo die gege⸗ | 
bene Eurpe Mm ein Kreis, dee mit dem Halbmeffer = a 
beſchrieben worden, und deſſen Natur Daher durch die 


Gleichung — 


\- yy— 2ax — XxR 


‚auggedrudt werde, . Nimmt man daher AP == p, und 


PM= gr fo wird \ 


99 = 2ap — pp | ne 


Kun ſete man x=prt, und yq Fu, fo befommt 
man die Gleichung: | 

gg 2qu Fuu = 2apFr2at — pp — 2pt — tt 
die weil gq = 2ap — pp iſt, auf dieſe Form gebracht: 
werden kann: 

o=23t— 2pt — 2qu — tt — un. 
Vergleicht mon aber diefe Sleichung mit der obigen, ſe 
findet man J 

A 24 — 2p; B = — 2; 6m ıiDme | 

wem — 1 

und Daher wird denn 

AA + BBmglaa— 2aptpp? 10 412 

(AA FBB)VC(AAT BB) 8as; und 

-AME—ABDFBBOC= — AA — BB - uam 
‚Bein alfo der Halbmeffer eined Kreiſes — a genommen“. 
wird, ſo wird derfelbe von dem Scheitel einer Parabel, 


= 


deren Natur durch die Gleichung ss = 2ar ausgedrudt 


wird, genau berührt; und wenn daher eine Curve ‚von 
"den Scheitel einer- Parabel, deren Gleichung ss br iſt, 
genau berührt wird, fo wird diefelbe auch von dem reife 
genau berührt, deſfen Halbmeſer = * b iſ. | 


“ 
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Da wir alſo vorhin gefunden haben , daß die Curve 


: Mm von einer Parabel, deren Gleichung 


(AA+ BB) Y’(A2 +B2) ' 
= A2E &- ABD + B2C 


iſt, genau berührt wird: fo fällt in die Augen, daß die” 


meſſer 
_ (Az 4 B2) Y(a:2r B2) 
— — — ABD + B2C). 


iſt. Diefer Ausdruck giebt demnach -den Halbmeffer des 


Kruͤmmungskreiſes, der auch Kruͤmmungshalbmeſſer ſra⸗ 


dius ofeuli] genannt zu werden pflegt, an; und es kann 


den Eeimmungthaldmeſer = 


: folglich aus der, Gleichung zwiſchen t und, u, die mir ‚aus 


der gegebenen Gleichung zwifchen x und y abgeleitet haben, 


„der Keümmungshalbmeffer der Curve in dem Punfte M, 
oder der Halbmeffer des Kreifes , der ſich in Man der 


Curve hinkruͤmmt, fogleih beftimmt werden. Man datf 


chung alle Glieder weglaſſen, worin t und u mehr als 


zwey Dimenfionen haben, und darauf aus der zuruͤckblei⸗ 
benden Gleichung von dieſer Form 


P =At}ButCttfDtuf Buu 

(A2 + B2) Y(cA2 + B2) 
2(A2E — ABD }-B2C) 

ſetzen. . J 


en "og gm, nn 
Da abet die Wurzelgröße V’(A2 FB2) einen Wwiefachen 


C(A2 *BR2)VMAM2r * B:) 
a(A3E —ABD t B2C) 
| poſi⸗ 


— 


— Kruͤmmung eben dieſer Curve in dem Punkte Mau mit 
der Krümmung eines Kreiſes übereinfomme, deſſen Halb⸗ 


— 


nemlich nur aus der zwifchen € und u gefundenen Glei⸗ 


- Werth Hat, fo ift noch unausgemacht, ob.der Ausdrud Ä 


mem, wodurch denn 


N X r 
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poſitiv oder negativ ſeh; d. h. ob der Punkt Nauf Der hoh— 
len oder auf der erhabenen Seite der Curve liege. Um dieſe 


Ungewißheit aus dem Wege zu taͤumen, muß man unter⸗ 
ſuchen, ob. der Punkt der Eurve m dieſſeits der Tangente, - 
Me nach der Axe AN hin, oder jenſeits der Tangente be⸗ 


findlich ſey. Im erſten Kalle iſt die Curve nach N zu hohl, 


und der Mittelpunkt des Kruͤmmungskreiſes liegt in dem | 


Theile der geraden Linie MN, der nach der Are hin gerich⸗ 
tet iſt: im andern. Kalle Hingegen’ fällt derfelbe in den jens 


ſeits M verlängerten Theilvon MN. Es verſchwiadet da⸗ 
her alle Ungewißheit, wenn man unterfucht, ob gm: fieis; - 
ner oder größer als gu iſt; denn im erſten Falle ift die . 


Eurve nach N zu hohl, und im andern erhaben. 
9. 312. 


| pen 0 
"Run iſt gm =, und gm=u;. folglich muß 


Y Fu » | At " , . | . 
man unterſuchen, ‚ob — groͤßer oder kleiner als u iſt. 


‚Da nun mu eine mendtich Meine Linie iſt, ſo ſetze man, 
— At 
ums 


and wenn man fubftitwirt 
A2 tt 





ADtt BE 
o=—Berct- 7 X 


ft 


"QAEt“ 





Eos 


\ on ‘ 
. ‚ 
\ {' 
’ 
7 u 


wird. Da aber.“ gegen t unendlich klein iſt, ſo verſchwin⸗ 
den die Glieder t⸗ und #2, und e& wird folglich 
— (B2C— ABDYA2B)tt 
a 


. x . 

J oo” ‘ 2 

N . Q 1 
Q5 Iſt 

or . x 
j . 
‘ 214 
- 
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Iſt demnach o ‚eine. pofitio Größe, welches ſtatt finder,” 

wenn 

 B2C— ABD-+ AB. oder B2C — ABD + A2E 

004 B3 B N 

Ppoſitid iſt: fo iſt die Eurde nach N zu. hohl; iſt aber 

B2C— ıBDYTA? Er 
B 











5 erhaben. 


N a 313. 

Damit diefes deutlicher werde, tollen wir die verſchie⸗ 
denen Faͤlle, die ſich ereignen koͤnnen, jeden beſonders be⸗ 
trachten. Es ſeh daher zuvoͤrderſt B== o, wo denn die Appli⸗ 
cate PM; Sig. 571 bie Tergenie der Curve Mm, und ber 


J = — = it Ob aber die Curve nach R 


zu hohl ſehn werde, wie in de Figur, oder erhaben, er⸗ 
bkennt man aus der Gleichung 
= At CterDeufr Euu. 

Denn daMg == t, und qm Su, und t unendlichmal klei⸗ 
ner iſt als u, fo verſchwinden die Glieder et und tu u gegen 
wur und es wird daher 

At} Euu=o 
Haben ı nun, in viele Bleichung A und E verſchiedene Zei⸗ 


chen, oder in 7 ‚eine negatide Größe, ſo st die. Curve 


— 


nad R a“ Beh; find aber, die Zeichen von AundE gleich, 
oder. ik 7 eine poſitive Groͤße, ſo hegt die Lurve auf der 


_ andern Eee der Tangente, ’ weil man die abſciſſ⸗ Mq ne 
gativ annehmen muß, wenn dazu eine reelle Applicate qm 
sehoren fol, | —6 


negativ, fo: if dieſelbe na! N zu 


Led 


53 314. | 


i 


\ 
R 


J 
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—— 
“ 


Bon der Küammung der Carsn, “ b5ı | 


$. 314 ae . 

Run fey Sig. 55 die Tangente Mu gegen die Are AP ges 
neigt, oder ihr parallel, fo daß der Winfel RM« fpisig fey, 
und die Normale MN die Axe in-N jenfeits P ſchneide. In 
dieſem Falle gehoͤten zu den Abſciſſen t pofitive Applicaten u, 
und es haben dehet die Coefficienten A und B ungleiche Zeis 


en, und der Bruch; = if negativ. Wenn aber dieſes ſtait 


findet, fo haben wir Bereit vorhin gefehen, [$ 312], daß 


die Curve nach N iu hohl wird, wenn 


A2 E—ABD+B>2C 
B 


f 


eine. pofitive Größe ift, oder wenn, im Bat —. —2* 
E—ABD+B 

win, AEZAND RC —* if Bird hingegen. 

A: E—ABDFB> C AsE —ABD +B20 
.B A. 








negativ, eder 


poſi itib, ſo iſt die Curve nach N zu echaben, In Heyden 


Bällen aber iſt der Kruͤmmungshalbmeſſer 


a2 + B2)y a2 + 22) 
2(A®E - — ABD + B20) ' 


/ 


I. ' —— 


BEE Ä $ ziz. . 


Iſt aber A ==. 0, ſo wird die der Age parallele gerade 
Linie MR, ig. 58, zugleich eine Tangente der Curve; auch iſt 
u unendlichmal kleiner als t, und folglich 


> oc Bu + Ctt. 
Haben daher B und C gleiche Zeichen, oder iſt BC pofitid,. - 


7 


ſo muß u einen negativen Werth haben, und alſo die Curve 
nach dem Punkte P zu hohl ſeyn. Dabey fällt N in P,_ wie 


ſolches auch die vorherarhende Regel giebt, wenn man 
u. Amzo_ 


. . sr , 
’ ' 


u . 232 Zuenreꝛ But. Vierzehntes Cat. 


. n . 
‘ . A=6. Rt, und der Rehmmungsalbmefer ft 2. Eben 


dieſe vorhin gegebene Regel gilt, wenn die Tangente MT, 
Fis. 59, jenſeits P mit der Arc zuſammenkoͤmmt; denn es iſt 
9 alsdann ebenfalls die Curve nach N N entweder hohl oder 


2E — ABD'+B2C" 





J . . erhaben, je. nachdem der Ausdruck —n 


entweder poſi tib oder negativ if; und der Rrümmungehalb 


t u ur 
ro (A2 $B2)y (Az + B2) 
Er ehe ir wie vorhin = aBsE — ABB 203 


316. 


gig. 60, gegebens der den Mittelpunkt A, die halbe Haupt: 
: are AD=a, und die halbe sugehörige Are AC=h habe. 
_ Nimmt man die Abſciſſen x in der Axe AD vom Mittels 

punfkte A aus; fo iſt die Bleihung für. dieſe euwſe [nat 


$ 138] 


. 
— 


| aayyT bbxx aabb, | 
Setzt man'gan irgend eine Abſciſſe AP= p, und die Ap⸗ 
et plicate PM=q, fo wird | 
nn u aagg + bbpp=aabb | 
md, wennmanx=ptt, indy=grumadt, 
2299 T 2 aaqu t aauu + bbpp } abbpt + bbtt = aabb 
oder 
nt abbpt.+ 2aagui bbet 7 —R 
Es kommt alſo zuvoͤrderſt die Normale AN, wegen der 
Coefficienten von t und u, dieheits P mit der Age zuſam⸗ 


„men, und es wird 
| bbp 


weil A = abbp, und. B = aaq if. . 
urher 


Es ſey eine Ellipſe oder ein Quadrant derſelben DMG, 


'PM:PN=B:;: Amaag: bbp und PN = "DE 


“ .. “ -, r 
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Anberdem aber ift auch, meil | 
c=bb D=o; und E aa iſt 
A2E—ABDFB2C _ gaabb(saggtbbpp) _ 42464 


B PT TT ' zaay 
und alfo pofitiv: woraus denn erhellet, daß die Curve 
nach N zu hohl iſt. a 

- $.- 317. 


Was dem Kruͤmmungshalbmeſſer betrifft, fo it 
Aa T B2 = 4(a4ggq r bapp), und 
A2E — ABD + B2C = 4a4b4,. 


und fofglich der Kruͤmmungshalbmeſſer | . 
„_ (atgq 7 b#p . 
a44b4 1 
Da nun 6 | 
'MN=Y(ggr —, und it Ä j 


V(asgq + bapp) = an. MN 
if ‚. fo wird der Krümmungshalbmeffer a 
__a2.MN? | | 
b4# 
Wenn man aber auf die verlängerte Normale MN aus 
dem Mittelpunfte A die fenfrechte Linie, A Ozieht, ſo wird, 


weil AN p — rd und De Düepecte MN und ana 


einander ähnlich find, 
Ä aabbpp — — b4pp 
— 


oo mn tat bbop e bb 


4‘ 


/ I R +. 


NO = ‚und 


‚ 
⸗ 


aa.MN MN 
| und af 
bb. J J 
MN = He a 


. n { \ 


/ r 2 


+ 


i 


N 
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Hieraus erhält man für, den. geammungbaltmehet den 
Auedeuck en u 


ig aabb- | “ u | 
,MDd3 er 
der für jede der heyden Aigen gleich bequem gebraucht wer⸗ 
den fan, . . Sn 
8. 318. 


Hat man fuͤt jeden Punkt einer Curve den Kruͤmmungs⸗ 
halbmeſſer gefunden, fo kennt man eben dadurch Die Natur 
Ver Curve auf das deutlichſte. Derm theilt man ein Stuͤck 
der Curve in fehr viele fehr Eleine Theile, fo fann man 
einen jeden diefer Theile als einen Rreisbogen betrachten, 
deſſen Halbmeſſer der Kruͤmmungshalbmeſſer von ihm iſt. 
Dadurch iſt man aber auch im Stande die Befchreibung. 
einer Curse. dutch eine beträchtliche Menge von Punkten 
‚weit genauer zu verrichten. Denn wenn man, nachdem 
man eine hinlaͤngliche Anzahl von Punkten, durch welche 
die Curve gehet, gefunden: hat, für jeden diefer Punkte ‘ 

zuvoͤrderſt die Tangenten, dann die Normalen, und nun 
die Keümmyngshalbmeffer ſucht, ſo kann man die Fleinen 
Theile der Curve ztoifchen den gefundenen Punften mit 


— Huͤlfe des Zirkels beſchreiden, und es wird auf dieſem 


Wege die wahre Geſtalt der Curve deſto genauer darge⸗ 
ſtellt, je mehr Punfte man zuvor gefunden bat. 


rag 
Da alfo der fehr Pigine Theil der Surve bey M mit dem 
Kreisbogen, der mit dem Krummungshalbmeſſer beſchrie⸗ 
ben worden iſt, zuſammenfaͤllt, fo hat nicht nur das Ele⸗ 
ment der Curve Mm ſondern auch das vorhergehende Mn 
‚eben diefelde Krümmung. Da nemlich die Matur des und’ 
. endlich 


. — — — — —— —in. 
or 


Von der Krümmung ber‘ Curben. | ‚ass: 


"endlich kleinen Theils Mm duch eine Gleichung, wie dieſe: 
‚ssmer, Wr= Mr, und s== rm die Eoordinaten- des, 


\ deuten, ausgedruckt wird: fo kommt jeder unendlich klei⸗ 
nen Abſciſſe Mr = r eine doppelte Applicate, eine po⸗ 
ſitive und eine negative au, and es erftreckt ſi ch folglich 
die Curve auf eben die Art nach n ale nas) m. Wenn 
“ daher der Kruͤmmungshalbmeſſer, der nd - iſt, eine, 
endliche Größe Hat, fo ift Die "Krümmung auf beyden. 

. Seiten, wenigftens einen unendlich Pleinen Raum hindurch, 


einfoͤrmig. Es kann. folglich auch in dieſen Faͤllen die 


Curve weder ploͤtzlich aus M, nachdem fie dafeldft. eine 
Spitze gemacht hat, zuruͤcktreten, noch daſelbſt ihre Kruͤm⸗ 


der Krünimungshalbmefier = * 
wird: fo fällt in .die Augen, daß ber Keämmüngshalds 


mung verändern, und die erhabene Seite von Mn nah N 
zu ehren, wenn Mm nad) eben diefem Punkte zu hohl ift. 
Da man nun eine foldhe Veränderung der Krümmung 


Wendungspunkt nennt, fo kann da, wo der Kruͤmmungs⸗ 


halbmeſſer eine endliche Groͤße hat, weder eine Spitze noch 
ein Wendungspunkt ſtatt finden. 


> x 


N Ri y 320. 


S 


Da aus der Gleichung zwiſchen t und u — 


At t+Barcızr Deu + Ruu F Ft9 +. GttuF Hm2 pr. 


meſſer, wenn 
iſt, nnendlich groß wird, und alſo der Zibrende Kreis in 


eine gerade ‚Linie übergehet. Da alſo, wo dieſes geſchiehet, 


koͤmmt der. Curve Feine Krümmung zu, und es ‚gehen das- | 
ſeldſt die beyden Elemente der Eurve gleichfam in einer ges 
taben Linie fort Um aber die Natur der Eurve in diefen 


oo | Sallen 


en. 
name N 4 


(A2 + B2)y (A2' + B2) u 
2(A2E — ABD + B2C) . 


4 





a 
d 
1 


j 
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Falien genauer kennen au lechen , muß‘ man bie Subfis 5 


tutionen “ | ee 
. Art Bs und.u = Asse. 
= rCKÄrBBy' "Far + BB) 


Ts 306] auch in die Glieder Ft3 } Gttu + Htau + Ju3 
bringen. Da nun gegen das erfte Glied rV’ (A2 + B2) 


alle folgende Stieder, die r enthalten, verfchwinden, fo 


in AM einen Wendungspunkt. 


bekommt man, wenn man dieſe Glieder weglaͤßt, und die 
Subſtitution durch die ganze Gleichung vornimmt, eine 


Gleichung von dieſer Form 
. ara +9) Sass 7 ßs3 +ys44 ss * ꝛc. 


4 


K. zꝛi. 
Aus dieſer Gleichung findet man ai wie oben [$ 310] . 


* B2), 


def der Krümmungshalbmefler = iſt. Iſt 


aber «= o, und folglich der Rrümmungshalbmeffer uns 
. endlich groß, fo muß man, um die Natur-der Curve ges 
nauer kennen zu lernen, das folgende Sued Bs3 nehmen, 
fo daß 

| «ryY (A2 }B2) = Bs3 


fen; denn wenn 8 nicht = 0 iſt, fo verſchwinden alle übrige‘ 


‚Glieder 454, Is$ „ic. gegen £s3.. Es wird alfo in ;dies 
ſem Falle die Curve in M von einer durch diefe Gleichung 
- 2V (A2 B2) = Bs3 ausgedruckten Curve beruͤhrt, und 
daraus läßt ſich denn auch Die, Geſtalt jener Curve um M 


ſchlaͤngelt fi) die Eurve inM, wie Fig. 61, und hat ai 


on Bu J 628. 


_ erferinen.. Da ao zu der Abfeiffe r, wenn diefelbe negas . 
tig genommen tird, eine megative Applicate s gehört, fo " 


x 





- „' " ’ 
- ‚ 1 


— 
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X \ 


6. 322. | 
gIſt aufier w auch} =, fo wird die Natur der Curve 
" um M durch dieſe Gleichung . | E Zr 
So rVlAaB)uya = 
ausgedruckt; und da daraus zu jedes Abfciffer eine. doppelte 
- Applicate s, eine pofitive und eine negative, gehört, und 
dfe Abſciſſe nicht auf beyden Seiten ‘genommen werden ” ‘, 
kann, fo liegen in. dieſem Falle beyde Theile der Curve 
Mm und M«, Fig. 62, aufeiner und derſelben Seite dee, _\, 
Tangente. Wenn aber, weil“, B, und y verſchwinden, £ 
die Natur det Eurve durch die Gleichung u -. 
| “ ryY (A2 HB) =2ss 
ausgedruckt wird, fo hat die Curve bey M wieder einen 
Wendungspunkt, wie Fig 615 und wenn auch * = 72 
. und alfo “ 
va + B2) mm se. Zu 
Mt, fo hat abermals. die Curve dergleichen nicht, mie. N 
Fig. 62: Ueberhaupt hat. die Curve, wenn der Erponent 
von seine ungerade Zahl ift, in M einen Wedungspuntt, - , 
wenn aber diefer Erponent eine gerade Zahl iſt, fo findet 
J daft fein Wendungspunkt ſtatt. 
$. 323. — 
| So verhält es ſich mit den Eutven, wenn der Hunft Mm 
— ein einfacher Punkt iſt, oder wenn in der Bleihung . 
| o=AttBugCe FDiutEus Ft3 2c. 
‘A und B nicht zugleich. verſchwinden. Wenn aber ſowohl 
als B =, und die Curve zwey oder mehrere ſich in 


dem Punkte M ſchneidende Schenfel hat, fo muß man, 


. eben fo, wie vorhin, die Krümmung eineß jeden Schenkel _ 
und-feine. Beſchaffenheit in M beſonders unterſuchen. An⸗ u 
‚Beeren in d Anald. Unendl ILD, RR genoms J 


‘ 





u \ 
} . \ N 
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genommen nemlich, daß für die Tangente eines: Sant | 


‚mefnu=o 


fen, fo ſuche man eine Gleichung für diefen Sgherket ini 


. ſchen den Coprdinaten x und s, fo daß jene, r, auf der 


ns 


s 
— — 


vo 1 j \ 
a Ü * 


Normale MN, Big. 55, genammen wird, und unendliche 
- mal Peiner ift als s. [$. 306). Man muß alfo - 


—F _—mrtns und = — ms — ir 
> 7 Y’(m2 }n2)’ V m2 # n2) 


ſetzen; und iſt dieſes geſchehen, und find die Glieder, die 


‘wegen ihrer unendlichen Kleinheit gegen dig übrigen vers 


i ſchwinden, weggelaſſen worden: ſo ‚erhält man, wenn M 
, „ein doppelter Punft ift, eine Gleichung von der Form: 


—483 ASsSs4 Hr ysf Fiss ren 


wenn abet M ein beepfacher Punkt ift, eine Gleichung 
‚wie diefer 1° . 


ısss= us4 #Bss $ysc } ds7 T ꝛe. 
I ꝛc. 
Alle dieſe Steigungen laffen ſich aber auf folgende Bor 
bringen: 
J —J— Re? Fyas tier am 


“- 


$. 324. 
Aus dieſer Gleichung ſicht man, daß der Sdentel der 


Luive, welchen wir unterſuchen, in M den Krammunge⸗ 


halbmeſſer = — — bat, und daß folglich dieſer Kruͤnmungs⸗ 


halboiefer, Denn .=olflnh,=o wird. In dieſem 
"Kalle wird alſo die Natur der Curve durch eine von fm 
den Gleichungen ausgedrurkt: 
E; 554; va 5; 16. 
und daraus ſchließt man wieder wie vorhin, [$. 321, 322.] 
entweder, daß die Curve in M einen Wendungspunkt habe, 
Ä ne _ 


x 


. 


| 
/ 


® x | 
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doder daß dergleichen dafelöft nicht Ratt finde. Das erſte | | 


iſt, wenn der Epponent''von s eine ungerade Zahl, das 
. legte aber, wenn er eine gerade Zahl wird. Auf diefe Art 


muß man alfd jeden duch M gehenden ‚Schenkel der Curve 


befonders unterfuchen, wenn man zuvor feine Tangente ges 
$unden hat, und .diefe Tangente von den Tangenten der 


übrigen in eben diefem Punkte M fich fehneidenden Schen⸗ 


fein verſchieden iſt. .. 


$. 325. oe 
Auf eine andere Art aber verhält es ſich, wenn die 
Tangenten zweyer oder mehrerer Schenkel zuſammenfallen. 
Denn verſchwinden A und B, und find in der Gleichung 
o==Ctt+Dtu FEuiuFFt3 FGr2u Fi 
die beyden einfachen Faktoren des erften Gliedes Ott + 


. Dtu + Eau einander gleich, oder haben die beyden in : 


M, $ig. 55, fich fhneidenden Schenkel der Curve eine ges 
meinfchaftliche Tangentee fo fege man 

Cter Dtu+ Euu = (mt F nu). 
und fuche eine Gleichung zwiſchen den Eoordinaten M= 7 


.. wdrm=s, indem man: M 


= Fast) — — 


macht. Hierdurch erhaͤlt man eine Gleichung von bolzen⸗ va 


der Borm: 
rrmaersstps3 f yrs4 7°s4 } 1154 +öss hie 
| weil alle Glieder, worin r zwey oder mehr, Dimenſio io⸗ 
nen hat, gegen das erfterr verſchwinden. — 
§. 326 
Hier iſt nun zuvdrderſt das Glied #53 gu betrachten, 
denn iſt dieſes da, fo verſchwinden dagegen alle uͤbrige 
RR 210 j Bliss, 


. 





. , ⁊ 
-. ’ ⸗ 


pi 


gy igert Buch. Biereimtes Eopkeel, 


mu Gheder, weil ; r unendlichmal kleiner iſt als 5. Iſt alſo ⸗ 
nicht == o, fo wird die Natur der Eurve um M durch die | 
Sleicang 


⸗ 


1 ie 
er = 655 ' 


endenctzn und da daraus 
is Y hs=ss F — 


[er \ 


wo, fo ni eht man, 'daß der‘ Schmmungepatsmeer in u 


M= 3 Y z oder auch, weil sin M verſchwindet, =e 


iR. Es iſt Hemnach in dem betrachteten Falle die Kruͤm⸗ 
oa “mung unendlich groß, oder da8 Element der Curve inM 
= 5° ein Theikeines unendlich Eleinen Kreiſes. Da ferner die 
| Arpplicates einerley Werth) bekommt, man mag die Abſcſe 
r poſitiv oder negativ nehmen, fo erhellet zugleich, daß 
Die Sure inM, Fig. 63, eine Spitze habe, und in zweyen 
Schenkeln Mm, My aus einander fahre, die ſich inM bes 
-  zühren, und der Tangente Mt die erhabene Seite zukehren. 
on rt | 


ee I . 327. — 
Fu “ ‚Dun fen ==, dagegen aber fehle das Glied 284 nicht, - 
2 gegen "welches. das Glied yrs3 verſchwindet. Alsdanır 
twird die Natur dee Curve um M durch die Gleichung 


1 . 


ausgedruckt, welche, wenn «« Fleiner als — 4d iſt, wegen 
ihrer imaginaͤren Faktoren in M einen zugehoͤrigen Punkt 
u erfennen giebt, und, wenn «m größer als — 4? iſt⸗ in 

_ Iwep Gleichungen von der Form 


or? = ss; und ven gss 
„zerfällt. In dieſem Falle beruͤhren ſich alſo in M zwey 


u | Schenkel der Curve, davon der eine den Kruͤmmungshalb⸗ 
| _ meeſſer 


2 


7 


- : - \” 
\: : \ 
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meſſer = * und der andere = => * hat. Wenn daher 
dieſe beyden Schenkel ‘die hohle Säit nach eben der Ge⸗ 


gend zu kehren, fo hat dig Curve die Seſtalt jweper von 


innen, Fig. 64, wenn fi ie aber diefelbe nach entgegenges : 
‚festen Seiten‘zu gerichtet haben, zweyer von außen. fich 
| berühsenten Kreisbogen, gig. 65. 


£. —* ..r " : \ 


Wenn aud d verſchwindet, ſo läßt fich die Sleihens 
entweder in zwey andere Gleichungen aufloͤſen oder nicht. 


Im erſten Kalle ergeben ſich zwey Schenkel, die ſich in 
dem Punkte M- berühren, und dabon Vie Hatur eines kben 
durch eine Gleichung von der Form 


+ 


r = ws‘ = . u 


ausgedruckt wird. Hier giebt es alſo fo viel berſoiebene 


Geſtalten, als Combinationen zweyer Schenkel die in M 


einen einfachen Punkt erzeugen. Dieſe Schenkel wollen 


wir Schenkel der erſten Ordnung nennen, die folglich ins⸗ 
geſammt in der Gleichung r == 'wsinrenthäften ſittIm 
andern Falle, wenn ſich nemlich die Gieichung nicht in zwey 
andere Eleihurigen auftbfen laͤßt, wird die Natur der Eure 

durch eine von fotgenden Gleichungen’ autgedruckt © 


sr 4593 tr = 03%; Ir’ wsdr ıc. 


“ [ 


and dieſe Schenkel Wolfen wir, nebſt dern, dei wir vorhin 
gr = as gefunden haben, Mit dem’ Ramen, Schenfd 
Der zweyten Orbnung, belegen, weil ſie die Stelle zweyer 
Schenkel der erften Ordnung, die fich’in M berühren, vers 


treten. Diefe Schenkel der zweyten Ordnung haben ins⸗ 


geſammt in M eine Spitze, wie vᷣie Gleichung rr = ⸗82 
16 326) gab, dad. mit dem Inttekföiede, daß der Kruͤm⸗ 


wungtbalbmafee In M, den auß'ber Gleichung ar == ua? 
RE N unend⸗ 


⸗ 


7 


A 

! 

‚t Sn 
1] 


a 


. ! 
s \ \ ı 
l X \ J F 
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Nunendlich klein war, bey den aͤbrigen GSleidungen unend» \ 
lich groß wird. Denn da aus den Gleichung rr 85 
na ssYy as , 


Died, ſo iſt der aruͤmmungthatbmeſſer inM= = — 
Fe es 


ei weh, weils=o iſt. 


— 6. 329. 


‚Wenn die Tangenten dreyer Schenkel, die RN mm 


ſaneiden, zuſammenfallen, ſo beruͤhren ſich entweder drey 


Schenkel der erſten Ordnung in eben demſelben Punkte M, 


oderes iſt M ein Beruͤhrungspunkt eines Schenkels Dee 
zweyten und. eines Schenkels der erſten Ordnung, oder 
es geht durch M ein einziger Schenkel der dritten, Ord⸗ 
nung. Es wird aber die Natur der Schenfel der dritten 
. Dedehng durch eine von folgenden Sleihdungent , 
13 = us4; BI mas, 3 mus, DI —asd; c. 
oder überhaupt durch 
773 zz 482 | 4 
" gmügebrud, wenn n-irgend eine ganze Zahl, die groͤßer 
8.3 -und;baben nicht durch 3 theilfar if, bedeutet. Die 
Brfiots dieſer Bchenfel aber ift fo befchaffen, daß in M eig 


Wendungepunft fiat. findet, wenn n eine ungerade Zahl 


iſt; mwenn.aber n..eine gerade Zahl wird, fo gehen die 
Schenkel ohne Mendungspunkt, wie Fig 62, fort. Uebri⸗ 
gens jſt der Krümmungshalbmeffer bey dieſen Curven in M 
anendlich klein, wenn n Pleiner als 6, und unendlich groß, 
wengngedßer als 6 iſt. 


FO u :$ 330. 
..n .. Kuf eine ähnliche Art derhait es ſich wenn vier Tangen⸗ 
was von- den Sanigin. die 4 in dem Punkte M f@neiben, 
’ ib 


\ _“ , ’ 
‘ * * 
' . - “ _ 


zu 
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| zuſammenfallen. Es beruͤhren ſich nemlich alsdann ent⸗ 
weder vier Schenfel, der erſten Ordnung, oder zwey von 


der erſten und einer ‚von der zweyten Ordnung, oder zwep 
von der zweyten Drdnung,‚soder einer von der: erften und 
- einer von der dritten Ordnung einander in einem und demfels 
ben Punkte M, oder e8 geht endlich durch dieſen Punkt M 


. ein einziger Schenkel der vierten Ordnung. Es wird aber - 
die Natur der Schenkel der bietten. Ordauns durch die 


\ 


Ä allgemeine Gleihung 


14 = ausı ' 


| ausgedruckt, wenn 'n eine ganze ungerade. Zahl bedeutst, 
- die größer ald 4 iſt. Alle diefe Gleichungen geben eine: 


Spige, wie die Schenkel der ziwenten Okdnung, Fig, 63; 
und was den Kruͤmmungshaͤlbmeſſer in M. betrifft, fo ift 


J derſelbe unendlich klein, wenn n kleiner als 8, und unend⸗ J 


Sich groß, wenn. n groͤßer ais 8 if 


J 


Y 
Pa | 


oa. 0 


Anf eben dje Art tät fish Die Nazur der Shake der 


fünften und des übrigen hoͤhern Ordnungen: befiimmen, 


Mas die Geſtalt derfetben betrifft, fo fommen die Schenkel 


der. fuͤnften, der ſiebenten, der neunten und uͤberhaupt aller 


ungergden Ordnungen mit den Schenfeln der erfien Orde 


nung überein, die entweder einen Wendungspimft haben, 


. oder nicht. Die Schenkel der fechsten, achten und Übers _ 


haupt aller geraden Ordnungen hingegen find in Anſehung 
der Geſtalt mit den Schenfein der. zweyten und vierten Ord⸗ 
sung. von einerley Urt, oder haben indgefammt eine Spitze 


in M, wie die. 63fte Figur darfiellt. - Den Kruͤmmungs⸗ 
halbmeſſer anlangend, ſo läßt ſich, da die Natur aller dies 


ſer Bogen durch die Gleichung 
r m, sm a5 n 


R4 u aus: 


‘ 
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ausgedruckt wird, wenn n geößer iſt als m, leicht einſehen, 
‚Daß derſelbe, wenn 'n kleiner iſt ald.2 m, unendlich klein, 

und wenn n größer iſt als am, unendlich groß ſey. 

N ol 

en 5. 332. | 
Es laſſen ſich alfo die verſchiedenen Vendaffenheiten⸗ 
mit welchen ſich die Curben i in Anſehung ihrer Geſtalt dar⸗ 
ſtellen, auf drey Gattungen zuruͤckbringen. Zuvoͤrderſt 
giebt es nemlich Curven, die mit einer ſtetigen Kruͤmmung 
fortgehen, und nirgends weder einen Wendungspunft noch 
. eine Spite haben. Diefes findet ftatt, einmal, wenn der 
Keimmungshalbmeffer allenthoipgn endlich ift; zweytens 
giebt ed auch einige Kalle, wo die unendliche Größe oder 
R Kleindeit des Kruͤmmungshalbmeſſers das Fortſchreiten der 
Curve in ſtetiger Kruͤmmung nicht verhindert; und war er⸗ 
eignen ſich dieſe Faͤlle, wenn, die Natur’ der Curve im M . 
durch die Gleichung on | 
‚art sn 
usgedruckt wie, ſo daß m eine ungerade‘ Zahl, n hin⸗ 
„gegen eine gerade Zahl und größer als im iſt. Jum an⸗ 
‚Dern fönnen-die Curven einen MWendungspuntt haben/ wo⸗ 


⸗⸗ 


bey denn der Kruͤmminigshalbmeſſer nothwendig * 


unendlich klein oder unendlich groß ſeyn muß. Man erkennt 
olches aus der Gleichung " 
arm: u sn" “ j 
wem bebde Ervonenten m und: n’ ungerade Zahien And; . 
W muß aber ftets größer ale m ſeyn. Es iſt nemfich dei - 


Kruͤmmungẽhalbmeſſer unendlich groß; ‘wenn m groͤßer ad. 


2m, ‚und unendlich Plein, wenn n kleiner als 2 m iſt. Endlich 
rann es eine Spitze oder Ruͤckkehrpunkt geben, wo gleichfan ° 
zwey Schenkel, mit ihren erhabenen Seiten gegen einander 
area, bep Ihrer Zuſammenkunfi in einem Punkte ſich be⸗ 
rruͤh⸗ 


* 
® 


} 


sähren und daſelbſt endigen. Eigen ſolchen Vunkt ‚giebt - 


de Steigung 
arm sn 
u erkennen, wenn m eine gerade und n eine ungerade 


Zahl iſt. Vey einer Spige ift Daher der Rrämmungshalbs 


' 


meher allemal entiveder unendlich gioß oder unendlich tlein. 


J u 6.333. 
| Da ſich affp alle Verſchiedenheiten, die ſich ben ben 


Kurven in Anſehung ihrer ſtetigen Kortfchreitung finden 


Sönnen, auf diefe. drey Akten bringen laſſen, ſo erhellet, 


einmal, daß det Schenkel einer continuitlichen Curve nie 


auf die Art gebogen ſeyn kann, daß er bey C, Fig. 66, 
einen endlichen Minfel’ACB made. Da ferner bey einer 
Spitze beyde Schenkel einander ihre erhabene Seite zukeh⸗ 
ren, ſo giebt es keine ſolche Spitze ACBinc, Big. 67, 


wo die beyden Schenfel AC und BC zwar in C eine, ges 
meinſchaftliche Tangente haben, dabey aber die hohle Seite 
Des einen nach dee erhabenen Seite des andern hingerithte 
AR; und fo oft eine Curve auf diefe Art zuruͤckzutreten 


ſcheinet, fo oft it Diefelbe.unvoliftändig, fo daß, wenn man 


die Eure nach einer Gleichung ergänzt, und nach allen ihren . - 


Theilen ausdruckt, eine Curve wie Fig. 64, enifieht. Es giebt 


zwar Methoden Eurven zu beſchreiben/ wobey dergleichen 


Spitzen ACB entſtehen, die daher auch vom Marquis de 
opital Spitʒen:der zweyten Art genannt werden. Aber 


man muß dadey bedenken, daß die mechaniſchen Methoden 
nicht immer die ganze Eurpe.diein einer Öleichung enthalten 


iſt, hervorbringen, fondern oͤfters nur eitten gewiſſen The) 
derſelben darſtellen. Durch diefen einzigen Umftand wird 


der ganze Streit, ‚der über die Spitzen der zwehten art 
entjtanden und gefiyet worden je, gehoben. 


- u Rs. 


. 
et _- 
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⸗ 
⸗ 
. . 


3° | 


*9 


- vy? 


— 


a 


welche aus diefer, yzaVYxı& Y x3 entſpringt, enthal⸗ 
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So fehe mar indeh hierdutch berechtigt ſcheint, zu be⸗ 
haupten, daß es Feine Spitze der jmeyten Ordnung gebe, 
ſo hat man gleichwohl eine Menge von algebraiſchen Cur⸗ 


‚ven, die damit verfehen find. Unter andern ſogar eine 
Linie der vierten Ordnung, die in der Gleichung 


‚y* — 2y2x — - x3 .0 


ten iſt. Denn wenn hier gleich zuerſt das Glied Yx 
vorfommt, fo Tann daͤſſelbe dennoch nicht politio "und 
negativ genommen werden, fondern muß nothwendig daB 
Zeichen + haben, weil, wehn man ihm das Beiden — ge 


ben wollte, das andere Glied Y 3 Na (xV x) ima⸗ I 


ginaͤr werden wuͤrde. Und aus dieſem Beyſpiele laͤßt fid 


die Einſchraͤnkung, Die man zu den obigen hinzufügen mu 
hinlaͤnglich abnehmen. | 


u; j 334. no *J 
Wenn, Fig. 64, zwey Schenkel, die in Meeine ge 


meinſchaftliche Tangente haben, und alſo vier aut Maus⸗ 
„gehende Bogen, Mm, Ma, Mn, Mo vorſtellen, Durch der⸗ 


ſchiedene Gleichungen ausgedruckt werden, ſo iſt es keinem 


Zweifel unterworfen, welche von dieſen Schenkein conti⸗ 


nuirlich find; es find: ſolches nemlich dlejenigen, die durch 
einerley Gleichung ausgedruckt werden, fo daß daher de 
Bugen Mm eine Kortfegung von Mn, und:der Bogen Ma 

eine-Kottfegung von Ms» iſt. Wenn aber jene beyde Schens 
kel durch einerley Gleichung ausgedruckt werden, fo kaum, 


: da der vorhergehende Grund wegfaͤllt, der Bogen Mm 


nicht nur als eine Kortfegung des Bogens Mn fondern auch 


als eine Kortfegung von Ms angefehen werden; . und da 
u ouf dieſe Art jeder der Bogen Mn und M» als eine Forts 


N ſebens 





ſetzung von Mm betrachtet werden Bann, fofann man auch den 


1* 
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einen als die. Hortfegung des andern anfehen. - Man kann 
alfo hiernach fagen, dag fowohl die Bogen Mm und Mu 
als jede zwey andere von den angeführten eine continuirs 


liche Curve bilden, und in dieſem Kalle ftoßen in M zweg | 


Spigen der zweyten Art mM 4 und aN, zuſammen. | 


/ 
\ 


335 . 


Und dies gilt nicht nur von zwey Schenfeln, die fi 
ohne Wendungepunft und ohne Spige' in dem Punfte M 


berühren, und durch einerfey Gleichung ausgedruckt were 


den, fondern es verhält fich in Anfehung der Eontinuität 
auf eben Die Art bey, jeden zwey Schenkeln, die fih in M 
berühren, wofern fie nur Durch einerley Gleichung ausge 


druckt werden. Es geſchieht dieſes, fo oft man zu einen 


Sleichung zwiſchen r und s von folgender Form kommt 
a2,2m — Dußr@sn F BAs2L mo 


| denn alsdann wird jeder Schenkel durch die Gleichung 


ern & ASa 
ausgedeudt. In diefem Kalle fönnen alſo je zwey von den 
vier Bogen, die aus dem Punkte M, ausgehen, für eine con⸗ 


tinuirliche Linie gehalten werden, und daher entſtehet denn 


eine unzähliche Menge von Spitzen der zwepten Urt. Eben 


dieſe Beſchaffenheit der Eontinuität it aber auch der Grund, 


warum einige mechanifche Beichreibungen und Eonftructios 


nen Spigen dee zweyten Art hervorbringen; doc) Fann dies 


ſes nicht geſchehen, als wenn man dadurch nicht die ganze 
in der Gleichung enthaltene Curve, fondern nur einen oder 


einige Schenkel derfelben darfteller. 


U U] 
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Sunfzehntes Capitel. 


Bon den Curven, bie einen ober mehr Durch⸗ 
mæeeſſer haben. 


Wie haben oben [im fünften und ſechsten Capitel] ge⸗ | 


ſehen, daß alle Linien der zweyten Ordnung zum wenigſten 
einen rechtwinkligen Durchmeffer haben, der die ganje 
Curve in zweh aͤhnliche und gleiche Theile theilt. Die Pas 


J rabel nemlich hat einen ſolchen Durchmeſſer, und beſteht 


daher aus zwey einander gleichen und aͤhnlichen Theilen; 
die Ellipſe hingegen und die Hyperbel haben deren zwey, 
die ſich ji im Mittelpunkte unter einem techten Winkel ſchnei⸗ 
den; und daher ‚giebt es bey ihnen vier einander gleiche 
und Ähnliche Bogen oder‘ Schenkel. Und was’ den Kreis 


. Betrifft, fo hat derfelbe, da er von jeder durch den Mittels 


— 


punkt gezogenen geraden Linie in zwey gleiche Theile getheilt 
wird, unzaͤhlige gleiche und aͤhnliche Theile, und zwar ſind 
ſendet alle Bogen, die zu gleichen Sehnen gehören. 


‘ sr 


4. 7 

Dieſe Aehnlichkeit zweyer oder mehrerer Theile ‚einer 
ind derfelden Curve wollen wir alfo jetzt genauer unters 
"Jüchen, und die Curven, die zwey oder mehr einander e aͤhn⸗ 
fiche Theile haben, durch allgemeine Gleichungen aus⸗ 
deucken. Iſt daher eine Gleichung zwiſchen rechtwinkligen 


Coordinaten x und y gegeben, und hat man den ganien . 


Raumt in die vier Gegenden Q, R, Sand T, ig. 68, welche 


| un 


J 


— — — — 2— 


4 
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durch' die in C fih fenfrecht fchneidenden gecaden Linien 
AB, EF von einander adgefondert werden, eingetheilt: fo 
liegt der Theil der Eurve, wobey x und y-pofitiv find, in dee 
Gegend Q, der aber, wobey x pofitie und y negativ iſt, in 
der Gegend R; ferner der, wobey x. negatib, y aber po⸗ 
fitio iſt, in S, und der endlich, wober x und y negatio 
find, in T. IJ 


5. 338. 


Es werden demnach die Theile der Curve in den Segens 
den Q und R einander gleich und. ähnlich fen, wenn die 
@leihung fo beſchaffen ift, daß fie unverändert bleibt, 
wenn man —y für + y ſetzt. Und da fich dieſe Beſchaffen⸗ 
beit bey allen Poteftäten von y, deren Erponenten gerade 
Zahlen find, findet: fo erhellet, daß die Theile der Curve, 
in den Gegenden Q und R einander gleich und aͤhnlich ſeyn 
werden, wenn in der Gleichung Peine Poteſtaͤten von y mit 
ungeraden Exponenten vorkommen; und daß folglich in 





diefem Balte die gerade Linie AB, worauf die Abſciſſen CP u 


‚genommen werden, ein Durchmeſſer der Curve ſeyn werde, 
Hiernach find alle diefe.Eurven, vorausgefegt, dab fie zu . 
den algebraifchen gehören, unter folgender allgemeinen 
Sleichung enthalten: 

o F AX + yxıx 'y2 Fıx3 + exy2} tt 

| Sx2y2 Tıya ic. | 

und diefen Ausdruck Fann man auch auf die Art anzeigen, 

daß man ſagt, er ſey eine rationale Funktion von x und yy. 

Wenn alfo Z irgend eine rationale: Funktion von x und yy 
ift, To druckt die Gleichung 

2 =0 

eine Eurve ans, die von der geraden Linie AB in zwey 

Dre und ähnliche ae getheilt wird; und es ſind Daher 
auch 


2 ’ N R 
Dur Nı * x \ ’ j 1 ‘ + ı 
‘ a n \ - . u R ! — J 
n ! 


— 
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anch die Theile per Curve in den Gegenden S und T eins 
nt ander gleich und ähnlich. | 

—W N 
% 339 

j Die Theile der Carve in den Gegenden Q.und $ aber 
\ - werden einander gleich und ähnlich ſeyn, wenn die Glei⸗ 
dgung ſo beſchaffen if, daß fie unverändert bleibt, wenn 

nn mann — x für P x fegt; und wenn daher Z irgend eine 
; , . | rattonale Kunftion von xx und y if, fo druckt die Sleichung 
2 = o 
DE or eine Curve aus, die ducch die gerade Linie EF in zwey 
| gleiche und ähnliche Theile getheilt wird. Die allgemeine 
0, Gleichung für diefe Curven ift demnach 

— ometPpytrsxtiyyteeay Herten 

\ $x2y3 Fiya pic 

und aus diefer Gleichung ift der Theil der Eurve ih 8 dem 
te) Abdeile in Q, ſo wie der heil in T dem Theile in R gleich 
Ze und ähnlich, 


N 


..$ 340. 


_ Die Theile in den Gegenden Q und T aber, oder die 
| Theile in'R und S, werden einander gleich feyn, wenn Sie 
Bleichung zwifchen den Coordinaten x und y fo befchaffen 
iſt, daß fie unverändert bleibt, wenn man beyde Coordi⸗ 
7.8 I naten negativ nimmt. Es ſey Z=o die Gleichung für 
u diefe Curven, fo erhellet, daß diefe Gleichung die ange⸗ 
2, führte Befchaffenheit Haben werde, wenn. Z eine Funktion 
7 on x und yon geraden Dimenfionen, oder ein Aggregat 
irgend einer Anzahl homogener Funktionen von geraden 
Dimenſionen iſt. Wem hingegen Z ein Aggregat irgend 
einer Anzahl homogener Funktionen von ungeraden Dimen⸗ 
fionen ik, fo gebt Z, wenn man »und y negativ nimmt, 
in”. 


- , . 6 


— — 
. . 


. — [— 
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in —Z über, und ed wird daher, da 2 0 war, auch 
— 2 0 Hiernach findet man alſo eine doppelte allge⸗ 
meine Gleichung foͤr ˖ die Curven, die in den entgegenge⸗ 
ſetzten Gegenden Q und T, desgleichen in Rund Ss, gleiche -' 


- ad Ähnliche Theile haben. Die eine nemlich ift 


ozntexxt yxy 25* Tıx4 +2x3y + rt 
oo Ixy3 44 Texs +26 
. \ ‘ und die andere 
eartpy tyx3 Föx2y Fızy2 Typ + axs De 
9x4 f ‚ıx3y? ri 


$. gt: u 
Es find alfo die Curven, die, zwey einander ahnliche 
und gleiche Theile haben, von einer zwiefachen Gattung. 
Entweder liegen dieſe beyden Theile dergeſtalt auf den bey⸗ 
den Seiten um einer geraden Linie, daß alle auf dieſe 
Linie gezogene ſenkrechte Ordinaten in zwey gleiche Theile 


getheilt werden. In dieſem Falle heißt die gedachte gerade 


Linie ein rechtwinkliger Durchmeſſer der Curve, und es 
gehoͤren dahin die Gleichungen im 337 und 338ſten $; 


Oder es befinden ſich jene beyde aͤhnliche und gleiche 


Theile auf den entgegengeſetzten Seiten ſo, daß jede 
durch den Punft € gezogene gerade Linie die Curve in zwey 
wechſelsweiſe einander gleiche Theile theilt, welches bey 


den Gleichungen des vochergehenden $ der Fall ift. Dieſe 


verfchtedene Lage der gleichen Theile wollen wir nun auf die 
Art ansdruden, daß wir diejenigen, Die zu der erften Art ges 


: Hören, mit dem Namen, entgegengefegt gleich ,. die von 
‚:. des andern aber mit der Benennung, wechfelsweife gleich, 
belegen. Da es ferner bey der legten Gattung. einen Punkt 
." giebt, der fo befchaffen iſt, daß jede Dadurch zu beyden | 
| Seiten nach der Curve gezogene gerade einie in ihm in 


I, aeg ! 


bi 


! 
L 


1 
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zwey gleiche Theile getheilt wird ſo kann man Diefem 
Punkte ſehr füglich den Namen Mittelpunkt geben, fo daß 
alſo den Curven, die zwey wechſelsweiſe gleiche Thelle ha⸗ 
ben, ein Mittelpunkt zukommt, denen aber, wobey zwey 
Theile entgegengeſetzt einander gleich ſind, ein Durchmeſ⸗ 


N me zugeſchrieben werden kann. | _ 


9. 342. 


!. 


“ J Er die Gleihung Z = 6, wenn y in der Funktien z 


feine andere ald gerade Dimenfionen hat, Eurven aus⸗ 
s ‚deudt, die einen Durchmeſſer AB, Fig. 68, haben; und 
E eben dieſe Gleichung, wenn darin die andere Coordinate x 
bloß in geraden Dimenfionen vorkommt, ‚eine Gleichung 
fuͤr Curven mit dem Durchmeſſer E F iſt: fo mäffen, wenn 


. £ 2 eine ſolche Funktion von x und y ift, daß. alle Erponens 


fen vom x und y gerade Zahlen find, AB und EF rechts 
winklige Durchmeſſer der Curve, und alſo die in den Ge⸗ 


J ‚genden G R,S und T liegenden vier Theile der Curve ein⸗ 


—ander gleich und aͤhnlich ſeyn. Die allgemeine Sleichuns 
fuͤr dergleichen Curven iſt daher: 
o” Pe ax? #7 ry2 1 ex4 rt x2y2 * grei a 


| u . Ix4y2 7 ꝛc. 


\ 
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® haben alfd die in diefer Gleichung enthaltene Cue⸗ 

ven zwey rechtwinklige Durchmeſſer AB und ETF, die ſich 

‚in dem Punfte C fenfrecht fehneiden, und es gehören dies 

ſelben insgefammt entweder zu der zweyten, oder, zu der 

. vierten, oder zu der fechften Ordnung ıc., fo daß Feine Linie 
„ben einer üngeraden Ordnung. Curven ‚enthält, die mit 

zwey Durchmeſſ ern, die ſich ſenkrecht ſchnitten, verſehen 

wären. und da die Kae auch in der erften Gleis, 

| W ‚sms 


‚ f) 
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| Sung ir im 3goften $ begriffen ift, fo haben jene Curven auch 


in C einen Mittelpunft, fo daß jede dadurch zu beyden 


Seiten nach der Curve gezogene gerade Linie in demſelben 
in zwey gleiche Theile getheilt wird. Dergleichen Curoen 
mit einem doppelten Durchmeſſer erhält man alſo aus der 
| Gleichung 20, wenn Z ‚irgend eine rationale  Sunftjon 
‚von xx und. yy iſt. 


J 4 344. 
Ey wir auf diefe Art zu Eurven wit zwey Durchmeſ⸗ 


ſern gelangt find, fo wollen wir nun auch Gleichungen für 
ſolche Eurven ſuchen, Die mehr als zwey Durchmeſſer haben. | 
Zuvörderft ift Leicht zu zeigen, daß die Durchmeſſet jeder 
Eurve, die deren nur zwey hat, auf einander fenfrecht 


ſeyn müffen, fo daß Feine Curve mit. zwey Durchmeſſern 


| möglich ift, die nicht in der zulegt gefundenen. Gleichung“ 


| 


eithalten wäre. Denn wir wollen annehmen, daß eine 
Eurve zwey Durchmefler AB’ und EF ig. 69 habe, die 
fi in C nicht fenfrecht ſchneiden. Da alsdann EC ein 
Durchmeſſer iſt, ſo muß der Curve auf beyden Seiten die⸗ 
ſer geraden Linie gleiche Beſchaffenheit zukommen; und 


folglich, da der Theil dießeits EC die Linie AC zum Durthe - 


meſſer hat, auch der Theil jenſeits EC den Durchmeſſer 


4 


GC:haben, der in dem Punfte C mit E.C den Winkel 


- GtE= ACE mache. Auf ähnliche Art muß , da GC ein 
. Dutchmeffer iſt, auch IC, wenn GCI == GCE iſt, ein 
Durchmeſſer von eben der Veſchaffenheit als EC’ ſeyn. 


Ferner iſt auch LC ein Durchmeſſer, wenn man ICLL=ICG 


macht; und fo findet man, wenn man fortfährr, immer 
neue Durchmeſſer, bis der letzte mit dem erſten AC zuſam⸗ 


menfaͤllt, welches geſchiehet, wenn der Winkel AUE sum ! 
rechten Winkel ein rationales Verhaͤltniß hat. 


æulers inlin ndAnald Unendl.I. p. 6 
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"Hat aber der Winfel ACE um redien Winkel kein 
ratienales Verhaͤltniß, ſo wird die Anzahl der Durchmeſ⸗ 
ſer unendlich groß, und die Curve iſt dann ein Kreis, in 
welchem jede durch den Mittelpunkt gezogene gerade 


Linie ein rechtwinkliger Durchmeſſer iſt; denn dergleichen 


Durchmeſſer verſtehen wir hier allemal, wenn wir von 
Durchmeſſern reden, weil dieſe nur die Curven in zwey 
ähnliche und gleiche Theile theilen. Hieraus erhellet, daß . 
keine algebraiſche Linie zwey einander parallele Durchmeſ⸗ 
ſer haben koͤnne. Denn haͤtte ſie zwey ſolche Durchmeſſer, 


ſo wuͤrde fie, aus den angeführten Gruͤnden, auch unendlich 


viele unter einander parallele und, gleichtweit von einander _ 


J entfernte Durchmeſſer haben, und alſo von einer geraden 


Linie in unendlich vielen Punkten geſchnitten werden muͤſ⸗ 
ſen. Allein diefe Befchaffenheit kommt den algebraiſchen 


„Linien nicht. zu. 


| .n $ 346. . 
Henn olfo eine Curve mehr ald zwey Durchmeffer hat, fo 
_fneiben ſich diefelben insgefammt in eiuem und demfelden 
Punkte C,_und find von einander unter gleichen Winkeln 
entfernt. “Kerner find diefe Durchmeſſer von zwiefacher 
Gattung, und folgen wechſelsweiſe auf einander, indem 
nemlich der Durchmeſſer CG von eben der Beſchaffenheit 
ift, ‘als der Durchmeffee CA. Daher fommt die Gleis 


chung für die Curve, wobey CG die Are iſt, mit der über, 


'ein, wodey CA zur Are angenommen wird, und die wech⸗ 
felnden Durchmeſſer CA, CG, CL, ꝛe. fo wie au GE, CI ic. 
gehoren auf gleiche Art zu der Curve. Wenn alſo die An⸗ 
zahl: der Durchmeſſer endlich iſt, ſo iſt der Winkel ACG 
ein aliquoter Theil-von vier x rechten Winkeln, ober CE’ein 

alls 


\ 


⸗ 


Yo 
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' oliquoter Theii von 1800, oder der balben Weripherie, die, 


bir = * * fegen wollen. 


5. 7 — 
Wenn der Winkel ACE, $ig. 70, = 900 * 2 Ai, 


fe findet der vorhin ſchon unterfuchte Fall fatt, wo die . 


Eurve zwey auf einander‘ ſenktechte Durchmeſſer hatt 


Diefe Surven wollen wir jegt nochmals, aber auf einem ans | 
dern Wege, unterfuchen, den wir auch zur Erfindung mehs- 


rerer Durchmeffer betreten Fönnen. Es babe demnach die 


Eurye die beyden Durchmeffer AB und- EF, Man nehme . 
in ihr irgend einen Punft Man, fege, nachdem man aus 
dem Mittelpunfte C die gerade Linie CM bezogen hat, 


cM=z,umdACM=s\, 
und fuche eine Gleichung zwiſchen z und s. Da AC ein 


Durchmeſſer ift, fo fällt in die Augen, daß z eine folde 


— 


Sunktion von s ſeyn muß, die unverändert bleibt, wenn 
man — s für. s feßt; denn ed muß, wenn man ftatt des 
Winkels ACM = s den negativen Winfel ACm nimmt, 
Cm==CM feyn. Nun: ift cof. s eine ſolche Funktion von 


3, welche durch die Subftitution- von — s für ps nicht 
perändert wird; und: e8 wird daher dem gedachten Erfor⸗ 
derniſſe ein Genuͤge geſchehen, wenn z irgend eine ratio⸗ . 


nale Funktion von coſ.s iſt. 0 


N ER - 
Setzt man die Abſciſſe CP-—= x, und die mopleut 
PM =y, fo wird 


SVGx t uy) meist 


Soli nun Z = o die Gieichung fuͤr die Curve fern, deren 
Durchmeſer ca ri ‚ fo muß Z eine rationale Gunftion von 


z 


un 62 .,. 5 


\ 


1 


⸗ 
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2 und — 7, oder von. 2 and x T oder, wegen der Rationalität, 


max yyrund x ſeyn. Aber wenn Z.eine Zunftion von 
J xt yy.and x ift, ſo iſt es auch eine Zunftion von yy- 
and.x, Denn-fegt mar xx Fyy=u, fo wird zZ eine. 


Funftion von x und u; ‚und fegt man ferner ut} xx, 
ſo daß = =yy wird: to wird zZ eine Funftion von $ und x, 
4. von yy und x Wenn daher Z eine rationale Zunfs 


tion vonyyundxÄft, fo ift die gerade LiniecA ein Durch⸗ 


meſſer der Curve: und: diefe Beſtimmung fommt mit ‚ders 


jenigen durchaus uͤberein, die wir oben [$.338] für die 


Lurven, denen ein Durchmeſer zukemnt, gefunden haben. 


— 


N 


Er ie 
Aber die geſuchte Curve ſoll zwey Durchmeffer AB und 


"  EF haben, woher denn der Durchmeſſer CB von eben det 
Art ſeyn wird, alß der Durchmeſſer CA, 346. Wen 


man alſo die gerade Linie CM==z auf den Durchmeſſer CB 
bezieht, fo muß, weil BCM= rs ift, z eine ſolche 


“ Zunftion von s fepn, die unverändert bleiöt, wenn man 


#—'sfücsfebt. Dergleichen wäre nun zwar Yin. s, weit 


Bn.s & ſin. (æ —s) if, allein es geſchiehet dadurch der 


vorhergehenden Bedingung fein Genuͤge Man muß alſo 
einen Ausdruck ſuchen, der Auf gleiche Art zus, —s, und 
E—S$ gehoͤrt und ein ſolcher iſt coſ. 25, indem coſ. 2 s= 


coſ.- 28* cof. 2(# — s) iſt; und es tft demnach die 


Gleihung Z= 0 eine Gleichung für die Eurven mit zwey 
Durqmeſera AB und ER, wenn‘Z eine rationale Zunftion 


— 





| von⸗ und cof. asitt. Nun iftcof 21 - , und. 


es muß dader ⸗ eine Funktion von xx7 yY rs xx -yy ; 
ober " 


1 L 


— —— — m — m. 


'y 


p, ji = = Fu R _ 


4 


oder von xx und y7 ſeyn, tie we vorhin [$ 3) ges 


 funben haben 


i 


4. 330. 


Kan wollen wir zu den Curven, die drey Durdchnefer 
AB. EF, und GH, Fig. 71, haben, fortgehen, wo. ſich 
denn [9 346} dieſe Durchmeſſer i in einem Punkte C unter 


den Winkeln ACE, ECG, GOBGO 3 * ſchneiden 


und die wechſelnden Durcomeſſern CA, CG, CF von einer⸗ 


ey Beſchaffenheit ſeyn erden, Sest man daher CM=z,.. 


und ACM=s, fpmuß, wel GCM=$# —s iſt, die 
Funktion für die Curve Z== o fo befchaffen feyn, daß Z 


eine sationafe Funktion von 2 und einer Größe w ift, die 


unverändert bleibt, wenn man — s oder —s für s 
ſetzt. Es iſt demnach w coſ. 38, teil caf. 38 == cof. 


“—3smecoh (2 —3s) iſt. Sept man aber die Coor⸗ 
dinaten EP = x, und PM'==y, ſo wird eof. 3 sc. 


Sen , und es muß folglich Z eine rationale Funt⸗ “ 


— 


tion von xx f rY und x 3x7 ſeyn. 


-, ' q 
. 


- 


rs 3, 
WMacht man daher xxTyy=t, und x3 —3ayyou, 
fd wird die allgemeine Gteipung für die, Eurven Mit drey 
Durchmeſſern 
1J eBatsehrutitttetutguuten to 


... amd diefe giebt folgende zwiſchen x und y 


SlntP(xz FypDrrxL xx—3yDtdaxt m m . 


Da nun die Gleichung — 

—— — — — ——— 
dem Reife zugehört, der ale eine Curve mit unzähfigen 
Durhmefern auch in den Eurven gerechnet werden kann, 
‚s 3 | die 
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-, 


| u Kr  Broetes Buß, Funfehntes Cap. 


Bu die dray Durchmeſſer haben: fa iſ die einfachfte Cuive mis 


Be “ drey Durchmeffern die Linie der dritten & Ordnung, die duch: | 


bie Gleichung | Zn 
| 28 xy nanfhayytbs 
ausgedruckt wird, und drey Aſymptoten hat, die. ein gleich⸗ 
ſeitiges Dreyeck machen, in deſſen Mitte der, Punft C llegt. 
‚Die gedachten Aſymptoten gehoͤren insgeſammt u der Art 


= = =, und die Eurve nach der oben gemachten Etafife 


R 


, E eation zu.der fünften Art. - 
2 g 352 
| Wenn Sie Curve vier Durchmefier AB, Er) 6H md 
IK, $ig.72, bat, die ſich in dem Punkte C unter halben 
rechten Winkeln = = fepneiden, fo find die Durchmeſſer 
CA, OG, CB und CH.von einer und derſelben Beſchaffen⸗ 
‚.beit.- Wenn man daher CM + und ACM = s Tegt, 
ſo muß eine ſolche Funktion vons geſucht werden, die un⸗ 
dveraͤndert bleibt, wenn — s oder 3=.— fuͤr s geſetzt 
wird. Dergleichen iſt aber coſ. 45; und wenn alfo Z.eine 


Funktion von, und cof. 45, oder von xx yyundx# 


—6xxyyY} y4 ift, ſo giebt die Gleichung Z=o eine 

Lurve mit vier. Durchmeſſern. Es wird daher Z eine Funds 

.  Sipn. von t und u, mennmat=xxtyy, und u x 

6x IJ ſetzt; nimmt man aber v=tt—u, fo 

— wird Z eine Funktion von t und v,-d. h. hon xx.} yy und 

ER Dder man fann auch Z, fo beftinimen , daf. men. 
an * ſey eine ne Gunfition von xx Fyyund xkty4 


58. UF u 


: Wenn die durch die Gleichung Z=6 ausgedruckte 
nu Euere Fünf Durchmeſer haben fob, fo auf Z eine Funktion 


! 
| 0 von 


! 


, 


Durchmeſſern, wenn Z eine rationale Kunftion von xx tyy. 
und xSs — ıoxdyy } 5xy# iſt. Die einfachfte Eurpe, | 
den- Kreis ausgenommen, die fünf Durchmeffer hat, iſt 
demnach eine Linie der. fünften Ordnung, die durch Voß | 


Pu 


’ J ” 
. t / 
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von z und cof 5s ſeyn. Da nun, wenn die rechtwinkligen 
. Eoorbinaten x und y find, 


4 


26 —1ox’yyt says | 
Ten 


wird, fo ift Z= 0 eine Gleichung für eine Curve mit fünf 


css 


gende Gleichung ausgedruckt wird: 
x —ı10x3yy}5 xyazalxstyy)2 tbixxt yp te, 
und wegen der Realität aller Kaftoren des hoͤchſten Gliedes 


hat diefe Eurve fünf Afymptoten, die durch ihre Schnitte - u 


ein reguläres Fuͤnfeck machen, in deſſen Mitte der Mirtel⸗ 
pankt C liegt, 


3 U 


dieraus erhellet ſchon allgemein, daß eine duch die. 
Gleichung Z == 0 ausgedruckte Eurve n Durchmeſſer, das 


. W “5, 
von je zwey neben einander liegende, den Winkel m — eins. - 


ſchlieſſen, haben werde, wenn 2 eine Funktion pon x und 
eof ns, oder, bey rechtwinkligen Coordinaten, irgend eine 
rationalefunftion bon xxyy- undx x 2 xn-2y2 + 


an Nm—2)(n 3) @— * days 1 iſt; oder daß die 


Ir2.3% 
- Gleichung: 
o=mstAttyuritttetur guutses »sttufie 
‚eine Curve mit n Durchmeſſern geben werde, wenn _ 
',tsxxtr ır 
no und 
oo. 4 n nd n 


» 
⸗, 


* 





A 
x 


— 
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"genommen wird. Hieraus laſſen ſich Curven mit fo viel, 
unter gleichen Winkeln in einem und demſelben Punkte C 


fib fehneidenden, Durdmeffern, ald man will finden, und“ 


‚ baben begreift diefe Gleichung ohne Ausnahme alle alges 
braiſche Eurven unter ſich, die eine gegebene Anzahl v von 
Dursmefken haben. Ku 


. ET u Fo. 
Dergleichen mit mehrern Durchmeffern verſehene Cur⸗ 


— 


j ven haben. allemal-eine doppelt fo große Anzahl einander 


ähnlicher und gleicher Theile. So-hat die Curve mit zwen 


Durchmeſſern, Fig. 70, vier ähnliche und gleiche Theile, 


AE.,BE, AFundBF; die Curve mit drey Durchmeſſern, 


Fiag 7r, ſechs ähnliche und gleiche Theile, AE, GE, GB, 


FB, FHund AH; die Curve mit vier Ducchmeffern, Fig. 72, 
acht ähnliche und gleiche Theile AE, AK, GE, GL, BI, 


- BF. HF und-HK; und auf Ähnliche Art ift die Anzahl der 
gleichen Theile immer nad) einmal fo groß, als die Anzahl 


' der. Durchmeſſer. So wie wir aber oben [$ 338] geſehen 


haben, daß es Curven giebt, die zwey, ähnliche und gleiche 
Theile aber keinen Durchmeſſer haben, ſo finden auch Cur⸗ 
ven mit mehr als zwey oͤhnlichen u und steigen Theilen ohne 


Ä Durchmeſer ſtaftt. 


- 
- 4 . Be J 6: 336, oo. n 
Y \ 


Mir wollen von zwey gleichen auf duechaus entgegens - ⸗ 


gofetzten Geiten Itegendpn’ Theilen, AME, BKF, fig. 73, 
- anfangen, weichen Ball wie fon oben [$ 340] gehabt has, 


ben, ‚Sollen nemlich einer. Curve nicht mehr als zwey gleiche 
Theile zukommen, fo muͤſſen dieſelben nothwendig einander 


entgegengeſetzt ſeyn. Dies wird dentlich werden, wenn. u 


"7 


= .. gemein ift, und de tang. s= tang.(r tr s), fo; if tang. 8. | 
. ein folder. Hiernach gehört die Gleichung Z=o für. ‚eine‘ 


n 


0 
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wir mehrere gleiche Theile betrachten. Setzt man alfo- wie⸗ | 


der, tote vorhin, CM==z, und. den Dinkel ACM=s, 


ſo iſt offenbar, daß den Winkeln s und = ts einerley Barth 


vom z- zukommen muͤſſe; denn nimmt man ACM= +, 


— 


fo witd z=CK, CK aber muß = CM feyn. Man muß 


alſo einen Ausdruck ſuchen, der den Winkeln s und æ pe 


Gurve, ſo wie wir fie jegt betrachten, wenn 2 cine Funk⸗ 
‚tion von z und. tang.s, oder eine Zunftion-xx + yy und“ 


5 iſt. Matt nt (0 wird xx ‚? yreyın 


‚ (1 + tr), und-dann muß Z eine Funktion von + und 2 * 
VG tt) d. b. von t und yy ſeyn. Hieraus ergeben ſich 
‚eben die Gleichungen, die wir oben gefunden haben. 


$. 357. 


Damit aber die Bruͤche, welche in den Ausdruͤcken fuͤr 
die Zangenten vorfommen, vermieden werden, fann man: 


‚au eben Diefem Behufe die Sinus und Coſinus brauchen. _ 


Denn dä fin. 25. == fin. 2(#Fs) und cofı 25=cof. (#ts)- 
ift, To fann Z auch eine rationale Funktion von z, in. as. 


und cof. 2s,-odervonxx}yy,2xy, und xx — yy ſeyn. | 
Wemn einer von den Ausdrücen fin. 2 s, und coſ. 2s weg⸗ J 


geiaſſen wird, fo hat die Corve außerdem auch einen Durch⸗ 
meſſer. Es kommt alſo dey der geſuchten Auflöfung darauf 
an, daß Z eine. rationale Funktion von xx, yy, und xy 
ſeh, und, daher entfteht denn die Gleichung: 


emeLkiztyey toyyrextt &x3y Fazay2 " 


- : F9sy3 Fıye tic 


Wenn nun die Glieder, worin x nicht enthalten iſt, vers I 


ſchwinden, fo, laͤßt Jich die ganze Gleicuvs durch x divi⸗ 
diren, und dann wird 


y . * 1} 


4 


1 2 
+ v 
Sz N 
& 
' ’ 


* 


N 


‘ 


r 
a 
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Dieſes ſind aber die beyden Slejchungen, welche wir oben 


[$ 34) geſunden haben, Ä 


$ 358. | 
Nun wollen wir eine Curve ſuchen, die nicht mehr als 


2 
⸗ 


breh ähnliche und gleiche Theile AM, BN und DL, Fig. Tu 


habe, welche daher fo beſchaffen ſeyn muß, daß, wenn 


man aus dem Mittelpunkte C drey gerade Linien CM, EN, 


“CL unter ‚gleichen Winkeln gegen einander zieht, dieſe 
gerade Linien immer. einander glei werden.“ Sekt man 


diſo den Winfel ACMe s, und die gerade Linie CM=z, 


ſo muß die gerade Linie z durch s auf eine ſolche Art bes 


- 
— 


ſtimmt werden, daß den drey Winkeln s, 23#7s, und 


*# rs ein und derfelbe Werth von z zufomme, indem 


. MCN=NCL=3# if, Nun haben diefe drey Winkel 


die Ausdrüce, fin. 35, und coſ. 35 gemein. Wenn daher 
Z eine rationale Funktion von folgenden drey Groͤßen, 
xxYYI SXXy — y3; undx3 — 3xyy iſt, fo giebt 
die Gleichung 2* = o.alie Curyen von der geſuchten Art. 
Es fließt alſo hieraus die allgemeine Gleichung: 


‚o=aralıı Fyy) tray — y3) FI — 38y)’ 


Feax Fyy)2 tr eax HyNNG@xxy— y?) 
TraxtyDa3—axy)teu . 


“und die Linien der dritten Ordnung, die hieher gehoͤren, 
ſind in der Gleichung begriffen:.. 


om“ “ter Teyytazır ʒaxy — 3bayy — 


$. 359. — 
Wenn die Curve vier gleiche Theile AM, EN, BK und J 


OR L, 58. 73, 1’haben foll, fo daß jede vier aus dem Mittels 


punkte 


1 
— 





= — ur — — — 
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‚ punkte C unter gleichen Winfeln gezogene gerade Linien CM, 


CN, CK und CL einander gleich find: fo fege man den * 
Winkel ACM= s, und die gerade Linie CM = s, wo 
denn, weil MCN=NCK=KCL= 900 = $elfl, 

die gerade Linie z fo durch den Winfel s "ausgedrudt wer⸗ 

den muß, daß zu den Winkelns, = ts, = Ps, I3=ts 

einerley Werth gehört. Diefe Eigenfchaft Haben nun die 

Ausdruͤcke fin. 4s und cof. 45; und es wird daher die 

Gleichung 2 *0 eine Curve mit vier ſolchen gleichen Thei⸗ 

len geben, wenn 2 irgend eine rationale Funktion dieſer 

drey Größen, xx tyysaxdy — 4x y3, und x4 6xxyy 

+ y* iſt. Die allgemeine Gleichung fuͤr dergleichen Eure 

ven ift demnach 

o=«texteryT yx4 } 3x3y + ‚xxyy _ Ixy3 Tyy4 ri. 


| 6. 360, u | , 
Auf eine ahnllde Art findet man, daß Z in der Glei⸗ 


J 


chung Z = o„ wenn dieſelbe eine Curve mit fünf ähnlis 


&en und gleichen Theilen ausdrucken fol, eine Funktion 
folgender drey Größen: | 


xx tyy; 5x4y - 10x2y3 *55; xf — 10x3y2 Fsxy4 - 


fepn muß. Ueberhaupt aber muß Z, wenn die durch Z=o 
ausgedruckte Eurve n. gleiche Theife haben foll, eine ratios ' 


‚ nale  Sunftion von .diefen drey Größen; 


B 2x YY> 
. u Lena —3 . 
n-I nn — — — X TI 9 3 ' 
nzmiy 2. y? | 
‚no-na-ana 2 na she Ä 
ii. 2%, 3 2* 4 5 
und 
n(n — ) 2,3, “ 
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N-Le2 230,4 
fen: und wen einer von diefen beyden lehten Ausdruͤcken 


aus der Gleichung wegfoͤllt, ſo hat die Eurbe ſugleich ſ⸗ 


viel Durchmeſſer als n Einheiten enthaͤlt. 
| 5. 361 


u dieſer doppelten Claſſe der Curpen mit gleichen The⸗ 


len, wenach einigen Durchmeſſer zukommen, andern aber 


nicht, gehören überhaupt alle algebraifche Curven, die zwey 


‚x oder mehr ähnliche und gleiche Theile haben. Um fi ch hier: 


$« 


‚ von zu überzeugen, babe eine continuirliche Curve die bey⸗ 
den Theile OAa und OBb, 819.75, einander ähnlich und 
gleich. Man ziehe AB, und befchreibe darüber alß über, 


der Gtundlinie das gleichſchenklige Dreyeck ACB, deſſen 


Winkel C dem Winkel © gleich fey. Da nun die Winfel 


Bu OACundoBE einander gleich find, fo Knd auch die Theile 
Du der Curve CAa und CBb ähnlich undehleich; und wenn 


29 


man die Winkel BCD, DCE,Sc. dem Winkel ACB, und’ 


CD CES CA CB macht, fo hat die Curve, wegen 
des Gefeges der Continuität, auch die Theile Dd, Eee 
bey dieſen geraden Linien ähnlich und gleich den Theilen 


Aa, Bb. Wofern alfo das Verhaͤltniß des Winfeld ACB 
"ar 3660 nicht itrational tft, fo wird die Anzahl der gleichen 
Theile endlich ſehn; tft Hingegen dieſes Verhaͤltniß irratios‘ 


Ss 


nal, fa ift diefelbe unendlich groß, und alfo die Curve Peine 


algebraiſche mehr. Es gehoͤrt aber jene Curve allemal zu‘ 


den vorhin von und untecfuhten, die feinen Durgmefier 


e 
v⸗ 


5 haben. W ah 0 
D . , , [. , N 
" 4 6 oo. ' 2 


Wenn aber die beyden aͤhnlichen und gleiche Spell auf 
cutgegengeſette Seuen der Linlen 4 AO. und,BO, $ig; 76, 
‚Fallen, 


“ \ 
, = , . 
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( [ . ⸗ 
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fallen, ſo daß der Theil AOa dem Theile OBb ähnlich und 
gleich iſt: fo ziehe man auf beyden.Seiten die genaden Pinien 
AR und Bs ſo, DEEOAR=OBS—FAOB, und fol 
lich AR der BS parallel werde, Wird nun AB gezogen, 
und durch den Mittelpunkt e die gerade Linie CV der-AR 
und der BS parallel gelegt, fo find die Theile aA und bB 
in Ruͤckſi cht auf die gerade Linie CV aͤhnlich und gleich. 
Wenn alſo .nidt bass o if, ſo wird, weil dem Bogen 
bB, menn.man von b nad a zu fortgeht, der auf der an⸗ 
- dern Selte liegende ähnliche und‘ gleiche Bogen aA ents 
ſpricht, dieſem Bogen auch, wenn man von a nach e durch 


den Raum ae ba fortgeht, dar uaͤhnliche und gleiche Bo⸗ 
gen eE, und dieſem ferner der Bogen AD entſprechen, und 


folglich die Curve unendlich viel aͤhnliche und gleiche Theile 


baden. Cine ſolche Eurve ift aber Peine algebraifgee -. \ _ 


Ä an 363. | 
So verhaͤlt es ſich, wenn die gerade Linie AB gegen die 
Paralleien AR und BS eine ſchiefe Lage hat, oder; welches 
auf emerley hinausläuft, wenn die Seiten AO und BO des 


DOrehecks AOB ungleich find. FR Hingegen AO=BO, fo ift 
auch AB ſenkrecht auf den Parallelen AR und BS und CV, _ 


‚welche legtere denn zugleih duch O geht Wenn dieſes ift, ſo 


fallemdiePunfte aundb zuſammen; und da die ThelleaA und | 


bB nicht nur glei) und ähnlich ſeyn, fondern auch auf beyden 
‚Seiten der CV auf gleiche Art liegen werden: : fo iſt in diefeny 
Galle CV ein Ducchmeffer, und e8 gehört demnach die Curve 
zu den vorhin betrachteten mit einem Durchmeſſer verfehenen 


Curven. „8 giebtfotglich feine algebraifche Curven mit zwey 


oder mehr Ähnlichen und gleichen Theilen, die nicht in der 
- anterfuchten doppelten Elaffe dieſer Curven enthalten wären. 
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Schöichntes Eapitel. 


Von der Erfindung der Curven aus gegebenen Eigen⸗ 
= ſchaften der 1. | 
— | 
‘ 364 ı 
: Wenn P und Q’rationafe Sunftionen der Abſciſſe x find, 
und die Natur einer Curve durch die — | 
yy—Pyrta= 


h "ausgedruckt wird: fo gehört zu jeder: ſciſe x entweder 


gar feine oder eine doppelte Applicate, und dabey jſt die 


. Summe dieſer Applicaten = P, und ihr Produft =Q 
| Iſt daher Peine beſtaͤndige Größe, fo iſt auch die Summe 


‚der Applicaten, die zu jeder Abſciſſe gehoͤren, eine beſtaͤn⸗ 
dige Groͤße, und die Curve mit einem Durchmeſſer ver⸗ 
ſehen. Eben dieſes findet ſtatt, wenn 

PAAFNhX 
ik: denn alsdann ift die gerade Linie, die durch die Gleis 
gung. 


_ 


ı zm=ta}f Inx 
ausgedruckt wird, ein Durchmeſſer der Curve im weitern 
Berſtande, ſo daß nicht bloß rechtwinklige, ſondern au 
ſchiefwinklige Durchmeſſer verſtanden werden. Iſt hin⸗ 
gegen Qeine beſtaͤndige Groͤße, ſo iſt das Rechteck zwiſchen 
jeden zwey iv einer Abſciſſe gehoͤrigen Applicaten beſtaͤndig, 
und, 


r 


‚lernt haben, unzähligen andern Eurven zu. 
Rändige Groͤße der Rechtecke zwiſchen den bepden Applicas . 


n . I 
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und es kann folglich die Are nirgends von der Einoe ge 
ſchnitten werden. Wenn aber | 


QA=arpı tyıx 


iſt, und dieſer Ausdruck reelle Faktoren hat, ſo wird de, | 


Hre von der Eurve in zwey Punkten gefchnitten,, und ai 
ein Vielfaches von dem NRechtede zwiſchen den heilen der 


Are, und das Rechte zwiſchen den Applicaten ſteht mit 
Rechtecke zwiſchen den Theilen der Ate in einem beftänbis 
gen Verhaltniſe. 


$. 365. 


Es fommen alſo dieſe Eigenſchaften, die wir oben als 
Eigenſchaften der Linien der zweyten Ordnung kennen Be 
So ift die bes 


- ten, die zu einer Abſciſſe gehären, welche wir [$. 163: f.],. 


als eine Eigenfchaft der auf die Afomptote bezogenen SW 


perbel gehabt haben, allen Curven gemein, die in der ' 
| Gleichung yy— Py= = aa enthalten find. So mie ferner 


bey den Keaelfchnitten, twenn man eine gerade Linie EF, 


Fig.19, welche die Curve in den beyden Punkten E und Ffchneis 


det, zuc Are annimmt, das Rechteck PM.PN zu dem Rechts 
ede PE.PF ein beitändiges Verhaͤltniß hat: fo findet fols 
ches bey allen Eurven ſtatt, die durch, die Gleichung 


yy—-Pytai—nıxo o ausgedruckt werden, und 
EpıpF, 


zwar iſt PM. PN=PE. PF, vderpm.pı= 


u. wenn’yy—Py =ax— xx iſt. Es fommt alfo diefe - 


‚unzähligen Merige Euren der hoͤhern Drdnungen zu, ſon⸗ 
- dern es haben fie auch Die übeigen Kegelſchnitte mit ihm _ 
Denn ‚rent man Pers b f nz; fo begreift die 


4. 


Eigenfchaft, die man ald eine Eigenſchaft des Kreifes in - | 


den Elementen kennen lernt, außer ihm nicht nur auch einer. 


"gemein 
/ Zu Glei⸗ 


/ “ “ J —F 
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Stedang yy nr txo ax. f by, welches eine - 


Gleichung für den Kreis if, wenn a == 0 und der 
Winket EPM ein rechter Winkel iſt, auch die Ellipſe, 


— ent io kleiner als 4, und die Hyperbel, wenn nn groͤ⸗ 


ber als 4, und die Parabel, wennnn=4 iſt, , unter ſich. 


- \ u g. 366. 


dieraus folgt, daß ſich in einem jedem Regelfänitte | 


AEBF, Fig 77, deſſen Üren oder Hauptdurchmeſſer AB 


und E’F find, jede zwey gerade kinien pq und mn, die . 

auf die Hauptagen unter einem halbemrechten Winkel ges | 
. zogen worden, in'h ſo ſchneiden müffen, daß mh „.nh =’ 
phe qh wird. "Eben diefes fließt auch aus den allgemeis 


nen Eigenfchaftert der Kegelfchnitte Denn zieht man durch 


‚den Mitelpunft C die geraden Linien PQ und MN unter eis ° 
nem halben rechten Winfel auf die Hauptaren, fo werden 
dieſe Linien gleich, und folglib MC.NC=PE.QC;.. 
und da ſich alle dieſen Linien gezogene parallele Linien auf 
„eben die Art fepneiden, jo muß auch mh. nhr ph.gh - 
_ ſeyn. Ja, wenn nur die geraden Linien MN und PQſo 


- gezogen worden find, daß fie gegen einerley Hauptage eben 
_ diefeibe Neigung haben, oder daß PCA = NCA if, fo 


J erhellet daraus, da cP=CNiift, ſelbſt, daß alle der MN 


und PQ parallel gezogene gerade Linien ſich fo ſchneiden 
werden, daß die Rechtecke zwiſchen ihren heilen aleich 
md, oder oh. hn. meh 'hq iſt. 

Ss 367. N 


N 


3 


"Dies. boraudeeſett, wollen wir uns zur Betrachtung 


anderer Eigenſchaften, die jeden wen in einer Abſciſe. auf 
‚der Gleichung 
-yr-Pyra=e. 


. . 
- D 1 
\_ > ge⸗ 
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gehoͤrigen Applicaten zukommen, wenden, Es fep, Fig. 78, . 
die Abfeiffe AP = x, und die dazu gehörigen Applicaten 
PM und PN. Sollen nun zuvoͤrderſt Curven gefucht wer⸗ 
ıden, wobey PM2 PNa eine beftändige Gröhe = AR iſt: 
ſo geſchieht dleſer Forderung, da 

PMYPN. == p; md PM.PN:=Q; und PpM3 
TPN2 =BPP.—2Q 

#. ein Genüge, wenn . a 

PP —.2Q=aa, drQ= Az | 
wird; und man bat daher für die tgefuchten Curven die | 
Sleichung 
PP — aa 


PP — = 
N J * 2 D. 


Setzt manP=anx, fo erhält man für den Legelſchnitt, u. 

wobey ſich diefe Eigenſchaft findet, W 
| yy— anxy Fonnxıx — #aa =o ' 
und. dies ift eine Gleichung für eine Ellipſe, wenn man 
"die Abfciffen vom Mittelpunfte aus nimmt. 


. 8. 368, 

Hieraus fließt folgende merkwuͤrdige @igenfchaft der El⸗ | 
fipfen. Wenn man um irgend ziwey zugehörige Halbmefferets. - | 
ner Ellipſe AB undEF,; zig 79, ein Parallelogramm GHIK , Br 
becſchreibt, deffen Seiten die Ellipfe in A, B, E und F bes 


rühren, fo theilen die Diagonalen dieſes Parallelogramms Fun 


GKund HI alle Sehnen MN, die dem einen Durchmeflee 

EF parallel gezogen worden, inP und p fo, daß die Summe 

der. Quadrate PM2 + PN2 oder pM2 + pN2 ſtets eine 

und diefelbe Größe == 2CE2 wird; undauf ähnliche Art it, / 

wenn man die Sehne RS dem andern Durchmeffer AB parallel 

zieht, PR2+PS2—==R2 F=S2—=a2CA2. Denn [sgt man 
Eulers inl.in d. Anal.d. Unendl. Ilꝰ. CA, 


u 


. li 


.. 


b 
m w- — * nr "wird. 
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an=e; und cE=cF = —=b; J und AM= 
, fo wird | 
44uu r bbtt aabb: oe, 
gti ifta: d=C0O: PQ, und CP: cd in einem ge⸗ 
gebenen Verhaͤltniſſe, mir. Macht man daher 
io. eP=% men Ä 


®“ r 


nm und y =uf = oder ö n 


. 





€ 
Fe — ind — bx J . 
und d fur die Subftitution diefer Werthe sicht ſ ſi & die 
Gleichuns 5 is — 
, 2 b%  rbbıx \ - 
aayy- — — ti — ib. 


yy-— 2nxy r onmxx * bb- 


and * die vorhin gefundene Gleichung, welche an⸗ 
zeigt, daß PM2 t B.N2 eine befrändige Bröhe iſt. 


% 369: 


Kun feyen, Sig. „8, Eurven zu. fügen, wo die Sums 


met der Würfel PM3 r P N3 eine beftändige Größe if. 


"Da “PM+EN=P, und PM. PN=Qif, ſo it 


PM3 + PN3 == P3 — 3PQ. 


\ 8 n man daher PMSHPN> = a? ſetzt, ſo wird a | 
".P3- a? 





Curven on 


a3 ’ 
yy-Prt3 Po” x 


wo‘ für P jede, tationgle Sunfrion von x geſetzt werden kann. 
Die 


J’ 


U \ > 


‚ und folglich die älgemeine Gleichuns für dieſe 


t 


8.0. Erfindung der Curven aus Eigenſch. d.Applleat. 29* 


Die einfachſte Curve, die mit dieſer Eigenſchaft verſehen 
iſt, iſt daher eine Linie der dritten Ordnung welche, 
wenn man om. 

rn | P= 3nx, unda mu 3nb on 

ſetzt, durch dieſe Gleichung ausgedruckt wid, 8 

- xyy — anxxy # 30nx3 —3annbB3so _ 
und zu der zweyten Art nach ber oben feſteſettten Einthei⸗ 
lung gehoͤt. u 


! 
! 


we u "370. | 
Auf eine ähnliche Act muß man, wenn PM4} PN — 
eine beftändige Größe ſeyn ſoll, da | 
PM FPN4=P4 — 4P2QFa0Q . - 
iſt, die Größe Q durch P fo-beftimmen, daß PA — er 
T20Q0=a#, oder. | u En 
| Q=PP+YdP# +.3as) | 
wird. Da aber ſowohl P ald Q rationale oder einförmige 
Funktionen von x fepn muͤſſen, damit y für jede Abſciſſe x 
“nicht mehr ald zwey Werthe befommen. fönne, fo‘ follte 
j -diefe Größe. V’ (4 P4 + 4a#) rational feyn; und da diefes 
F nicht ſtatt finden kann, fo iſt die Funktion Q allemal zweye⸗ 
: förmig, und giebt daher eine bierförmige Applicate, Mein 
aus der Gleichung 
YyY- pyyra= 0 
wird 
⸗ yoasp =y(-4PRE VGPA —8 
und es kann deswegen die Applicate y nicht anders möglich. - 
ſeyn, als wenn Y (3P4 + 3a4) poſitiv genommen wird. 
Wenn alſo auch gleich Qeine zweyfoͤrmige Funktion iſt, fe 
Tann dennoch die-Applicate y nie mehr als zwey Werthe 
haben, und die Summe der Biquadrate diefer Werthe iſt, 
dem 3 Valangten gemaß, eine beſtaͤndige Groͤße. oa 


20 2 . 371. 


⸗ ’ ' 
- No x. | 
. ı . 


' 


Ed 








4 


2 gwehtes Bu Sehonhoteꝛ Sup, Ä 


N 


Ä wird fol | 


d 


$. 371 - 


. Soll eine Curve die Eigenſchaft haben, daß bie Summe‘ 
der fuͤnften Poteſtaͤten der beyden Werthe, w welche die Ap⸗ 
plicate y für jeden Werth der Afeiffe x hat, ‚eine beftäns 


" dige Groͤße, oder PMS PNS a werde:. fo, muß 


ps — spafs5paz=a. 


| fon Da alfo aus der Gleichung yy —PyT = = o 


„a=-nter u 


ps — - sPey * 1oP>yy — 1oP2y3 t eye 
| oder a 
e-pır=s 


Auf eben dieſe Art findet man, wann PMs * p Ne =as i 
v‚feyn foll, die Sleihung : F u 


e_yery=a 


. ‚und äberhaupt, wenn PMa + PN2= an fegn fol 


wo P jede einfötmige Funktion von.x feyn kann. Der 
Grund von dieſer Gleichung iſt uͤbrigens ſehr leicht. Denn 


e—y„ıtypean * 


da die Summe beyder Applicaten = P ift, fo muß, wenn 


man die eine yfeßt, die andern P— y yerden, und dar⸗ 


. 2 aus ergiebt ſich unmittelbar 


3 


\ 


B — m” + = — an 5 


| Zur | . 4. 372. 
Wenn man aber p anſtatt Qwegſchafft, indem man in 


die Gleichung, welche das Verhältni von P und. Q aus⸗ 
| drüdt, P = = -ute ſetz/ ſo erhält man für PMr PN» 
Fa dieſe Steigung: "u 


4 mam 
7 ‚7° 


Da 


- 


\ 


ey 
\ ’ ‘ . 
\ % 


V. b. Erfindung ber Curden au @ionf, d Mol, 293 : 
Ba nemlich das Produkt der Applleaten * Q it, fo wird/ 


wenn man die eine = y ſetzt, die andere = = 2, und dar⸗ 


aus fließt die gefundene Gleichung ebenfalls — J 
Wir Haben alſo fuͤr die Curven, wo PMu.+ PNa 
ſevn ſall, eine doppelte Gleichung, nemlich, 


Pyetyaman; GIER J 
Aus der legten fließt “ 
yan =ay — .0n; und yzıar Vena) 


fo daß | 
y- = vV dan Yliası _ Qn)) - on 


iſt; welches aber bloß einegwepförmige Funktion iſt, und fhe 


—— — ——— 


— 


- 


jede Abfeiffe nicht mehr als zwey Applicaten giebt,. mwofern . 
nur Q eine rationale oder einförmige Funktion von x ifl. 

_ Die erſte Sleihung ya P(P — y)e = an hat indeß den J 
Vorzug, daß fie; weniger Dimenfi ionen bat, u x 


Ss 373. — 
Es gelten aber dieſe Gleichungen nicht btoß, wenn nm’ 
‚eine ganze und ‘pofitive Zahl, fondern auch, wenn es eine 
negative Zahl oder ein Bruch iſt. So finder man.  .' “ \ 


wenn ſeyn fl | die Gleichung: 
| aıP=Py-—yy 
1 1 1 > 
T-- mer. u ‚oder 


PM PN a 


J — aQ— ayyz Qy | 
— ja®y? ra ——— FE 





_ı + nm oder * 

MP>2 N 2 23 oo. . ! 
ip PN? a2 22022274 =Q2y2 
ı,ı „‚Prieemeresn 
u u oder 5 





’ 43Q3 + en er 
xc. .. no 
23. md. 





N. j 
! ‘ % 


\ 1294 Bee Buß, Seieyeinten Eon J 


und für die gebrochenen Erbonenten Er ni 
. . wenn fepn foll - ‚bie onnsnn 
venrtvens Ya avyiv Pop | 
> . oder 
— | yeVy—YQ , 
J oder rational gemacht 
yy—Py tx@—M2m0 
Er BE oder 


n-a-ararta=e “ 


OO YPM tYoN=Ya Yyıyre—peva 
J voder _ " \ 


N 
— 





oder. | x . 
\ I. . _ j oo. 
n-a-3YaQyta=e. n 
ꝛc. 
Auf dieſe Art iaſen ſich alſo alle algebroiſche Curden, vorin 
| allenthalben PMe+PNa= an iſt, durch eine einzige 
_ "allaemeine Gleihung ausdrufen, n mag ‚eine ganze oder 
gebrochene, pofitoe oder negative Beben 


— 


— 


mi: 68 © 374 nl 
Mas wir bisher von zwey upplicaten: gehabt haben, 
die zu einer Abſeiſſe x gehoͤren, das laͤßt ſich auf aͤhnliche 
Art auf drey zu einer Abſciſſe gehoͤrige Applicaten anwen⸗ 
den. Es iſt aber die allgemeine Gleichung der Curven, 
die von den Applicaten Im drey Punkten geſchnitten werden, Ba 
3? Py2tQyaR=o ' 
vvo⸗ 


“ "u. 
R h 
. Fe . . 
J 2 “ ’ - . 
J 
® * x f7 
N . — 
> 
D . ’ 
. 
% 
* J x ” 
” > 
. 





— — ——- 
x 


— — 





— w- 


 -766ften $] da gemwefen ift, 


— 
I \ on N 


* * 


2 d. Erſudung ber Curben aueCigenfs d Abpllet. 295 


wo "ie Buchladen P. q, und R einförmige Funktionen " 

von x von jeder Art bedeuten. Kun feen pP, q und r die 
Drep Applicaten, die zu der Abſciſſe x gehören. Hiervon | 
iſt zwar nur eine allemal nothwendiger Weiſe reell, allein 


wir betrachten jetzt vorzuͤglich die Oetter der Eurven, wo 
alle drey Upplicaten reell find. - Es ift alſo aus der Gleichung 

Pz=ptgtr; Q Q=pgrprtars;umk=pgr;- 
und wenn daher eine Curve gefunden werden folk‘, worin 
entweder p rgrtr; oderpgtprtar; oder pqr eine 
Beftändige Größe ift: fo hat man nichts anders zu thun, 


als entweder P, oder Q,' oder R zu einer beftändigen Größe 
au machen, fo daß die beyden übrigen willkuͤhelich bleiben. 


v 


Beer en 
Hieraus faffen fih auch Curben finden, worin pr P ge . 


Ara allenthalden: eine beftändige Größe ift., Es iſt nemlich 


nach dem, was in dem erſten Buche kim kehnten Eapitel im 


p td tr =P 
, p2tg2tr2=P2— 20 - 
pstg? rr3=P3 —3PQ. Far 
pergetr=P4— P20+F2QQt4PR| | 
pt ser spsdt spaot 5 PPR— —F 
ꝛc. 


\ 


- 
- 


| exh femer sine negative Zah, fo ſetze manz = E00. 
„durch dent - 


T 
q 


wird, und die Wurzeln. diefer Gleichung find FL 77. 


Biere findet man auf ähnliche Art 2 , 
> ⸗ | .* 4 5 \ | Ä 


1 


“ 
! 


⸗6 Bon Buch. De Eure, 











. . X F Bin 
hate 
1 11422 7 2PK | 
tt 
141 — ——— 
tñtas — * 
I,r,ı Q#— 4PQ>R + 4QRR + 2P2R2 
2,2412 4 — 
pr. gti re _ kK 


U 


Sept man daher einen. von diefen Ausdrücken einer beſtaͤn⸗ 


digen Größe gleich, fo findet man dadurch das erfordetliche 
‚ Berhältniß zwiſchen den Funktionen P, Q, und R; und 


“ wenn man darauf, vermittelſt dieſer Sleichuns aus der un i 


gebenen Ze 
. Pa +Oy—R=o | 
eine von den Bunftionen P, oder Q, oder R. wegſchafft, ſo 


erhaͤlt man Die Gleichung. fuͤr die geſuchte Curve. Sollte 
"38. eine Curve gefunden werven, worin p3? tq? tr a3 . 
wäre, fo müßte man 


BI PO4gzRm as — 
ſetzen ; und da aus — — J 
| R=yp Pr t0r 


— iſt, ſo wͤre 


22 


3y3 — 3Py2 * 3Qy + P3 — 3PQ = a 
die Gleichung, wodurch dem Berlangten 'ein Genuͤge ges 
ſoͤhe. 


| §. 376. 
Pan erreicht alfo vermittelſt der angefuͤhrten Formeln 
den borgefegten Zweck fehr leicht, n mag eine. pofitive oder 
” eine > negative ganze a fenn; aber ſchwerer wird es, 


t 7 


ı 





Is 


au fuchen, worin . 
Vrivatyreve | 


| V.d Erſindang derCurven ausEicenſchd Applet 297 
. wenn n eine gebrochene Zahl it Es fey eine Eurpe zu 


ſey. Quadrirt man bepde Hälften dieſer —* ſo be⸗ 


kommt man, daptgarr=Pif,: 
Pravpatavptayema 
oder ae I. 
a—P 


N TZe=veatvVertvan. 


und wenn man hier nochmals die Quadrate fucht , f wie, J 


daparprar SQiſt, 
(a— P)z 
4 
Qf2lvptvatvnVYprgarmayarfqa 
= , Hieraus aber fließt. 
(a—-P)2 
@—P2=4Qt3vaR,sera= 5—- 2VaR. 


Es ſind demnach die geſuchten Eurven in der Steigung‘ 
y’—Pyyt@g@a@—PM2—2VaRy—R=o 


PR 





@s—2 u ift, in der Gleichung 


644 = 
_ Ga saPtPP—. 2 


‘ - 
‘ - 
- 


—4. 377. 
Noch laͤſiger iſt dieſer Weg, wenn Wurzeln hoherer 


Poteſaͤten gegeben werden, und es wird daher eine andere 


= Qfay'p2gr tavpgse taypgra = | 


oder, wenn man die Jecationalitäf wegbringt, da KR = 


mn 6 


u enthalten, £ — 


x 


Methode nothwendig, welche folgendes Beyſpiel vor Augen 


legen mag. ESs ſey nemlich eine Curve zu finden, worin 


3. 


_ . \ N . V 
u 85 
„' j . n N “ r 
* F ' v 


°, 


f x 


BE 3 Es Bud, Sesiime en 


— osttorrtar=he u 


u oo Yeetyart um 

a bo wur uYpar= vr ed 

— vp2 4 Va: * Vz: * Yaa — 3v, und. 
0 en betgleichen 

j \ u — + Ypsrs * Fq⸗ra⸗ v2 -afaR, und 


Fe potprtfgar=0Q=v° — 3vVaR#3 VRR. 
| Nachdem man fo für P und Q fhiekliche Werthe gefunden, 
ſo iſt die Gleichung für die gefuchte Sutve 


, R 7 . Pi R=o Kur 
[4 . 


| en Se. 
* Dieſer Schwierigkeiten ungeachtet, laͤßt ſi ch eine alige⸗ 
mene Aufloͤſung geben. Denn da in der Gleichung 

J y>—Py2}Qoy—R=o | 

Be ee Y die drep Applicaten p, q und r vorſtellt, po ift, wenn 
man p== y ſetzt, 


— 

u | PertatnimG=grierter \ 

" n- ' oder . \ 
F | gtrp- -y; undgr=Q—y(gq Hn=a-Priyr. 
- 0, Hieraus fließt aber 

| By | 9 r=v@star 7740 = 
N und es wird demnach 

Aa ge4ß—yravY@starr 37-49) . 

| ⸗ und 
nt > . , J 


te. Segt man hier Er 


[4 
— ah | 


— ryatayamr — 


I” (a 30V * — t(v3— zu art v Ray= 


worin man: für v jebe Funktion von x ſetzen fan. : 





= 


, 


88.8. Erſindung der Cuůrven ans. pi, 29 | 


Sande un 
ri — ar ar — 40). 


Wenn alfo eine. Turve gefunden werden foll, worin pr 7 — ur 
Ten an iſt, fochut diefer Aufgabe folgende Sieidung 


yr r Gae—y t 3yY(P2 +» Py-ayy wi Lie), 2 
PDS fP2+2Py—3yy— 4Q))=an 
ein Genüge, n mag eine ganze oder. eine gebrochene Zahl 


J bedeuten. id 2. “ . . ’ ı, , ” . 


| 4. 37 
Auf eben-die Art laffen ſich unzählige andere Kragen, 
die Beſchaffenheit dieſer drey Applicaten betreffend, beant⸗ 


worten; z. B wenn für an irgend eine Zunftion von x ans 
- denommen wird: "und dabey Fönnen auch anſtatt der Summe 
der Potetaͤſten andere Funktionen von p, q und r befiimmt 
ſehn, wofern hur Alles ſo eingerichtet bleibt, "daß durch die 


Berrochfelung diefer Größen Peine Veränderung hervot⸗ 


gebracht wird. Go laſſen ſich z. B. die drey Applicaten p, 


qund r, die zu eben derfelden Abſciſſe x gehören, dergeſtalt 


beſtimmen, daß: das Dreyeck, melches mit ihnen befchries 


ben werden fan, eine beftändige Größe haben. Der Ins 
Halt dieſes Dreyecks ift nemlich 
—A 2qgrr — pa 1010 
und wir wollen Hn = aa ſetzen. Da nun 
p*1 —J PA — 4P2QTq4PRr 200 
nd 
p2g? Tp2r2 7 g2r2 = 0? — - 2PR 


\ 


R, fo wird J 


1624 = 4P2Q Sopape 
oo. und | 
ae “ 244 


ud man hat alſo die Gleichung 


300. guenn⸗ Bi. Schelhater Capite. 
—B0— Qy—3PQ +3P3 +2 > EEE 
Wenn P einer beftändigen Groͤße, 2b, gie gefegt wird, 


, fo wird außerdem auch der Umfang.oder Perimeter aller 
j biefer Dreyecke eine beftändige Größe. Setzt man folglich 


Qzamxxtnbx Fkag' 
fo findet man eine Linie der dritten Ordnung, deren Glei⸗ 
chung 
y:37 mxxy — abı7 * nbxy — mbxx} kaay- — 


abbrt — kaab tb =o 


iſt, und die —8* hat, daß einmal die Summe der 


drey Applicaten p, q und EZ die zu jeder Abſciſſe gehoͤren, 
eine beſtaͤndige Größe = 2b, und zweytens der Inhalt 
des zwiſchen den Seiten p, q und r eingeſchloſſenen Deep 


eds alienthalben j ch glei, und = aa ei 


/ Ri 380. u | J 


Auch dient dieſe Methode zur Auflöfung: ähnlicher Auf 
gaben bey vier zu einer und derſelben Abſciſſe gehoͤrigen 


Applicaten; aber da hierbey weiter Feine Schwierigkeit 


vorfällt, fo wenden wir und zu andern, die Vergleichung, 


on cht folder Applicaten, Die zu derfelben, fondern folder, 


die zu verfchiedenen Abfeiffen gehören, betreffenden, Fra⸗ 
gen, Es fep alfo das Verhaͤltniß zu beſtimmen, welches 
die Applicaten PM und ON, $ig. go, zu einander haben, 
davon jene der-Abfciffe AP = + x, und diefe der Abfciffe 


aa= =— x rugehöre, Angenommen, daß - 


y=X 
die Gleichung fuͤr dieſe Curve ſey, wenn X irgend eine 


Sunftion von x bedeutet: fo giebt diefe Zurftion X ſelbſt 
- die 





u 


' 


| 2 ‚Erfindung berCurven aus Eigenſch. d. Yorke Jar 


bie Applieate PM; wenn man aber darin — x für tx 


feßt, fo erhält man durch fie Die andere Applicate QN. 


Wenn alſo X eine gerade Funktion von x, (= P) iR, fo 


‚wid QN PM; ift aber X eine ungerade, Funktivn von 
x(=0Q) fo wird Qn==— PM. Und wenn P und R ges 


rade, Qunds hingegen ungerade Funktionen bon x angel 


ı gen, und die Gleichung für die Curve 


_?+Q 
\ u TeRys 
iſt: fo wird \ 
n u; _P?P—Q 
,% 3 


Nun fey eine e Eurve von der Art zu finden, daß PM 
QN eine beftändige Groͤße, z. B. =2AB=22 werde, 
Hier iſt far, daß der Aufgabe durch die Gleichung 

y‚-=ı * Q 


[4 


ein Benüge geſchehen muß, wenn Q eine ungerade Binte | 


tion von x is denn es wird alsdann 
PMMATQ, und NSa-Q 
I und folglich — 
PM FON «= 2 \ 
wie verlangt worden ift. Set man alfo' 
ya zu N 
fo wird. 
*0 
und dies iR eine Gleichung für eben die Curve, wenn man 


die gerade Linie Bp zur Are, und den. Punkt B.zum Ans 


fangspunkte der Abſciſſen macht, und alſo Bp=x, und - 
‚pM=uift. Wenn man daher irgend eine Curve von dies 
fer At, MEN, Gig. 80 , beſchreidt, u und-eine gerade Pinie 


ri Were 


a EP 


/ 


- 


‘ 


. x 
on» 


Fan 


I _ | Ber . “ 2 € , , 
op . . 
" —1* 3J 


pQ uur he annimmt: fo wird ellemal, wenn man aus 
dem Mittelpunkte B die Linie BA ſenkrecht auf die Are PQ- 


herabfoͤllt, und zu beyden Seiten gleiche Abſciſſen AP — 


AQ abfepneidet, die Summe PM} QN eine beftändige 
| Beött, und = 2AB ſeyn. 2 


. $. 382. 
Da wir aber für die Eurven mit zwey um B auf bey⸗ 


‚ben Seiten liegenden gleichen Theilen oben [$ 340) zwey 
Gleichungen gefunden haben, die fuͤr die Coordinaten x 


und u folgende find. . oo. 
I. j z 
set + 3x2u Fexzuu Feu3 r 


ns Ssxau fie 


\ 


ee ww 

‘ om ersiteen E dus $ una} ieiu 
1x2u2 F. $xuF * ic. , 

ſo findet man, wenn man in jede diefer Gleichungen 


wazy—a ſetzt, zwey allgemeine Gleichungen zwiſchen den 


Coordinaten x und y für die algebraiſchen Curven, die der 


vorhergehenden Aufgabe ein Genuͤge thun. Es gehoͤrt 
alſo dahin, einmal, jede durch den Punkt B gezogene gerade 
Linie; dund dann auch jeder Kegelichnitt, deffen Mittelpunft 


in B liegt. Da aber in dem letzten Falle jeder Abfeiffe AP 
and AQ jwen Applicaten zufommen, (außer wenn die 
Curve eine Hnperbel ift, und die Applicaten der einen 


_. Afomptote parallet genommen werden) fo hat man dabey 
zwey Paar Applicaten, die eine und dieſelbe Summe geben. 


$. . 383. 


Wenn eine Curde gefunden werben ſoll, worin nicht 
die Summe jeder zwey Applicaten PM und QN, ſondern 


die 


⁊ 21 


®. d. Erſnnbund der Curven eigen Anpfiat. 303, . 


"die Sunme der Poteſtaͤten derſelben von iegend einem , 
- Grade eine beftändige Größe ſeyn foll; fo findet: eine aͤhn⸗ 
üche Aufloͤſung ſtatt. Denn ſoll 
PMn $ QNa = 2a»: 
ſeyn, ſo iſt klar, daß dieſe Bedingung durch die Sleichung 
ya4920 


erfuͤllt werde, wenn Q irgend eine ungerade Funktion von 


x iſt. Es mird nemtich als dann | 
PM=ar Fr Q, und QN?=an — 
| und folglich - 
PM FON = "aan 


Setzt man yn — an Su, ſo druckt die Gleichung u — 2— | 
- Die Natur einee Curve aus, die für die Coordinatıon x. 


und y um dem Mittelpunfte B zwey wechfelnde gleiche 
Theile hat, und wenn man Daher in den Gleichungen des 


vorhergehenden $ allenthalben ya — an fuͤr u ſchreibt, ſo 
erhaͤlt man allgemeine Gleichungen fuͤr die Curven, die der 
F gegenwarrigen Aufgabe ein Gnuͤge thun. 


$ 384. 


Da alfo diefe Unterfuchungen feine Schwierigkeit ha⸗ 
ben, ſo werde verlangt, eine Curve MBN, Kig. 80, von 


der Art: zu finden, daß, das Rechteck zwiſchen den Applica⸗ 
ten. M. OQN, welche von dem Punkte A in der Are auf 


bepden Seiten in gleicher Groͤße genommen werden, eine 


° beftändige Größe, —aa fey. Diefe Aufgade läßt mehrere 


befondere Auflöfungen zu, und die vornehmſten davon wol⸗ 


‚len wir vor der allgemeinen vorhergehen laffen. Es fey P. 


eine gerade, und Q eine ungerade Funktion der Abſciſſe AP 
=x, und die Applicate PM=yz=PY7Q, woher denn, 
wenn, man x negativ nimmt, QN=P— 2 wird, Es 


muß demnach | f 


N nn PM 


4 





ı 2 D 
- j - 4 ' “ 
3 . . . - 
. - \ ‚ 
. . 


v po zui Are annimmt: ſo wirdꝰ allemal, wenn man aus 
dem Mittelpunkte B die Linie BA ſenkrecht auf die Axe PQ- 
\_ herabfälit, und zu beyden Seiten gleiche Abdfciffen AP — 
AQ abfchneidet, die Summe PM + FON eind beftändige: 


Behhe, und = 2AB ſeyn. u 
u — $. 382. | 
BE Da wir aber für die Curven mit zwey um B 3 auf beya 


ben Seiten liegenden gleichen Theilen oben [$ 340) zwey 
Gleichungen gefunden haben, die fuͤr die Coordinaten x 
und u folgende fi find. . oo 
I. \ ” 
o = ext Au } yx3 Fdx2u } ezuu Tgu3 . 
N na Esxaure 


. " .. t 
J J . ” II. sort “ \ 
’ . » B 
x 


 rometsistrzu dus +oxa } ins 
1 ax2u2 #.$xu3 T ic. 


fo finder man, wenn man in jede Ddiefer Gieichungen 


du y a ſetzt, zwey allgemeine Gleichungen zwiſchen den 
Coordinaten x und y für die algebraiſchen Curven, ‚bie der 

- vorhergehenden Aufgabe ein Genäge thun. Es gehoͤrt 
alſo dahin, einmal, jede durch den Punkt B gezogene gerade 
Linie; dund dann auch jeder Kegelſchnitt, deſſen Mittelpunkt 

in B liegt. Da aber in dem letzten Kalle jeder Abfeiffe AP . 
und AQ jiwen Applicaten zufommen, (aufer wenn die 

. Qurpe eine Hyperbel iſt, und die Applicaten der einen 
Aſymptote parallel genommen werden) ſo hat man dabey 


zwey Paar Applicaten, die eine und dieſelbe Summe geben. 


$. 383. 


die Summe jeder zwey Applicaten PM und QN, ſondern 
die 
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Wenn eine Curve gefunden werden ſoll, worin nicht 


« 


4 





a 


— — — — —— 
‘ 
. 
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“die Sunme der Poteſtaͤten derſelben von irgend einem 


Grade eine beſtaͤndige Groͤße ſeyn ſoll; ſo findet eine aͤhn⸗ 
liche Aufloͤſung ſſtatt. Denn ſoll 


PMn + QN" = 2an- 


ſeyn, ſo iſt klar, daß dieſe Bedingung durch die Steigung 


yrzaıtQ 


erfüllt werde, wenn Q irgend eine ungerade- Sunftich von 


xif, Es wird. nemlich alddann 
PMa an Q, und QNa za —Q 

| und folglich - 
PMn + QN» = zan 


v 


Setzt man yn — an Su, ſo druckt die Gleichung u=Q | 
die Natur einer Curve aus, die für die Coordinatıon x. 


und y um dem Mittelpunfte B zwey mwechfelnde gleiche 
Theile hat, und wenn man daher in den Gleidhungen. des 


vorhergehenden $ allenthalben ya — an fuͤr, u ſchreibt, ſo 
erhaͤlt man allgemeine Gleichungen für die Curven, die dee 
.n „gegenmärtigen Aufgabe ein Gnuͤge thun. 


N 


5 384 


Da alſo diefe Unterfuchungen feine Schwierigkeit ha⸗ 


ben, ſo werde verlangt, eine Curve MBN, Fig. 80, von 


der Art zu finden, daß, das Rechteck zwiſchen den Applica⸗ 
ten. PM.QN, welche von dem Punkte A in der Age auf 
beyden Seiten in gleicher Sröhe genommen werden, eine 
© beftändige Größe, —aafey. Diefe Aufgabe läßt mehrere, 
befondere Auflöfungen zu, und die vornehmiten davon tools 
len wit vor der allgemeinen vorhergehen laſſen. Es fey P. 


eine gerade, und Q eine ungerade Funktion der Abſciſſe AP 
= x, und die Applicate PM = y=PTQ, woher denn, 
wenn, man x negativ nimmt, QN = P — Q wird, Es 


muß demnach 5 


4 


oo u N | . . 
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PPM. QN PP-QQZ aa, oder: 
PV(aaf 00, | 


werden, und diefer Ausdruck V (aa + QQ) If, da er, 


‚weil QQ eine, gerade. Sunftion Hon x ift, eine. gerade 
Funktion giebt, eine brauchbare Subftitution für P. es 


iſt alſo die Gleichung fuͤr die geſuchte Curve | 


y=QrvV(aa ? ao) 


J wo Q jede ungerade äunftion von x bedeutet, 


I 6. 385. J 
Da aber das Wurzelzeichen ſowohl + als — zulaͤßt, ſo 
gehoͤrt zu jeder Abſciſſe eine doppelte Appficate, 3. B. jwAB 
Qa+ V(aa r 0ʒ und Q- Yang a) 
uAQ hingegen | 
— Q+Ya p O; und —Q— —E 


. muͤd es hat demnach die Curve um A, als dem Mittelpunkte, 
Wwechfelnde gleiche Theile. Auch laͤßt ſich die Zweydeutig⸗ 


keit, die das Wurzelzeichen erzeugt, nicht dadurch aus dem 


Wege raͤumen, daß man für Q eine ſolche ungerade 


Sünftion, wie =, — x kt daß aaraa ein Quadrat 


ER 


würde; ‚denn es wuͤrde al8dann Vi (aa + Q Q& =, — tx und - 


alſo ‚eine ungerade Sunftion, dergleichen man ber nicht 


fuͤr P fegen darf. Man muß daher allemal für Q eine 
folche ungerade Funktion von x nehmen, wobey aa y QQ 
ein Duadrat wicd, 


$ 386. nn 
| F ähnliche Art wird, wenn man y=(P + Q)a fegt, 
QN = (P — Qu und es muß daher (P2 — ar mar. 
ſeyn. Hieraus wird | . 


Pp2 





ı 


1 


\ 


’ 
\ 4 
» ' 17 
‘ 
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p2 = „a + an; und P= * Ye * an N 
und diefen Ausdeud kann man fuͤr P ſetzen, wofern er nur 
irrational iſt. Man hat daher fuͤr die Curve, welche der 


Aufgabe ein Genuͤge thut, die Gleicung: U 
y=lotvaranıı 
Mas aber die Conſtruction dieſer Eurven betrifft, ſo Tu 


Diefelbe leicht, Denn beſchreibt man eine Curve, die um 
dem Mittelpunkte A zwey wechfelnde ähnliche und‘ gleiche 


Theile hat; und ſetzt man die Applicate, die zu der Abs . 


ſciſſe AP=x gehört, = z: fo iſt z eine ungerade Zunfe 


tion von x, und kann alfo für Q 'gefegt werden, Nun 


fließt aber aus der gefundenen Gleichung 
2 
ja Qa=YvYlar }Qa2) 
and es wird daher 





2 2 \ , 
-. „ya an ’ — x ‘ 
.Qa=zmzm= 7 . 
X 
..2ya 


N 


Sent min daher — em, und in ber zroifchen z und x 


t 
y2 am — g3m. 


Begebenen Gleichung alenthalben mn for 


erbätt man die Gleichung für die gefuchte Eurve zwiſchen 
x und y. Da wir nun zwey Gleichungen zwiſchen 2 und x 
gefunden haben, nemlich, entweder 
o =.texıt yız }3zz2 rt 1x4 + 2x3z f ux2z2 FR 
$xz3 Fir. | 
' oder. 
omaxtp 17x +Ix2z Fıxz2 4 82° * ur + 
IxAztrı. - 
ſo erhalt man daran; wenn man (mit Weglaſung des Dr 
Eulere Tinl. in d. Angl.d. Unendi. U.ßH. uU viſors 


\ [3 
x r 


\ 
! 
N 


, ur; 


> 


\ J I 9. 387. 
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viſors 2, weil man für Q jedes Zielſache von ⸗ nehmen 


kann) allenthalben 2* ya — “ fegt, zwey allgemeine 


Gleichungen für Curven , die der Aufgabe ein Genüge thun. 


> 


— 


Es ſey außer. P auch R eine gerade, ı und außer Q au 
S eine ungerade Funktion von x,. und: dabey die Gleichuns 


—F 


fuͤr die geſuchten Curven | 
X “ pP P TQ Q . \ ı. 
7 . u , y- R R+S S j = PM + i 


. 


oo J ſo iſt 


P — 02— — 202 
QaN= gs ‚und es wird demnach on ; man 


5 Dieſe Bedingung laͤßt ſich aber ſehr leicht erfuͤllen, wenn 


man R 
PrQau , = 
r—Q _ .P—Q ‘ 


macht. Hierdurch wird auch die Unbequemlichkeit wegge⸗ 


ſchafft, die vothin da war, daß zu jeder Abſciſſe zwey oder 
mehr Applicaten gehörten, und folche Curven gefunden, 


mo jeder Abſciſſe nicht mehr als eine Applicate zufommt. 
Die einfachfte krumme Linie, die der Aufgabe ein Genüge 


> thut, ift Daher eine Linie der zweyten Ordnung, die durch 


die Gleichung 
“ | _brx. | 
0 yaizzı. . » ur 


dia doperdel auch der vorhin gefundenen Gleichung 
y=QrY(iarQ0) 
ein Genüge, wenn man Q=nx fegt, indem dadurch , 
Ä yy—anıyma \ 


ausgedruckt wird, und alfo eine Hpperbet. Es thut aber | 


wird; 


; 5 
—— 


4 8 
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wird; und es jaſſen ſich daher die Bedingungen der gegen⸗ 


waͤrtigen Aufgabe auf eine doppelte © Art durch bie Opperbil 


erfüllen, 


— 


$ 388. \ 
Dies vorousgefegt, fo iſt deutlich, daß die Bleiung 


„Für die geſuchte Curve fo befchaffen ſeyn muß, daß diefelbe 
keine SEinderune leidet, wenn man darin — x fuͤrx, 


nd *? > für y ſetzt. Dergleichen Formeln ſind aber 


‚te; nd qu 


wenn P eine gerade, und Q eine ungerade Funftion von x | 


bedeutet, Wenn man alfo eine Gleichung aus einer belies 
bigen Anzahl folder Ausdruͤcke huſammenſetzt, fo ift ſolches 


tine Gleichung fuͤr Curven, die der Aufgabe ein Genuͤge 


thun. Wenn daher M, P, R, T, xc. ‚gerade, N, Q, 


s, V, ꝛc. hingegen ungerade Funktionen von x bedeutenz " 


fo hat man folgende allgemeine Bleigung: 


outlet nerdlıt * — PT 


td Hard! * + ee von 
und multipficiet man diefelbe durch eine ungerade Gunftion 


von x, fo gehen die geraden Funktionen von x in ungerade, ' 
nd die ungeraden in gerade über. Dadurch erhält man . 
folgende Sleihung: 


eanıgrnard Z+® HELLE Pr 


— — Ar - Si TR 


Befret man aber ih —* don den in ihnen vor⸗ 


Ma | | kom⸗ 


[u 


— — % ‘ 4 
. \ J 
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kommenden Bruͤchen, fo ergeben ſich daraus folgende, me 


„femme n gehhrige: 


IL 
0 = rt anayarı (P * —* an-ayntz (R+S) 
an-3 yat3 (TırVie 
ey (P—0O)Tf aut2yn- 2 (R—S)r 
an +3 y9-3 (TV) U 
I. 
® ‚mern * —D ————— 5 * 
an-3y2 13. T * V) ⁊c. 
———— * 
u ETRTN ꝛc. 


! 
zz 


.. J ' ‘ \ 
* x 
n , \ . . \ 
‘ * Fr n , 
! ” . ... . ”. . 
. \ 7 
u . . 


L fon aber n in n den goencn or t Sr, und 


| 6 _ yo kon iin 1 Bruch fen. Su man daher 


für n die Brügt 3,3 2, 3,3 31 1%, fo verſchwindet in den 
‚auf diefe Art entftehdnden allgemeinen Gleichungen die Fre 
cationglität von ſelbſt. Man erhaͤlt nemlich dadurch 


ı12, ‚wie, are 


rar Ay VoRF- azy2y ay 

| — — nn 
EEE oder a 
tet — vr. 


vw. | Ä und 


eo 
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und diefe Gleichungen erhalten, wenn man fie {ven de 
Bruͤchen befreyet, folgende gorm: , J 


abeyetibꝑ par: aynta G 4 Syüaxꝛayta cx Vyi. 
tattay P-Q)FaH2yrHR-Sransymmact-v)ie 


und 


—E an- 2243(74 Vore- 


— antzyn(P- Q, —ant2ya-I(R-S)-amtsyn-2(TrV)aR- 


| $. 390.. 

Aus dieſen vier Gieichungen laſſen ſich nun die Curven 
einer jeden Ordnung, die der Aufgabe ein Genuͤge thun, 
leicht finden. Zuvoͤrderſt gehoͤrt dazu aus der erſten Ord⸗ 
nung die gerade Linie, welche der. Age AP parallel iſt, und 
durch den Punkt B geht. Kür die zweyte Ordnung geben 


die beyden erſten Gleichungen, wenn m n 21 fen, | 


saxy Tyy—aazo; 


man erhält nemlich diefe Gleichung, da die erſte feine 
Curve giebt, aus der zweyten, durch die Subftitutionen 


N=ax; P= 13 und Q=o: die beyden andern aber 


geben, wenn Mann = o > mad, 
| y(et ax) | 
Für die dritte —— geben die beyden erſten Gleichun⸗ 
gen, wenn mann. i ſetzt, - 
2 emayle tax) tiyw tin). 
* aaly— ex) 
j u und 


emuayztyy(“T x) 
— aa(y—!z) 
u 3 N bie 


/ 


N 
N 


ı. 


J 


-. — 
— 
v . ! P 
1 


ws Zweytes Bud. Sechszehntes Eapitel, nz | 


die beppen legten ober, wenn mann Er und n = 1 ſetzt 
—— om yla text ran). = Die 
. Eakw—pxtyxx) | 
— und 
—E 
E aay (—-Ax) Sas Ye 


"gu eine ähntiche Art laſſen ſich auch die Curven der uͤbri⸗ 
gen Ordnungen finden, die der Aufgabe ein Genuͤge thun. 


A 





— MM — —— — 


a 


" , teacdten, die fich nicht unmittelbar auf einander parallele - 
Applicaten beziehen; wohin z. B. der Fall igehört, wenn | 
‚eine gewiſſe Befrhäffenheit gerader Linien, die aus einem 
. getoiften Yunfte nach. der Curve gezogen worden, gegeben '. 
iſt. Es ſey C, Fig. gr, ein folcher Punkt, und aus dem⸗ 
felben nach der Curve die gevaden Linien CM nd CN ges ' 
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Von ber Erfindung der Curven aus andern. 
Ebenſhefiem. 
uw 
rs 398. 
Die Aufgaben, womit wir uns im ‚vorhergehenden 


Capitel befchäfftiget haben, waren von der Art, daß «eb. 
ſehr leicht war, Gleichungen zwifchen vechtwinkligen oder 
ſchiefwinkligen Coordinaten zu finden, die ihre Auftöfung. 


enthielten. est wollen wir daher folche Eigenſchaften be⸗ 


zogen, und dabey eine gewiſſe auf dieſe Linie ſich bezlehende 


Eigenſchaft gegeben. Hier muß man von dem bisherigen 
Verfahren „ die Ratur der Curve durch die Coordinaten 


auszudrucken, auf Die Art abgehen, daß man die gedach⸗ 
ten geraden einien | in die Gleidung bringt." 


200 % 392. 
Da nun.die Natur der Linien auf fehr viele andere Ars 


en durch Gleichungen zwiſchen zwey veraͤnderlichen Groͤßen 
_ ausgedruckt werden kann, ſo kann man bey der gegenwaͤr⸗ 


u u or ‚digen 


» 
#5 
J 
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| tigen Unterſuchung die gerade einie CM, die nus dem 
a Punkte C nach der Curve gezogen worden, die Stelle der“ 


einen. veränderlichen Groͤße vertreten laffen. Alsdann-aber . 
muß man noch eine andere veraͤnderliche Groͤße haben, 
wodurch die Lage dieſer geraden Linie CM beſtimmt wird. 
Nimmt man nun zu dieſem Zwecke. eine durch den Punft C 
gezogene gerade Linie CA’ zär Are an, ſo fann der, Winkel 
ACM, oder eine Größe, die von diefem Winkel abhängt, 


ſehr fuͤglich dieſe andere veraͤnderliche Groͤße ſeyn. Es 


ſey die gerade Linie CM = z, der Winkel AC M ®, 


und fein Sinus oder feine Tangente in der Gleichung be; 


findlich: fo ift offenbar, daß jede Gleichung zwifhen z und 


. Ein.$, oder tang. 4 die Natur der Curve AMN beftimmen 


werde, Es wird nemlich dadurch für jeden Winkel ACM 
die Lage der geraden Linie CM, und felguch der Punkt M 


der Eure beſtimmt. 2 | 


? . 


| 393. 
Bir muͤſſen aber diefe Art, die Eurven autzudrucken, 


genauer erwaͤgen, und es ſey daher zuvoͤrderſt die gerade 


Linie CM = z irgend eine Funktion des Sinus des Wins | 


kels 6. Iſt dieſe Funktion linformig, ſo koͤnnte es ſchei⸗ 


nen, daß die gerade Linie CM der Curve nur ‚in einem 
Punkte M begegnen werde, weil dem Winfel ACM—= =9 
nur ein. einziger Werth der geraden ine cm zügehört. 
Allein wenn der Winfel 9 um zwey vechte Winkel. vers 


groͤßert wird, fo bleibt die Lage der geraden Yinie CM, die 
durch den Punft C gezogen ift, dieſelbe, nur daß fie nach 


der entgegengeſetzten Seite zu gerichtet ift: und es giebt das 
her noch einen andern Durchſchnittspunkt der geraden Linie 
‚CM mit der Curve, wenn auch gleich z durch eine einfärs 
mige Funktion des Sinus des Winkels 0 beſtimmt wird, 
| — Ix 


Von ber Eefiäbung Ber@ursen aueanbeen gen. ge 


Es fen nemlich P diefe Zunktion des. fin. ꝙ, ſo daß der 
Punkt M. Fig. 92, durch die Steihung z = P angegeben 
werde. Ferner werde 9 um zwey vechte Winkel vergeöhert, 


. oder fein Sinus negativ genommen, und dadurch P in Q 


verwandelt, fo daß nun z=Q fey. Iſt dieſes gefchehen, 
fo giebt: e8 eineg neuen Durchfchnitt eben der geraden aber 
verlängerten Linie CM mit der Eurve, nemlich m, wenn man 
Cm=Q nimmt, 


$. 394. 


Ob daher gleich P eine einfoͤrmige Funktion des ein 
des Winkels @ ift, fo begegnet dennoch die gerade Linie. 
CM, die unter einem gegebenen MWinfel ACM= 0 durch 
den Punft C gezogen iſt, der Curve in zwey Punkten M 
und m, es müßte den Q= — pP ſeyn. Soll daher die 
gerade Linie CM der Curve nur i in einem Punkte begegnen, 


fo maß die Größe P eine ungerade Zunftion des fin. @ ſeyn. 


= 
B 


Allein eben dieſes findet ftatt, wenn P eine ungerade Zunßs 


tion des eof. @ iſt; und. e8 find demnach alle Eurven, die 


von den aud dem Punkte C gezogenen geraden Linien in 


einem einzigen Punkte gefchnitten werden, in der &les 


hung z.=P enthalten, wenn P eine ungerade Kunftien 
des Sinus oder des ort des Winkel ACM=e iſt. 


64. 3d5. 
Da alfo die Curven, die-von den aus dem Punkte € 


Fig 81, gezogenen geraden Linien in einem einzigen ipuntte 


geſchnitten werden, in der Gleichung 2 P enthalten find, 
wenn P eine ungerade Sunftion des Sinus oder Coſinus 
des Winkels 9, oder eine ſolche Funktion iſt, die einen ne: 


‚gativen Werth befommt, wenn man den Sinus oder den 


Eoſinus des Winkels g negativ nimmt: fo laͤßt ſich hieraus 


us 5 


i 


rd 


N 


« 


2 
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ſehr leicht fuͤr dergleichen Curven eine Gleichung zwiſchen 
rxechtwinkligen Coordinaten finden. Fällt man nemlich aus 


„ bein Punkte M nach der Are CA die fenkrechte Linie MP 
herab, und ſetzt man dabey eP= x, und PM =y: ſo iſt 


J 
| 


= = fin. 95 und = „= coſ. 9 


* 


Wenn alfo P eine ungerade Funktion don — — und — Bi iſt, fo 


find alle jene Curven in diefer Gleichung, z= p, enthalten, 
‚ und es wird demnach, um von dem einfachften alle ans - 


wfangen | 
1210.35 
7 zZ x J 7 


und, wenn man zu den ber Poteſtaͤten fortgeht, 
5 2 3 2 2 
Gere er eur + 
| $y3  ıxx 2yy,, * 
ALLE rg 2 


z 
23 ya xz 8 


. 390. — 
Wenn man dieſe Gleichung durch z dividirt, fo kommen 


Nallenthalben bloß gerade Poteſtaͤten von z vor, und da 


. 


„‚„„z=Y(xxYTyy) ift, ſo bleibt, wenn man nun z' wegs 
ſchafft, Feine Jrrationalität weiter übrig, und man erhält 
eine Gleichung zwiſchen x und y. Es ift daher die allges. 
meine Gleichung fo. beſchaffen, da die Einheit, oder die 
beftändige Größe, einer Funktion von — ı Dimenfionen.von 
x und r gleich u Iſt p eine folche Funktion, fo wird 
= 5 Aber n iſt eine Zunktion 
von einer Dimenfin von x und y. Ben alfo eine Funk⸗ 
sion von einer: Dimenfon von x und y einer beftändigen 

| a Größe 


v . 
x * —8 
[2 


cr, und alfo - 


X 


— 





% 
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‘Größe gleich if, fo if dieſes eine Gleichung fuͤr Curven, 


die von den aus dem Munkte C ‚gezogenen geraden Linien 


imn einem einzigen Punkte gefchnitten werden. . 


N 


‘ 


$. 397: 


.. Wem P eine Sunftion von n Dimenfionen bon x my. J 
und Q eine Zunftion von n 2* I- -Dimenfionen iſt, fo ik re 


eine Funktion von einer Dimenfion; und es find Vena. 


alle Eurven, die wir hier unterſuchen, in der Sleichuns 


2 =e;nea=ecr 


‚enthalten. Bedeutet alfo n irgend eine Zahl, fo iR die tau⸗ 


gemeine Gleichung fuͤr dieſe Curven 
axıtı Axvy yxa-ıy2 +oxm2y3 + 1xa-3y4 he 16 
= e(Axn } Bxa-1y * Cxn-2y2 TDx3y3cTw.) s 
und daher werden die Pinien der einzelnen Ordnungen, die 
von den aus dem Punkte C gezogenen geraden £inien in 


nicht mehr als in einem einzigen Punkte gefchnitten wers 
den, durch folgende Sleichungen ausgedruckt: 


.,. 
“x + sy=e \ > “ 
” IE - rn 
4x Texytyyy=clAxTby) 
| Um. “ 


0x3 J 7 352 = * x3 r Bxy 7 Cyy) 


N IV. v 


u... pxiyhoxzyzhisgstyamen | 


(Ax3 } Bx2ytCxy2 TDy9 
j 6. .., " — 
$. 398. 


Io $ 


- 
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. 
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$. 398. 
Zuvoͤrderſt alſo thut die gerade Linie der Aufgabe ein 


Genüge, und man weiß auch ohnehin von ihr, daß fie von 


andern aus. einem gegebenen Punkte gezogenen geraden 


Linien in nicht mehr als in einem Punkte gefchnitten werden 


Fann. Die zweyte Gleichung ift.die allgemeine Gleichung 


für die Kegelſchnitte, wenn diefelben:ducch den Punkt C 


geben; aber Dielen Durchſchnittspunkt rechnet man, weil er 
allen aus ihm gezogenen geraden Linien gemein iſt, nicht 
mit. Da nun alle Kegelfchnitte- von einer geraden Linie 


in nicht mehr als in zwey Punkten gefchnitten werden, fo 


giebt aus dem angeführten Grunde jede gerade durch, den 


J Punkt C,wo er auch in der Curve genommen wird, ges 


zogene Linie nur einen einzigen Durchfchuittspunft. Die 


Linien der folgenden Drdnungen gehen insgefammt durch 
. den Punkt C, und auch bey ihnen mird diefer Durchſchnitts⸗ 
‚punkt, da: er allen durch C ‚gezogenen geraden Linien ger 


mein ift, nicht mitgerechnet. Dicfermegen find in den ans 


geführten Gleichungen von den Linien der höhern Drdnuns 


gen’ bloß diejenigen enthalten, welche von den ‚aus dem 


Punkte C gezogenen geraden Linien nur in einem Punkte 


u gefchnitten werden. Auf diefe Art haben wie alfo alle al: 


gebraifhe Eurven angeführt, welche von den durch⸗ einen 
gegebenen Punkt C gezogenen geraden Linien in nicht mehr 
als in einem einzigen r Dunkte geſchnitten werden. 


1 — 


u $. ‚399. | 
Nun wollen wir und zur Unterfuchung folcher Eurven 
wenden, die von den geraden Linien, melde aus einem 
gegebenen Punkt‘ C gezogen werden, entweder in zwey 
Punkten, oder gar nicht geſchnitten erden, welches legtere 


ſtatt findet, wenn die Wurzeln der Stekoung, die den dops 
\ I peb 


— 4 22 


— — —— 


year z 
t 
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peiten Durchſchnittspunkt anzeigt, imaginaͤr werden. Da 
alſo die gerade Linie CM = z- für einen jeden Winkel 
_ ACM = 8 einen doppelten Werth) bekommen muß, fo wird 
dieſelbe durch eine Auadratifche Steihung beftimmt wer⸗ 
ben. Eiyao . Vi 
J —V —— N 
wo p und Q Funftionen des Winkels ⸗ oder ſeines Sinus 
- oder Eofinue: bedeuten, "Da nun die gerade Linie CM die 
Eurve nur in zwey Punften M und N fehneiden ;foll, fo 
müffen nicht nur | P and’Q’einfdrmige Bunftonen des Wins 
kels ⸗ fepn, fondeen es dürfen auch, wenn man den, Mine. 


fel @ um zwey rechte Winkel vergrößert, Peine neue Durchs , 


ſchnittspunkte entftehen. Diefes findet ftatt, wenn P eine. 
ungerade Funktion des Sinus oder des Coſinus von 9 ff; 
fo daß es negatid wird, wenn man den Sinus oder Coſi⸗ 
nus ‚negativ nimmt; Q aber muß eine gerade Sunftion | 
eben deſſelben Sinus oder Coſinus ſeyn. | 


_ 


$. 400. 
Sept man nt die tvintigeꝛ Corina EP =x, 


und PM==yı fo wird & — 5 fin. #; und 7 „= eof. e, und | 
‚2 


es muß folglich 


P eine ungerade Funktion von — I; und. - u 


Q eine. gerade Zunktion von Em IL © & 


— 


‚fen. Hieraus erhellet, daß = — eine vationale Banftion 
j bon x und y, und alſo eine he novene Bunftion von — 1 
Dimenſpnen, und auf aͤhnliche Art, daß * — eine rationale 

und 


Mar, x 
\ 2/ 


* 
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ind homogene Funktion von x und y von — 2 Dimenfios 
hen fegn werde. Wennale .. - ® 

"Leine homogene Zunftion von n $2 Dimenfionen 8 
Meine homogene Funktion von n*1 Dimenſidnen und > x 


5 ıi= 
N eine homogene Sunftion von hı Dimenfion onen J * 


\ 


iſt: ſo giebt der Bruch 


M eine paffende hunktion fuͤr — und 


= 


» N “ 
| — eine pad Bann für © — 
PO | | 
23 — bzt a=o — | 
Tee rs ht, fo wird Ä 
5 ara tilt=e. ” 
z 222 


und es iſt daher die allgemeine Gleichung fuͤr die Eurven, 
die von den durch den Punkt C gezogenen geraden einien 
in zwey Punkten geſchnitten werden, 


4 


10m ober L— -MIN=e Ä 


c . N N 
and darin p= "3 ma Ni Na=tıy 


alfo P eine irtationafe Aunftion von x und y, weil zo 
N ax + yy)i und Q eine rationale Funktion von Feines 
Dimenfion. _ | 


27 r 


BP 4. a0or. 
| giernach iſt es ſchon leicht, aus einer jeden Ordnung der 
Linien diejenigen zu beſtimmen, welche von den durch einen- _ 
gegebenen Punkt C gegogenen geraden Linien in zwey oder in 
ak feinem Dunfte geſcatten werden. Sar die zweyte Ord⸗ 
nung 


und 


- 
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nung nemlich fege man n o, [6 erßält man die alze⸗ 
meinſte Gleichung fuͤr die Kegelſchnitte: | . 
er u 7752 030 Ka > EHE 1.5 VE 
Man mag alfo den Punft C- annehmen, wo man till, ſo 
ſchneidet jede dadurch gezogene gerade Linie den Kegelſchnitt . 
entweder In zwey Punkten oder nirgends. Es fann ſich 

indeß ereignen, daß ein Kegelfchnitt von einer geraden Binig 

in nicht mehr als in einem Puntte gefchnitten werde; allein © - _ 
da ſich diefes unter den unzähligen durch den Punkt C mögs 

lichen geraden, Linien nur in einem oder zwey Fällen zutra⸗ 


gen kann, ſo iſt dieſe Ausnahme von keiner Wichtigkeit; 


and dann kann man auch ſagen, daß der zweyte Durch⸗ — 
ſchniitspunkt unendlich weit entfernt ſey, fo daß daher wi⸗ 
der die ie Allgemeinheit des obigen Satıe nichts fließt, - 


$. 402. Ä u Bu 


— 


Damit aber deutlich werde, in welchen Faͤllen jene Aus⸗ 
nahme eintrete, fo wollen wir die Gleichung zwiſchen * 
und y auf eine Gleichung zwiſchen z und den Winkel a _ 
zurücführen, welche, day=z fing, und‘ x z cof. “J. 
iſt, folgende ſeyn wird: — 
‚22 ( (eoſ. 9)2 + 4 ſim. 0: coſ. + y.Cfin. )2) — 2 Be 
Meeting) time N, 
Hieraus erhellet, daß nur ein Durchſchnittspunkt ſtatt Pu or 
det,. wenn der Eoefficient don z2 glei) o wird, und dieſes 
geſchiehet, wenn — 
a4r BA. tang-@ + y(tang. 92 = 0: 
iſt. Wenn alſo dieſe Gleichung zwey reelle Wur⸗⸗ 
zeln hat, ſo ſchneidet die durch den Punkt C gezogene ges 
rade Linie die Curve nur in einem einzigen Punkte. Da. - 
“aber. die Wurzeln eben diefer Gleichung die Afpmptoten den 
. Euroe. anzeigen; ſo erhegtet, os die Superbein- von den 
geta⸗ 


J 


* 


‘ \ ‚ u 
Pa 
* 
‘N — 
J 
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aeraden ⸗kinien, die der eine, Ufomptote parallel find, nur u 


‚ in einem einzigen Punkte geſchnitten werden, und derglei⸗ 


| chen durch C ‚gehendg Linien ‚giebt es nicht. mehr als zwey; 
bey der Parabel hingegen gehoͤret bloß. eine mit der Age 
varallel gezogene gerade Linie unter die Ausnahme. Iſt 


der Regelfgnitt eine Ellipſe, ſo mag man den Punkt C ans 
nehmen 169 man will,. es ſchneidet jede durch jhn gezogene 
gerade Linie die Curve entweder gar nicht. oder" in zwey 
Vunlten 


* . 
s 2. — ‘ 1 
‘ ß 


J 403. 


| vie Linien der dritten Drdnung; bie: iene Sigenfäaft 
Buben, findet man, wenn, man ni fest, und ſie ſi nd 


alſo in folgender Gleichung enthalten: . 
u 4x3 ax⸗ꝰy t xy? + Iy3— sx2 2 ny? t 


5*7 sy: == 0 
Dick Steichung begreift. alle Linien der dritten Ordnung 


untar ſich, und ſie gehoͤren insgeſammt hieher, wofern nur 


der Punkt .C in der Curve ſelbſt genommen wird; denn 
matht man.x.at: a, fo verſchwindet zugleich auch y. Auf 
ähnliche Art muß bey den Linien der vierten Ordnung, die 
hieher „gehören, der. Punkt,c nicht bloß in der Eyrpe lies 


“... gen, fondern auch ein doppelter Punkt derſelhen ſeyn; und 


then. "Daher alle Linien der vierten Ordnung der Aufgabe, 
An Genuͤge, die, einen. doppelten Punkt haben, wenn der 
Punkt C in dem doppelten Punfte angenommen wicd. Auf 
gleiche Art gehören hieher die Linien. der flinften- Ord⸗ 


| nung, die einen dreyfachen Punft. haben, wenn € in dieſem 


dreyfachen Punkte genommen wird, u. ſ. w. Dabey aber 
muß man bemerken, daß es allemal nicht meht als einen 
Durchſchnittspunkt gebe, wenn die durch C gezogene ‚ges. 
tade ginie einer aetgdunigen Aſymptote oder des, Ate einer 

* para⸗ 


2 


. t 2 
- ‘ X 
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paraboliſchen Afomptote parallel iſt, indem alsdann der 


andere Durchſchnittspunkt unendlich weit entfernt liegt. 


A . 


de. 40. _ 


u W 
Dieſes ſtimmt mit der Natur der Linien, die zu einer 
jeden Ordnung gehoͤren, aufs vollkommenſte uͤberein. Denn 


da jede zu irgend einer Ordnung gehörige Linie in fo viel 


Punkten von einer geraden Linie gefehnitten werden fann, 
als der Erponent der Ordnung Einheiten enthält; (und fie. 
wird auch davon in der That jedesmal in fo viel Punkten 


geſchnitten, wofern nicht einige Durchſchnittspunkte ima⸗ 


ginaͤr werden, oder unendlich weit ſich entfernen) und da 
wir hier alle Durchſchnittspunkte, fie mögen reell oder 
imagınde ſenn, in Rechnung dringen, und Bloß diejenigen 
nicht mitzähfen, die in den Punft C fallen: fo if, da 


"jede Linie von der Ordnung n in n Purften gefchnitten 
‚ wird, klar, daß der Punft C in einem fo vielfachen Punkte, - 


als die Zahn — 2 Einheiten enthält, angenommen wer⸗ 


den muß, fern man einen doppelten Durgfanittspunke 


erhalten will. 


9— . 405. 
Nach dieſen Betrachtungen iſt es leicht, von n den Kufs' 


| ‚ ‚gaben, die das Verhaͤltniß jeder zweyer Werthe bon z, 


“ 


CMjund CN, betreffen, entweder die Aufloͤſung zu finden, 


odes die Unmöglichkeit zu zeigen. Denn da die bepden . 


’ Werthe vonz, CMund CN, die Wurzeln der Gleichung 


22 PztQ=o 
fi nd, fo iſt ihre Summe CMTCN=P, und das Wecht⸗ 


eck tzzwiſchen ihnen CM. CNM Q. Sollten daher zuvoͤr⸗ 


derſt Curven geſucht werden, wobey allenthalben die 


Summe CM F CN eine beftäudige Größe waͤre: 
Eulers Einl,in d. Anal d. Unendl. um x ſo 


„»r 


[] ! 
r 1 ' - . 
‚ - t 
[au 
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aeraden Ligien, die der einen Aſhmptote parallel find, nur.” 


‚ in einem einzigen Punkte gefhnitten werden, und dergleis 


* 


| ‚ben durch c ‚gehende Linien ‚giebt, es nicht mehr als zwey; 


iR) der Parabel hingegen gehoͤret bloß. eine mit der Age 
rarallel gezogene gerade Linie unter die Ausnahme. Iſt 


der Kegelſchnitt eine Ellipſe, fo mag man den Punkt C ans 


nehmen wo man will,. es fehneidet jede Durch jhn gezogene 


“ gerade einig die Curve entweder gar nicht oder in zwey 


VPunkten. 
FE 7.14 


er J 
Die Linien der dricten Ordnung⸗ die: jene Eigenſchaft 


| 8* findet man, wenn man n = ı fett, und fie. find 
. alfo in folgender Gleichung ‚enthalten: . ’ 


ax $sx2ytysy2}3y3—ıni — tar- ny2 rt | 

- IF iy: == 0 

Dick Steihung begreift. alle Linien der ‚dritten Ordnung 
untar ſi ich ‚und fie gehören insgefammt hieher, wofern Nur 


der Punkt .C in der Euroe feld genommen wird; denn 


marht man.x = o, fo verſchwindet zugleich quch y. Auf 
ähnliche Art muß bey den Linien der vierten Drdnung, die 
hieher gehören, der Punft.C nicht bloß in der Curve lies 


gen, fondern auch ein doppelter Punkt derſelben ſeyn; und 


es ahun daher alle Linien der pierten Ordnung dee Aufgabe, 
en &Genüge, die, einen. doppelten Hunft Haben, wenn der. 
Punkt C in dem doppelten Punfte angenommen wird. Auf 


gleiche ‚Art gehoͤren hieher Die Linien. dee fünften Drds 


nung, die einen dreyfachen Punft. haben, wenn. C in diefem 
dreyfachen Punkte genommen wird, u. ſ. w. Dabey aber 


muß man bemerken, daß es allemal nicht mehr als einen 


Durchſchnittspunkt gebe, wenn die durch C gezogene ‚ges. 


rade Linie einer t gergdlinigen Aſymptote oder der Ate einer 
para⸗ 


d 


x . ⁊ 
- : “ N 
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paraboliſchen Aſymptote parallel ift, indem alsdann der’ 
andere Durchſchnittspunkt unendlich weit entfernt liegt, 


⸗ 
N 4 pi 


u ——. 404. * 


Dieſes ſtimint mit der Natur der einien, die zu einer 
jeden Ordnung gehören, aufs vollfommenfte überein, Denn 


da jede zu irgend einer Ordnung gehörige Linie in fo vich 


Punkten von einer geraden Pinie gefchnitten werden Fann, 
als der Erponent der Drdnung Einheiten enthält; (und ſie 
wird auch davon in der That jedesmal in fo viel Punkten 


geſchnitten, wofern nicht einige Durchſchnittspunkte imas . 


ginär werden, oder. unendlich weit fich entfernen) und da - 
wir hier alle Durchſchnittspunkte, fie mögen reell oder 


imaginär fenn,‚in Rechnung bringen, und bloß diejenigen 


nicht mitzähfen, die in den Punft C fallen: ſo ift, da 


. jede Linie von der Ordnung n inn. Punkten gefhnitten 
‚ wird, klar, daß der Punft C in einem fo vielfachen Punkte, - 

als die Zahl n—2 Einheiten enthält, angenommen wer⸗ 
den muß, wenn man einen doppelten Duraſchuitichurkt 


erhalten will. 


_ & 
J §. 405. 


Nach dieſen Betrachtungen iſt es leicht, don n den 1 Hufe 
"gaben, ‚die das Verhaͤltniß jeder zweyer Werthe von z, 
CMund CN, betreffen, entweder die Aufloͤſung zu finden, 


doder die Unmoͤglichkeit zu zeigen. Denn da die beyden 
Wertbe von z, CM und CN, die Wurzeln der Gleichung 


22z PztQ=o 9 


ſind, ſo iſt ihre Summe CMFCN=P, und das Recht⸗ 
ecktzwiſchen ihnen CM. CN Q. Sollten daher zuvor⸗ 


derſt Curven gefucht werden, wobey alienthalben: die 


Summe CM 7 CN eine beftähdige Größe wäre: - 


x 


Eulers Rinl. ind. Anald. Anendl. iD, Fu fo u 


\ 


* 


”. 
D 


loͤſet wird, findet man daher, wenn man 


— / 


\. 
% ü ‘ , x ne. 
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fo: maßte p eine, beftändige Größe ſeyn. Da aber wegen 
der Natur der Aufgabe jebe Durch C gezogene gerade Linie 
die Curvẽ bloß in zwey Punkten ſchneiden darf, r muß 
nad $ 399 nothwendiger Weiſe 
Mz MYaxtn 
L 


P=— — 


9 feon, und dieſe Größe kann als eine Irrational Größe nie - 
‚eine beftändige werden. Es giebt daher Feine Curve, die 


dieſer Aufgabe ein Genüge thaͤtee. 


. 406. — 
Wenn aber die Bedingung, daß die durch e gezogenen 
geraden Linien die Curve bloß in zwey Punkten ſchneiden 
ſollen, weggelaſſen, und.alfo folche Eurven gefucht erden, 
bey welchen es zwar mehrere Durchfchnittspunfte, aber 
darunter zwey, Mund N, von der Beſchaffenheit giebt, daß, 
CMYCN eine Seftändige Größe wird: ſo laffen ſich un⸗ 


. zählige Curven von diefer Art finden, wenn man P — jener 


beftändigen Groͤße CM FCN =,a fegt. Es wird nemlich 
aledann on 
22 —az + = = O0 


wo Q bie Zunftion — — ® bedeutete und weil dieſe Sei ' 
dung irrational ift, fo erhält man daraus durch Wegbrin⸗ 


gung der Irrationalitaͤt | 


— a222 = = (zz} Q)? oder a2. = —* * 22 
' oder 
22 = (axtypietaLnt NND Er 


worin J, eine homogene Funktion von nt2, N aber eine 


homogene Zunftioh von n Dimenfionen von x und y if. 
Die einfachſte Eure, wodurch die jegige Aufgabe aufges 


N 
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Loxxtyy; ud N= Ä bb .: 
fegt; und man befömmt dadurch J u 
aa(xx yV=(xxtyyt bb)2, 
welches. eine Gleichung für'eine complege Linie der vierten 
Ordnung ift, indem fie zwey Kreife ausdruckt, die den 


- ‚Mittelpunkt. C gemein haben. Die. einfachften continuir⸗ 
lichen Curven aber, die dem Verlangten ein Genuͤge thun, 
gehoͤren zu der ſechsten Hrdnung, und man findet ſie, 


wenn man 


Leerztexytay; amd N = * bb 


ſetzt. Dadurch erhält man 
aalaxx}sxy Fryg)2 =(xxtyy)(axx Haxy Hey Epb)3 





Es ſey ·S1 B=e; umdy=o;jfwid ° N 
x aax4 u 
Ye ba Fon 
. ‚oder: ER | 
| FGaxx — x4 zabbkx ba) 
ya — — e e 

xx I bb | 

J . 407. 0 I 


Wenn aber dieſe Aufldſungen, wobey die durch C gezo⸗ 
genen geraden Linien die Curven in mehr als zwey Punkten 


ſchneiden, ausgeſchloſſen werden; und die Natur der Auf⸗ 


gabe fcheint ſolches zu erfordern: ſo giebt es gar keine Cur⸗ 


- 


ven, dit der Aufgabe eine Genuͤge thun; und es läßt fi 
daher Feine krumme Linie denfen, welche von den duch, 

C gegogenen geraden Linien bloß in zwey Punften M und N- - 
fo geſchnitten wuͤrden, daß CM + CN eine beftändige Groͤße 


waͤre. Werden hingegen Durchſchnittspunkte von der Art 


J verlangt, daß das Rechteck CM. CN eine beſtaͤndige Größe 
ſey; eine Beſchaffenheit, die dem Kreiſe allemal zukommt, 
der Punkt Cc mag angenommen werden, wo man will: ſo 
* 2 laſſen 


nr 


“m 
- . \ 


h Fi x .. 
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Aaffen ſich unzoͤhlige Curven finden, wobeh dergleichen ſtatt 

Haben. Denn es ſoll alsdann Qeine beſtaͤndige Groͤße, 

und gleich dem Rechtecke OM. CN ſeyn, welches wir⸗a a 
ſetzen wollen; allein dieſe Forderung enthaͤlt, da Ei | 
und folglich eine rationale Funktion von x und yif, nichts 

widerſprechendes. 


D ee | 
. ol & ſe alſo = aa, oder —— —— 
aa aa 
1.5 Kind alte eerec, die dieſer aulgebe ein Benüge thun⸗ 
"in der Gleichung: | 
5 
a reim_ MEN=o 2 
‚oder | | 
Maas Nix tyytan) 
‚ enthalten, wo M eine homogene Sunftion von nFı Dis 
menſi tionen, N aber eine homogene Bunte vorn Dimens 
EX + yyt a2 
aa 
. eine Funktion von einer Dimenfion von und yift. Diefe 
Gleichung begreift demnach alle Curven in-fih, melche von 
den durch C gezogenen geraden Linien. bloß in zwey Dunften 
: M und N fo gefthnitten werden, daß das Rechteck CM.CN 
. allenthalben eine beſtaͤndige Größe und = aa iſt. | 


fo onen von x und’ Y bedeutet, fo daf = 


— 


J 


| 4. 409. 
Da alſo — eine homogene Funktion von einer Dimen⸗ 


ſion von x 7 iſt, ſo ſindet man ben einfachſten Fall, 


Bean man . 
x Be | SM 


— 0 
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. J 
nz 'M__ axhay. . 
x _ = — — ' 


N, a 
Be ſeti Dadurch befommt man Die Seidung: 
 axtyy—alktoy)taamo ' 
die alemal dem. Kreife zugehört ; und da fie eine allgemeine 
Gleichung zwiſchen rechtwinkligen Coordinaten iſt, ſo fällt . 
in die Augen, daß der Kreis der Aufgabe ein Genuͤge thut, 
wo man auch den Punkt C annehmen mag Won den Kegel⸗ 
\ ‚Titten außer dem Kreife fann Feiner hieher gerechnet wer⸗ 


"den, Aus den uͤbrigen Ordnungen der Linien aber laͤßt fih | 


“. eine unzählige Menge von Eurven finden, ſo daß man zugleich 
alle erhält, die aus jeglicher Ordnung hieher gehören. Se 
ſiad z. B. die Linien der dritten Ordnung, welche dieſer 
— Auſgabe ein Genuͤge thun, in der Gleichung enthalten: 

AaAæuxxLAXxYTVIVG XILIXLA- 

‚a(dx + m aa | 
oder \ 
ex Hıy)(axtyy)—alexı Axy 22) * 
aa x* Ya 


Auf eine azhnliche Art laſſen ſich die Gleichungen der einien 
der übeigen Ordnungen, die hieher gehoͤren, finden; 


$%. 410. 
- Run werde Verlangt, von allen Eurven, die von den 
duch C gezogenen geraden Linien in. zwey Punkten ges 
U. ſchnitten werden, Diejenigen zu beftimmen, wo die Summe 
| der Quadrate CM2 } en? eine. e.beändige She = =aa 
MD . 

| CM + EN = P;md em, —X Q 

iſt, ſo wird 

1. em +CN2=PP—aQ. | ; 
in "und es muß folgfich nn 
—3 a 


ı > — V 
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PP — A 
pp -20* au; era aaa 


Kom Run iſt 


a | U _MM aa | | 
u | 2L ZU . ! / 


Da Le eine Zunftion vonnt2, M eine Funktion von n p FE | 


| und N eine Funktion von n Dimenſionen von x und y iſt, 
, fo findet hierbey feine Schwierigkeit ſtatt. Setzt man alſo 


MM 
fie Lund M dergleichen unftionen, fo wird N * 


J 7 — , and es if daher die allgemeine Steicung für die 
gun, die der Aufgabe ein Genäge thun: 


„MM aal 
me 
oder 
aLL@strd— an Gt mtmMGstm. 
x. n 0 gaall=o. \, 


Wenn M = o ift, fo giebt diefe Gleichung den Kreis, und 
da der Mittelpunßt deſſelben in G fällt, ſo iſt von feld Kat, - 
daß er die Aufgabe auflot. 


F J . ar 


Es fen ntı=o, fo daß M eine. beftändige Groͤte 
e=2b, und L=ux Feyierde. Alsbann entſteht eine Linie . 
der vierten Ordnung“ und ihre Gleichung Wi 


DB 
+ ' . 1 
⸗ 





4 


Von bet ErfinbungderCumsena aus aber is a7 


(ext ey)? (x } yy—aa) —2blax} —R nt 
abb(xxtyyJ=o. ' ° 
Eine andere Linie der vierten Ordnung erhält man; wenn 
man > 
ext udMealrtoya | 
fegt; denn alsdann gie die Gleichung ‚ dutch 2x xt2yy, 
dividirt, 


‚6x FyıyD2 — 2a Gx ty) FT 202 (=x tms “ 


aa(xxT yy) 3 0. 


Wofern aber die Diviſt on durch xx + yy ſich nicht borneh⸗ 


men laͤßt, fo gehört die gefundene Gleichung (wenn man 
aM für M fegt) nemlich _ 


LL(s t yD—2LM(xxY m + aMM (xx + m 


| aall=o 


allemal zur Ordnung an} 63 und man kann daher aus 


jeder geraden Ordnung Gleichungen fuͤr Curven finden, | 


toeldye der Aufgabe ein Genüge thun. ft aber L durch 


zxryy theilbar, d.h. ft L= (xx tyy)N, wenn N 


eine homogene Funktion von n Dimenſionen bon x und y 
bedeutet: fo ersiebt ſich noch eine andere allgemeine Glei⸗ 
chung, nemlich 

NN Gx my⸗ —2MN (xx T m r —R&& 

(xx tyy) =o: 

und do diefe ir dee Ordnung an 4 aehort, ſ ſo hat man 
fuͤr jede gerade Ordnung zwey Gleichungen für Curven, 
welche die angefuͤhrte Eigenſchaft haben. Aus der ſechſten 
‚Ordnung gehören z. B. die Curven hieher, die in folgen⸗ 
den zwey allgemeinen Gleichungen enthalten ſind: 


Cxx }axytyyy)2 («xtyy—aa)—aalöxtıy)(axTyy) 


Gxztesytoyy—aßktım)=o 
. ©. uuund 


x 


\ 


x — 


N 


- 
J 


4 


\ 
. 


- 
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und 
Oxty2arf yy)(xx tra) ae 
 aalaxxzeiytryy) (Axt) axHyy)- alaxx 1172.2775) 
In den ungeraden Ordnungen der Linien giebt es alſo Feine 
J Curve, die diefer erufgabe ein Senige thaͤten 


4. 2 J 
Wenn ngnniche Curven 'gefucht: erden foflen, worin 
nicht bloß die Summe der Quadrate, CM2 CNa, ſon⸗ 
‚dern CM2 + CM.CN + CN2, oder überhaupt 
>, -0CM2 +n.CM.CNFCN2 
eine beftändige Größe iſt: fo läßt fich diefe Aufgabe auf 
eine ähnliche Art auftöfen. Denn da 
_ „CM2 fin.CcM. CN CN-æ = — 
u it, ſo wird, wenn man P2+nm—2)Q = aa feßt,. 





aa — PP- 
\ Q= — on 
„n—2 ‚ 


und neſe Gleichung if von allen Unbequemtiäteie ren. 
on = alſo 
p = und-Q „a 
rn | ift, fo wird 
.M2z22 (n— 2)Nzz u 
L? 7 — — L — 22 
und fol 
aa L AM⸗— 
— —S 
— Kun ift [$ 408] die Gleichung für die Curve 
| .. „. L—- MIN=o . 
und es ergiebt ſich alſo fuͤr die Bedingung, daß eu EL 
2.CM.CN + EN2 Rine betändige Groͤße * aa Ion fell, 
die e Gleichung: 


\ . F 
. x 
⸗ x r N 2 
- . J (nt 
[} Sn . -. 
« ’ - 


N=-- 


ä 


_ u N 
‚‘ / ' 
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—— —— —(n— a)LMzz T aalLL--M2zz=o 

— oder, da zz=xxtyyif, j 
dalLt(xxTyy) (n—2)L2—(n— 2)LM— M2) mo 
wo L eine Funktion vonmFrz2, und M eine Sunftion von 
n + 1 Dimenfionen von x und y iſt Laͤßt man N irgend 


eine homogene Funktion von m Dimenfiopgn bebeuten, und 
fegt man dabey 


N L= (typ) N | ‚ 

fo findet man eine andere allgemeine Steihung, nemfig: , 

= aa&kxtryyN2t(n— 2)(xx}} yy)2N= | 
am» HrDHNT M=zao 





5 | . 413. u 
Wenn n = 2 geſetzt wird, und alfo(CM t om): za 
seon foll, fo wird entweder _ 9 


aal = (xx vy)MM; oder MM aa (xx * yy) N2·. 


Da beyde Gleichungen homogen find, fo enthält jede von 

ihnen zwey oder mehr Gleichungen von dieſer Form: 

ey == Ax; und es kann daher das Verlangte nicht andere". 

als von zwey oder mehr durch den Punft C gezogenen geras 

den Linien erfüllt werden. Da num diefcs dem Sinne der * 

Aufgabe nicht gemäß ift, fo erhelfet, daß der gedachte Kali " 
gar nicht ſtatt finden kann; auch ift diefe Unmöglichfeit a 

ſcchon vorher [$ 405] berührt worden, weil CM +CNde. \“ 

' beftändigen Größe a gleich ſeyn muͤßte. Wird hingegen = 

nn 2 gefeht, fo dag die Differenz MN felbft eine ber ot 
fiändige Größe fepn würde, fo ergeben fig diefe, wen 
Öleichungen: 


sall=(tyn @L — mia: — 
und 6 
GI NN=GRStynDN— Me 
en | De 


i “ 
J ⸗ A 
1 
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⸗ 
® v, 


BE | Der: einfachſte Fall iſt demnadch der, wenn Nar, und 


M == abx gefegt wird, Es wird nemlich alsdann 


aalzztyy)=4laxt y.y = bx)2 | 


dder, wein man aa cc nimmt, | 
(zx * yn® ea 2(cc T bx) ty bbaxj 
folglich 
astyymechbit ev’ cc t2bx) 
und 


Tevlerismantevetabn. Ä 


! 


ß. 


nn ef 414. 


Es giebt alfo unzählige. Euren, die von den durch C 


gezogenen geraden Linien fo in zwey Punkten M und N ges 


ſchnitten werden, daß die Größe MN allenthalben dieſelbe 


bleibt. Zuvdtderſt fällt in die Augen, daß dahin der Kreis 
gehört, deffen Mittelpukt in C liegt, indem dabey MN 


u altenthalben dem Durchmeſſer gleich if.” Man findet aber: 


diefen Kreis aus den allgemeinen Gleichungen, wenn man 


M== 0 ſetzt. Nach dem Kreife find‘ hieher zu rechnen die - 


Linien der vierten Drdnung, die durch die Gleichungen: 


a a (x * —— == 4x Tyy— ba)? 
und . 
aaxx = (xx + 7y) (2x — 2b)2 ° 


J ausgedruckt werden. Will man indeß dieſe Linien genauer 
kennen ‚lernen, fo muß man die angeführten Gleichungen 


auf andere zwiſchen z und dem Winkel 9 zuruͤckfuͤhren. Da 
dlfoxxtyymzz; x=z.cof.p, undy=z Sn. 9 Re 


fo wird, wenn man a = 2c ſetzt, einmal‘ 
cız= = (zz — bz..cof. 2 


— ...pbpder 


* —— ® 
b. coſ. Fc=z; 


und zweytens 


ı * ' 


Won der Erfindung —2* aus anbern@igenfä. 3 I 


‚ec (of. P)2 — (8. co —m# 
oder 


- \ 


' 
® 


4 


— m on & ‘ J 


oh — 


Siemas iaſen ſich dieſe Curven ſehr leicht nf. | 


ee Tr | 
„ Soll nemlich die Curve, welche durd die Gleichung 


2 b. coſ. c 


ausgedruckt wird, conſtruirt werden: fo ziehe man durch 


€, $ig; 83, die gerade Linie ACB, und nehme darauf 
CD=b, undvon D aus auf beyden Seiten DA=DB='c} 


wo denn zuvdrderft die Punkte A-und B in dee geſuchten 


Curve liegen. Darauf fälle man auf eine durch C nad) Bes 
* lieben gezogene gerade Linie NCM aus D die Linie DL 
ſenkrecht, und fchneide zu begden Seiten LM=LN =c 
ab: fo find auch die Punkte M und N in der gefuchten 


Eurve, und folglich allemal, wie in der Aufgabe verlangt 


wird, MN=2c 


Hier muß bemerkt werden, daß die Curve, wenn cD- 
. ==b feiner al® c ift, in C einen sugehörigen Punft bat, - 


Sig. 83. 
Wenn-aber bc ift, fo hat die Curve inc eine Soiye 
‚und AC verfchmwindet, Fig. 84. 


‚Und ift endlich b Meiner als cr fo fällt der Punkt A | 


zwiſchen C und B, und. die Curve hat in C einen Knoten 
oder einen doppelten Punkt, Fig. 85. Webrigens ift der 


Durchmeſſer diefee Curven die gerade Linie ACB, und die 


auf ihr ſenkrecht ſtehende gerade Einie ECF=zc. 


| | un; — 
Außer dieſen wieder in ſich zuruͤckkehrenden Curven der 
vierten OrdRUNg thun auch die Linien mit urendlicben 
| Schen⸗ 


J 
1 


⸗ 
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Schenkein von eben diefer Ordnung der Aufgabe eine Ges 


nuͤge, welche i in der Gleichung 
— * 
a 2* che c Bu 


enthalten find. Ihre Conſtruction erhaͤſt man auf ſolgende 


Art. Dean ziehe durch C, Fig. 86, eine gerade Linie CA B, 


made ED =b, und DA@DB=c, wo denn die Punkte 


A und B.in der Eurve liegen. Darauf fege man durch D 
die gerade Linie EDF ſenkrecht auf CAB, und ziehe CL 
nah Belichen. Sept man nun den Winkel —W =@, 
fo wird 


b 
coſ. - .. 


und macht man fortgefegt LM=LN =ec, fo beffiminen 
die Punkte M und N die gefuchte Curve. 


Aus diefer Conftruction erhellet, daf die auf die ge: 
dachte Art beſchriebene Curve die Conchoide der Alten iſt, 


| in C den Bol, und die gerade Linie EF zur Afomptote hat, 
"der fi vier ohne Ende fortlaufende Schenkel nähern. 


Es wird aber der Theil hBh die äußere, und gAg Die 
innere Conchoide genannt, und überdem in in c ein zuge: 


hoͤriger Punkt. 


J I 417. u 
Dies find die Curven der vierten Ordnung, melde der 
Aufgabe ein Genuͤge thun; es ift aber. leicht, auch die Cars 


ven den höhern Ordnungen, die hieher gehören, darzuſtellen. 
Denn iſt P eine ungerade Funktion des Sinus oder des 


Coſi nus des Winkels ‚9, fo giebt die Gleichung ” 


z=bPtc 


\ eine continuiclie Eure, die von allem durch C gezogenen 
geraden Linien in zwey Vunkten M und N fo gefchnitten 


wird 


{ = 


Ma... Lau 


—— — —— 


— 
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wird, daß allemal MN=2e iſt. Es komen aber, dieſe 
Curven insgeſammt zu dem Geſchlechte der Conchoiden ge⸗ 


rechnet werden, wenn man anſtatt der Directrix EF die 


Curve ſetzt, welche durch die Stleihungz==bP ausgedrudt- 
wird. Nun haben wir oben [ 394] gefehen, daß diefe. 
Gleichung die Euren. in ſich ſchließt, die von den durch C 
aäjogenen geraden Linien i in nicht mehr als in einem Punfte : 


gefcbnitten werden. Da alfo die Größe e willkuͤhrlich iſt, 
ſo laſſen ſi ch aus jeder Curve z=bP unzählige Curven, die 


au der gegenwärtigen Abſicht fi ch ſchicken, darſeten 


| 418. 


Man nehme nemlich nach Gefallen eine Curve CEDLF, ' 


Fig. 87, welche von allen durch den Punkt C gejogenen 
geraden Linien allemal nur in einem Punfte, 3. B. D oder 
L, gefpnitten werde, Dann ſchneide man auf. diefen gera⸗ 


den verlängerten Linien CL, von L aus gleibe Stüfe LM = 


LN =c.ab, wo denn die Punkte M und N: ir der gefuch> 
ten Curve liegen werden. Auf diefe Art kann man duch 
eine fietige Bewegung die Curve AMPCQ-BNRC beſchrei- 
ben, die von den durch C gezogenen geraden Linien fo ges 


fepnitten wird, daß allenthalden MN .eine: beftändige 
Größe, und 2c wird. Hierbey iſt anzumerken, daf die’ 


beſchriebene Curve, wenn Die Curve CEDF eine aus C ges 


zogene Kreislinie ift, eben Diefelbe Linie der vierten Ord=_ 
nung ſeyn wird, die wit zuerft, $ 414, gefunden haben, 


$. 419% 


So haben wir alfo die Aufgabe aufgelöfet, welche Eus | 


von AMN, $ig. 81, zu ſuchen befahl, die von den dur 


C gezogenen geraden Linien in den beyden Punkten Mund - 
Rp ‚gefpnitten wien, daß allenthalben CM— CN: 


— 
. 


⸗ -\ > , ° oder‘ > 


‚ ‚ . 


⸗ 


wenn a 


Ev. ‚Bwehei Bud. Siebengehntes Eepitel. 


oder CM2 — .aCM.CN CNai eine beftändige Größe 


wäre, ve ‚wollen wir noc ruͤrzuich den Fall erwägen, 


CM? TCM. EN tENz a 


eine beſtaͤndige Groͤße feyn ſoll. Man muß dann in dem 


412ten Sn 1 ſetzen, und dadurch erhaͤlt man entweder 

aalL=(sxtyp)(L2—LMEM2) 

wo L eine Zunftion von mr, und M eme Zunftion von 
m Dimenfionen ‚von x und y bedeutet; oder 

aa (xx Ryy) NN=(xx +yy)2 NN — (xx +yy) MN. }MM 
wo M eine Zunftion von einer um 1 hoͤhern Dimenſion | 
als N ift. | 


. N 
, x 


$ 420, 
Zuvoͤrderft faͤllt in die Augen, daß fi $ bier, wenn 


AM o gefegt wird, ein Kreis ergiebt, deſſen Mittelpunkt 


in dem Punkte C liegt; und da darin ale aus C nach der 
Europe gezogene gerade Linien gleich find, fo thut derfelbe auch 
allen Aufgaben diefer Art ein Genüge. Fuͤr den gegentwärs 


tigen Fall aber find die einfachften Curven nach dem Kreife 


die, die in der Gleichung enthalten find, welche man aus 
der erften durch die Setzung N M=b, und’E = =x ‚ enthält, 


nemlich 


 aaxx=(ıx} yy) (xx - — bx 1 bb) — 
| oder “ 
xx(aa — bb tbx— xx) 


ET bataa 


| Seht man in der andern Gleichung NI und M='bx, 


fo befommt man ebenfalls eine Linie der vierten Ordnung 
-aalxx tyy)=(xtry2—bx x ynTbbxx , 
oder 
an tyyaäba thaa ty (us thaabl — Ibben) | 
— die 





! 
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die eben ſowohl als die vorige der Aufgade ein Genöge 


thut.. | 


- . G. 421. 
Nach diefen Aufgaben wollen wir die hohern Poteſtã 
ten der bepden Werthe von z aus der Gleichung zz — Pz 


M . 
#Q= o betrachten, wenn P= Tr wQO= au 


J 


if, L eine homogene Zunftion von nr 2,. M eine bomos | 


gene unftion vonn Fı, und N eine homogene Sunftion 
von n Dimenfi ionen von x und y bedeutet, und x = der 
Abſciſſe CP, und y = der Applicate PMifl, Es ſey alſo 


die Aufgabe: Zwey Durchſchnittspunkte M und N von der | 


Art zu finden, daß CMS TEN? a3 ſey. Da alfo wes 


gen der Natur der Sleihungzz -Pz} Q=o 


J 


CMs CN-- P2 — z3PQ .' 


if: fo müßte } 
P3 — 3P0= 


feyn, allein diefe Gleichung kann * ſtatt finden, da P3 | 


und PQ irrationale Größen find. Es läßt alfo dieſe Aufs 
gabe, wenn man fie im ftrengften Verftande nimmt, Feine 


Aufloͤſung zu. Bleibt indeß die Anzahl der Durchſchnitts⸗ | 


punfte unbeſtimmt, fo daß aud mehr ald zwey da feyn 


koͤnnen: fo laſſen fi) unzählige unter diefe e Sufgabe gehoͤ⸗ 





J P3 
rige Curven finden, wenn man Q= = fett, und 


fuͤr P irgend eine Zunftion des Sinus ober ‚Sof ans des 


Winfeld ACM = 9 annimmt. 


oo 422 
Ben dagegen Curven gefucht weden, worin 
CMAFCNA = 


iR r muß man pa 


—⸗ 
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. P4—4P2072QQ=a4' 
ſetzen, und diefe Gleichung enthält, da darin Peine Irra⸗ 

tidnalitaͤt iſt, nichts widerſprechendes. Es muß, demnach 
| | . Q=PP+Y(Patias) 

.... ſeyn, und diefe Funktion kann man, des Wurjelzeichens 
ungeachtet, als eine einfoͤrmige Funktion betrachten, in⸗ 
dem VGEPA PMAa2) nicht negativ genommen werden darf, 

weil fonft die Werthe von z : Imagindr werden würden. 


88 ift daher 
Nzz ‚ MMız 
- —— — 4 
‚Tr! ve 4 4 a4) 
und da die Gleichung für-die Sue L—M} N= = 0, oder 
| M Nz 
2-77 = ih, ſo wird 


N MMzz , on 
rt verztr 42) = 0 
Beige, man Picich die Zerationaice weg, fo wird 


Zur ing um: = rsı 4 


. 
+ 


oder 
. (zz } yy)2(2(LL—LM}.MM)2 — M4) = a4L#, 
77 Diefe Gleichung fehließt alle hieher gehdeige Eurven in ſich. 


| 8. 423. 
Sowohl dieſe Aufgabe als die ihr aͤhnlichen laſſen 
ſich auf eine andere leichtere Art aufloͤſen, als oben $.372: 


Denn da cu. CN = üt, fo muß, wenn man die eine 


21 N 
von diefen einien — =ı ſetzt, die andere — 2 * 


werden weil 2* Na: iſt. Wenn daher 
 CMa+ CN. m an 


® „op mm 7 \ 
m ” \ .z 7 . EEE 
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ſeyn. fol, fo wird 16 


und fol 
a" gie anla \ . | 2 - 
| - „Lay Na 
und diefe Sleihung ift rational und thut dem Verlongten an 
ein ‚Genüge, wenn n eine gerade Zahl iſt Iſt aber meine ., 
ungerade Zahl, fo muß man, um die Irrationalitaͤt weg⸗ 
zufcbaffen, die Quadrate nehmen; wedurch aber dig Ans 
aahl der Durchſchnittspunkte verdoppelt wird, und eine 
Eurve entſteht, welche die Aufgabe nicht-in dem Sinne | 
auflöfet, als gefordert wird. Soll ;. 2 | a 
| CM2 + CN WB u 
— ——— J 
"aalLl. ' / 15 
LL+YNN — 
und dieſe Gleichung ſtimmt mit der oben $ 410 gefundenen u 
aalL \ ' 
“TVs Toua rer u 


überein, weil L-M+N mo iR eberhaupt alfo er⸗ 


— — — — 


‚hält man, wenn Y So nn 
CMa + CN = 6 

ſeyn ſoll, und n eine gerade Zahl ift, die ie Oleichung: 

an[n ‚, anL[Ln _ 


| a — 


wo L eine Funklion von mr 2, M eine Funktion von 
m I, und N eine Funktion von m Dimenfi ionen von 
z-und'y bedeutet, | En 
up 44. U 
Eben dieſe Aufldſung laͤßt ſich auch aus der Betrabtung | 9F 
der Summe CM FCN P herleiten. Denn wenn man | Ä 
Eulers Einl.in d. Anal d. Unendl. 1.9, 9 von 


. ”.: 1 - . , B Be . — rs en wo - 
* ” [2 . ® « 
POREP Zn 


\ 
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bon den beyden Groͤßen CM und CN die eine = z fett, 
fo wird die andere = P — 2. Soll nun CMa FE CN=a 
„eine beftänbige Größe fegn, fo wird — 
| on ar — man Zr 
. u ‚Mz N:z 
rn Bir haben aber ‚geiehen, DEP =, wa=—ı 
, | 
Mr fo daß L—M +L=o wird; und daran mob | 


Ä 000) 2 282(M — L)n a 
u a * mn ma" Eu. Br 
0 . oder | Bu 
" , U ‚galn 
\ rt j . — n EN — — — — 
oo. . La TıM —L)® . 
x , va . oder ” . \ 
W J ” N anlLn . i \ - _ 
w \ ’ , ya — n 
’ on LayNa Ä | 
"oder, wenn man L wegſchafft, _ı 


L 


Rue} ? 
14 . 


— Ba \ an MN: 
. eo: ZU — — — 
(M — N)nr Nr 
oo. Diefe Gleichungen erfüllen die fefigefegte Bedingung, wenn 
...n in eine gerade Zahl ift, genau. Wenn aber n eine unges - 


rade Zahl bedeutet, fo giebt es zwar zwey aufn 
"„. punkte M und N von der Yet, WDECMFFCNT = 
iſt; allein es ſind dann auch noch zwey andere Durde 
ſchnittspunkte da, welchen eben dieſe Eigenſchaft zukommt, 
| fo daß jede durch C gezogene. gerade Linie das Verlangte 
awebmal thut. 
| I EEE | 
No Nach diefen Auseinanderfegungen if es leicht, andere 
ſehr ſchwere Aufgaben anfzuldſen. Soll z.B. eine Curve 
"gefunden werden, welche alle durch‘ € gezogene gerade 
Linien ſo in zwey Punkten M und N ſchneiden, daß 


/ w J Bu , rt - J CMa ı 


— 


b 


N 


3 


2 . er 


/. 
- [4 
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“ EMAHGNEFICH, CN’CMN-2 FENE-2)28 CM2.CN2 4 
(CMn-4 CNEBCA) ꝛ. 

eine beftändige Größe em an.mwird: fo fege man den einen 

Nz 


Werth CM==z, wodurch denn der andere cN= = 7 


wird. Gebraucht man nun dieſe Werthe, ſo iſt die Glei⸗ 


ung, welche die Natur der geſuchten Eurve ausdruckt, 


olgende: 
PNI) * eLN(Ln-2 PNE-2) 4. L2N2 u 
(Ln-4 t NN4)} w=anLn 


Es iſt aber LM} NO, und L, Mun® N ſind ho⸗ 


mogene Funktionen von x und yvon'mt2, mri und, 
- von m Dimenfionen, fo wie wir fie oben [$ 400] beſchtie⸗ 
ben haben. Hiernach iſt eurweder L= M—N, oder 
NM- L, und ſo laffen ſich mnahige Aufiöfungert 
hieraus ableiten. 


I 


Wir gehen zur. Unterfuchung folcher Curven fort, bie 
von den Durch den angenonimenen Punkt C gezogenen geras 


> den Linien in drey Punften gefhnitten werden. Die alle . 


‚gemeine Gleichung für diefe Curven ift: 
23 -Pz2IQz—- R=o 
0 z z die Entfernung eines jeden Punkte der. Curve von dem 


a 


Punftec, und P, Qund R &unftionen des Sinus oder 


Eofinus des Winfele ACM= == 9 bedeuten. Es erhellet 
aber aus eben den Gründen, die wir oben [$ 394] ges 
buaucht haben, daß, wenn nicht mehr ald drey Durche 
ſchnittspunkte entſtehen ſollen, P und R ungerade, Q oter” 
‚eine gerade Funktion von fin. ꝙ und cof. 'P ſeyn muͤſſen. 
Set man daher die rechtwinkligen Coordinaten CP = x, 
und PM=y, ſo daß ax P yy 22 wird, und haͤßt man 


_- . 9 - KR, 


A I 


' ‘ 


J 
v 


J 


⸗ 


x 


\ 


I R ‘ B . 
\ - B ‘ 
s . 4 
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'K,Lb,M, und L borhogene Funktionen bon x unb y von 
nit 3, nt2, n T 1 und von m Dimenfi ionen bedeuten: 
ww 


Lz ‚Miz Nas 
P= x’ en da N, 


und dann hat man für die gefuchten Eurven die allgemeine 
Gleichung: om. 
K: — LrM— N =o / 
"woraus erhellet, daß C ein fo vielfacher Punkt der Curve | 
= ſeyn wird, als n Einheiten enthält, W 


J $. 427. U 
Zubdrderſ gehoͤren alſo hieher alle Linien der dritten 
Ordnung, man mag den Punkt C aufer der Curve anneh⸗ 
‚men, wo wan will. Ferner begreift‘ diefe Gleichung auch 
alle Linien der vierten Ordnung unter fich, wenn der Punkt 
°C in der Curve felbft angenommen wird. Drittens muͤſſen 
dazu alle Linien der fünften Drdnung gerechnet werden, 
die einen doppelten Punkt haben, ſo bald der Punkt cin 
_ diefem doppelten Punfte. angenommen wird. Und uͤber⸗ 
haupt thun alle Linien der folgenden hoͤhern Ordnungen, 
die, wenn en 3 die Ordnung der Gleichung anzeigt, einen 
ſo vielfachen Punkt haben, als n Einheiten enthält, diefer 
‚Bedingung ein Genüge. 
48. 
Es ſehn p, 4 und r Die drep Werthe, welche z aus der 
Gleichung J Te 
23 - Pr24Qz Ro 
fuͤr einen jeden Werth des Winkels CAM — erhält; fo 
‚ ‚ift wegen der Natur der Gleichungen 
Poapfgtr; Q=pgtprtar; undR=pgr. | 
Da alſo ſchon Pund R durch x und y nicht rational aufges 
- druckt | 


7 L 
/ . ’ ” N 


4 


\. 
x y 
r 
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Von der Erſindung der Curven aus andern Eigenſch. —8 


druckt werden koͤnnen, ſo iſt offenbar, daß feine ſolche 
Curven moͤglich ſind, worin entweder pq Fr, oder pqr 
eine befländige Größe wäre; und überhäupt kann Feine 


ungerade Kunftion von p, q und r einer hbeftändigen Groͤße 


gleich gefegt werden, Die geraden Zunktionen hingegen 
koͤnnen ohne alle Schwierigkeit einen befändigen werd 
bekommen. Soll z. B. 


patpetgeman. 
ſeyn, fo vida = = = aa, und folglich 
rn | M(xx yypo aaK, | 


Bringt man diefen Werth in die Gleichung BE 


— 


K—-L++M—N=o 


Eigenſchaft begabte Curven in ſi ch begreift, nemlich: 
M (xx typ) — aal traaM— aNn= ‚o 
oder, wenn man M wegichafft,. 


at mR— ck * nLtak tm) N=o. ! 


! 
1, - 


$. 429. 


Auf gleiche Art laſſen ſich auch andere ähnliche Aufgas 


ben fehr teicht, aufloͤſen; 3. B. wenn eine “Curve gefunden 


.. werden fol, ‚welche vonden durch C gejögenen geraden rinien 


ſo in deep Punkten gefchnitten wird, daß 


v pa 4ꝗ2 hr man | BE 
iR ‚Denn da ' Ä | E 
p2tg2 jr =P2—2Q 
und F 
_Lz | _M zz | 


hie 7“ 
— — 93 0. 0.0 1% 


4 \. 


fo finder man die Gleichung, welche alle mit der gedachten Ä 


Ss. 


.\ J J X t 
y \ Ri * u 


se. Bra Bu. Sröomti ni. > 





\ zu u 1222 20 
| Kar ma 
oder - 
a ax + ‚yyLa 22 (@xtypKM= = aaKkkK. 


Dun haben wir aber für die Curven, die eine dreyfache 
6 Durchſchneidung zulaſſen, die allgemeine Gleichung 
 K-LfM—Nmo: , 
or . die von der Art iſt, daß die höchfte Zahl der Dimenfionen 
N ponxundy die niedrigfte: um ˖ 3 übertrifft. Um alfo eine 
| folche Sleichung zu befommen, und zugleich 
- (ax typDL2—2(xxtyy)KN=aakk 
gu. enhalten; multiplicre man jene Gleichung durch 
.: 2@&xtyy)K, um M wegbringen zu koͤnnen. Dadurch 


=. J 


erhält man folgende allgemeine demi gegenwärtigen Falle 


entfprechende Gleichung: - 

| 2 (xt YYKK—a@xtypKltkstyy) 
\ I 12 — aaKK —2(xxtyy)KN=o. oo. 
7” Es ift nemlich 2(xx Tyy) KK dag Glied, welches die 

‚ meiften Dimenfi ionen enthält, und.zwar ift die Anzahl der 
Dimepyſionen von x und y‚die darin vorkommen, =an * 8: 

I ame, der2'xxtyy)KN deenanfs, fo wie es bie 
Natur der. Sadı erfordest, | Ä 


⸗ 


— 5.433. —— 
| Da nun weder das hoͤcbſte noch das niedriglre Glied 
nl verſchwinden kann, ſo wollen wir, um die einfachſte Curve 
2,zu finden, n = ſetzen, und Daben ſey 
on. N=b3; Kzx/’xxtyyiu und L==o. 
Auf, dieſe Art bekommt man die Gleichung: en 
(xx yp3x2 — aaxx'nx } yy)2 — 2b3x stm =o 
Fu die, durch zx(zx +yy)2 dividirt, 


! 


und, dagegen hat’ das Glied mit den: wenigften Dimenfios 





| Bon ber Erfindung ber Curven aus andernEigenſch 343 J | 


santyD—tax— Dog u 
and alfo eine Gleichung vom dritten Grade giedt.. Rimmt | 
‚man hingegen 


Enidt= o, fondern L= Bc(zx hy). oo. 
fo erhält man folgende Gleichung des vierten Grades: ' 
xı(xxfyy) —2ck(xt ntzeastrm | 
—hbaaxx— bio ' . 0. 
oder ' Ä 
xx rn) tee art py) = aaa tabiz. e 
Auf ähnliche Art laffen fi) aus den höheren Drönungen _ 
eine Menge anderer Eurven finden, die der Aufgabe ein 


j “ 22* 


Benůe thun. | on 
gar . 
- Auf ahrliche Urt kann man auch bie Curden kennen ler⸗ 
nen, morin N ehe, 
pat a +4 nl 


J 


= eine beftändige Größe if. Da nemlich 
Pe rastet P4 — 4P3Q t 200 * arR 
iR, fo muß man Or 
Pe = pea + san tuprm er nn 
ſetzen. Es wird of - er 
z4(L4 — 4KL2M }-aK2M2 —D Zu 
— amd folglich — ern 
4K2 LNSA c4AK4 — 24 (L4—4KL2M }2K2M2) 
‚Seht man. nun den hieraus für N entfichenden Werth in 
die Gleichung 
J K — L7TM— Ne a 
fo dekommi mon. sine allgemeine Gleichung für die Euren, 
welche de anefabeien Bedingung ein Genuͤge thun. 


ds 4. 232 


Tr Tg - — 


—— 


do Zueind Puch Sickengehntes Copitel. 
$ 32 Ä 
TS Ram are auürr der Zeingung, dab 
r ? g® $ 14 = c4 
Ser mi de erfüllt werden, daß ' | 
. ptrotrma: E — 
a urn are muß nemlich 
121L2 —21ıkKM=aakk 
und folglich ° 
asıkM = zıL2 — 
Ron. Du munfernet Bug 
4KıLNı® Ze4K4—L42444KL2M2d—aKaM226 


iſt, ſo wrd 
aN2LNI#=c4K4 fL424 — 2aaK2L222 —2K2M2z4 | 
DE 


4K2LMz4 > aKL324 — 2aaK3kzz. : 
Bringt man diefe Werthe ftatt Mund. N in die Gleichung 
K-LM—N= zo 


. oder 8 
4RsL24 — 4K2L214 $ 4K2LMz4 — 4K2LNıa = o 
; fo.erhält man folgende Gleichung für die Curven: | 


4K3L24 — 4K21L224 P2KL3z4 — 2a2Kilaz— cax⸗ 
— L4z74 + 2a2K2L27z2 2K2M224 mo. 


Mein. wegen 
KMarsälssn—haacK = 
h ee if E PO, — 
2kK2M- 224 = HLa24 — — — ——⏑— — — —— Zr 
ar und fo ergiebt fich für die geſuchten sun Die aLgemeihE — 
Gleichung: = vi 
r. 8K3L24 — —BR2L224 —— | 
i 8 — 1434 $2a2K2L222 1 aeRı mo 
2 m 
R | u a 





. . a 
‘ 1 | 0 
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e 


Da Keine homogene Funktion von x und y feon muß, 


worin die Zahl der Dimenſionen umı größer iſt als in L3 


ſo findet man die einfachſte Curve mit drey Durchſchnitts⸗ 


punkten, wobey 
p?Trgttr?=a2 
und 
0 pehgetremes n 
in, wenn man K=zz, und L=bx fegt. Es ift demnach 


gbxz6 — gbbxxz4 T 463x322 — qa2bxız# — 20474 
b4x4 f 2aa2h2x2z2 Fa4z4 o 
DazzzexxFryyift, fo ift diefe Gleichung rational, und 
giebt eine Linie der fiebenten Ordnung, worin der Punft 
C ein vierfaher Punkt if. Man findet aber noch eine an: 


4 


dere Linie der fiebenten Ordnung, wenn.manK=x, und. 


L=bfest. Es wird nemlich dadurch 


Sbx3z4—Hbbxxz4 }4b3x24 — gaabxszz 2 chx& 
— 65414 $ aaabbxxzz A4AXA 
oder | 
J 24 = — — — — — — — — — 
| 8bx3 — 8bbxx F4b3x—b4 ı 
- und hieraus wid 0 
v | gaabx3 —aabbxx . ' 


x 
+; 
— — ’ — ——— 
zz 


—baxs—bygarTabztbb)  \ 


xx YHabx— bb) 204(bb- 2bx +4xx)— 2a4(bb—- abx F2rx)) 
— — 





bax— b) Gxx — 2ba Tbb. 


* 


. 433.— 
Nun koͤnnten wir forigehen zu Curven, die von den 
durch den Punkt c gezogenen geraden Linien in "vier 
oo 9 5- Punkten 


N « 


_‚4aabx3zz — gaabbxxzz + acaxd — aaa 
—— 


N 
N, 


“ 


ı 


R [1 — * ® 
- . 
f “ n ‚ — 
N 
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Be geſchnitten wuͤrden, und darunter diejenigen des 
fiimmen, welche gewiſſe gegebene Eigenſchaften hätten. 
Allein, fo bald der Weg, den wir "bisher gegangen find, 
deutlich vor Augen ‚geftellt wird: ſo kann ſich dabey nicht 
die geringſte Schwierigkeit finden: und man wird die bier 
denkbaren Aufgaben entweder’ mit leichter Muͤhe auftöfen, 
oder fogleich entdecken, daß fie Feine. Aufloͤſung zulaſſen. 
Ich verweile daher hierbey nicht laͤnger, ſondern gehe zu 
einer andern unterſucuns uͤber die ——— Linien fort. 


— 
In 








| Achtzehn tes Capitel. = 
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Eine jede Gleichung, ducch welche eine Curve ausgedruckt 
werden foll, muß außer den rechtwinfligen Koordinaten x 
und y eine oder mehre beftändige Größen, z. B a,b, c, ic, 
enthalten,.die beftändige Linien bezeichnen, und mit den 
veränderlichen Groͤßen x undy y zuſammen genommen allents 
‚halben eine und diefelde Anzahl von Dimenfionen ausma⸗ 
hen. Denn wenn irgend ein’ Glied ein Produkt aus-n Bis 
nien enthält, fo müflen auch in jedem ander Öliede eben 


fo viel Linien in einander multipliciet worden ſeyn, weil, 


wenn Dies nicht wäre, heterogene Groͤßen mit einander 
verglichen werden müßten, welches nicht möglich iſt. Es 
muͤſſen alſo in jeder Gleichung, wodurch eine Curve aus⸗ 
gedruckt werden ſoll, die beſtaͤndigen Linien mit den veraͤn⸗ 


derlichen allenthalben eine und dieſelbe Unzahl von Dimen⸗ 


ſionen hervorbringen; es wäre denn, daß eine oder die an⸗ 
derevon den beftändigen durch die Einheit oder eine andere 


abfolute Zahl ausgedruckt worden wäre. Dies vorausgefegt; 


J ſo wuͤrden, wenn in einer Gleichung keine beſtaͤndige Linien 
vorkaͤmen, x ynd y allein allenthalben dieſelbe Ans 


. zahl von Dimenjionen geben, und folglich eine homogene 


Funktion ausmachen. Wir haben aber fchon oben gefchen, 
def folge Steidungen | feine curven aüsdeucen, fondern 
⸗ ... kb 


- 
’ 


— 


! 


J 
d 


| x und y nur eine beftändige nie a enthält, die paramerer 
heißen mag; felgende nemlich: 


20094 
IN, . 
4 
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Steihungen für mehrere gerade Anien find, die fich en 


der in. einem und bemfelben Punkte fchneiden. 


' ! 
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x Wir wollen alfo eine Gleichung betrachten, worin auſ⸗ 


ſer den beyden veraͤnderlichen Groͤßen x und y nicht mehr 


als die einzige beſtaͤndige Linie a vorkommt, ſo daß darin 


die drey Linien a, x, undy allenthalben dieſelbe Anzahl 


von Dimenſi onen haben. Eine ſolche Gleichung giebt, 

je nachdem der beftändigen Linie a dieſer oder jener Werth: 
beygelegt wird, unzählige Eurven, die fich, von einander 
bloß duch die Größe unterfcheiden, und übrigens durchs 
aus finander ähnlich find. Alle Curven, die auf diefe Art 


“in eines und derſelben Gleichung enthalten ſind, muͤſſen 
nothweudig zu einem Geſchlecht gerechnet, und als aͤhn⸗ 


liche Curven betrachtet werden; und es findet ſich bey ihnen 


kein anderer Unterſchied, als der, den man bey Kreifen 
‚von verfchiedenen Halbmeffern wahrnimmt, 


9 437 
"Um diefen Begriff von der Aehnlichkeit der- Surden . an 
einem Beyſpiele zu erläutern, wollen wir fine einzelne Glei⸗ 
chung betrachten, welche außer den veränderlichen Groͤßen 


y3» — ax3 fayy—aaxt zaay=o. 


Es fey AC, Big. 83, der Werh des Parametere a, und 
bey ACz=a die Linie AMB die Eurve, welche in ber. Glei⸗ 


‚ung enthalten ift, wenn man die gerade Linie AB_zur Are 
nimmt, und die Coordinaten AP= x, und PN =y ſetzt. 


Nun gebe man dem Porameter a irgend. einen andern J 


Werth ac a, Fig. 89, und dabey ſey amb die Curve, 


\ 


wie ⸗ 


EEE IE 6. 


! 


| 


’ 


v8 » 
. * ’ i ’ Io N 
ı oh i j 
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welche. nunmehr durch die angefuͤhrte Gleichung ausge⸗ | 


druckt wird. Unter diefen Borausfegungen find die beyden 
Eurven ı A MB und am b einander ähnlich. Denn bleibt 


' AC=a; AP=x; und PMy;, - ; m 


‚+ und fegt man 9F 


1 4 ’ 
ac = — AC — — f Du J 
n nn 


{) . , j . 1 x 
fo wird, wenn man ap = 7 AP a nimmt, 


T .y 0 
= —- PM=-- * 
en n nn — 


‚Seht man, nemlic in der gegebenen Steigung, & =, und 


I — für a,x, and y, und mutiplicie darauf alle —* durch 


ns F ſo bringt man eben dieſelbe Steigung wieder hervor. 


en — 
Es haben alſo die ähnlichen Curven dieſe Eigenſchaft, 


daß dabey, wenn man die Abſeiſſen AP, ap, in dem Vers 
haͤltniſſe der Parameter AC und ac nimmt, die Applicaten 


PM und pm in eben demfelben Berhältniffe ftehen; und J 


\ 


“ dies dient zugleich, um- die Natur der Achnlichfeit deut« u 


lücher vor Augen zu legen. Nimmt man nemlich 


Ar: ap =AC: ac 
u fo wird auch 
PM :pm=AU:ac 
Da nun hieraus AP}: PM =ap: pm iſt; fo find dieſe 
Curven in ehen dem Sinne einander ähnlich, in welchem 
‚man überhaupt geometrifchen Figuren Aehnlichkeit bey⸗ 
legt, und haben, die Groͤße ausgenommen, alle uͤbrige 


Eisenſchſten mit einander gemein. Denn macht man AP 
und 


we 


/ 


u \ \ 
⁊ 


N 


\. 


- 
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und ap homolog, oder den Parametern AC und ac propor⸗ 


tional: To ftehen nicht. muy auch PM und pm in dem ers 


[pi 


haͤltniſſe der Parameter, ſondern auch ’alle andere auf 


ähnliche Art gezogene Linien: ja es iſt ſelbſt der Bogen 


AM;amzm=AC:ac. Ferner ift dad Verhaͤltniß Der 
- "Räume APM und apm zwiefach fo hoch ald das Verhaͤlt⸗ 


niß der Parameter, oder 


APM: a pm = Ad⸗ ac 
und wenn man zwey homologe Punete 0 und o nimmt, 


ſo aß 

AO.: ao =: AC!ac | 
iſt; und aus denfelben unter gleichen Winkeln AOM, 
aom nad den Eurven die geraden !inien OM und om 


zieht: fo iſt auch 
OM:om=AC: ao 


Endlich ſi nd auch wegen der Aehnlichkeit die Tangenten fuͤr 


die homologen Punfte M und m gegen die Age unter einers 


ley Winfgl geneigt, und felbft bie Krümmungshalbmeffee 


haben zu. einander das Berpälniß der Parameter AC 
‚und ac. J | 2 | 
6. 439 
Hieraus erhellet, daß alle Kreife aͤhnli che Figuren fü nd, 


da fie insgeſammt durch die Gleihung yymrax—ıx . 


ausgedruckt werden; und auf gleiche Art find auch alle in 
ber Gleichung yyzı ac enthaltene Euren, oder alle Pas 


rabeln ähnliche Figuren. Beftimmt man mın aus ſolchen 


. Bleichungen, als wir jetzt fuͤr aͤhnliche Curven gehabt ha⸗ 
ben, und worin die Coordinaten x und y mit dem Paras 


meter a allenthalben einerley Anzahl von Dimenfionen hers . 
vorbeingen,. den Werth von y: fo findet man dafür eine 


homogene Funktion von a und x von einer Dimenfion.: 
Umgekehrt muß alfo auch die Gleichung: u | 


.I= 


⸗ u. 


> \ 


— — — — 


N . 
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Le y=P 
Ve wenn p eine homogene Sunftion von a ı und x von einer 
En "Dimenfion bedeutet, unzählige‘ einander ähnliche Curven 


ww enthalten, welche man findet, 'menn man dem Parameter 


m, a nad und nach verſchiedene Werthe beylegt. Auf aͤhn⸗ 
X liche Art wird auch die Abſciſſe x aus ſolchen Gleichungen 
eine homogene Funktion von a und y von einer Dimenfion, 
und der Parameter eine Sunftion v von einer Dimenfion vom ! 
Mn. xundy. 


5. 7" 


Iſt aber irgend eine Curve AMB gegeben, .fo laffen 
a fih auf ſehr leichte Art unzählige andere ihr ähnliche be⸗ 


ſchreiden. Man nehme irgend ein Berhältniß, welches die 


homologen Seiten der gegebenen und der zu befchreibenden 


Eurve haben follen, und fege daffelbe = ı:n. Wird nun - 


die Curve AMB durch die Coordinaten x und y auf die 


- ge AB bezogen, fo fehneide man auf der öbnlichen Are 


„0 abbie Adſciſf ap fo ab, daß 
- | AP:!ap=I1:n 
werde, und errichte dann aus p Die ſenkrechte upplicate 
- pm,-f0, daß auch 
, | PM:pm=tr: | 
fen. an dies geſchehen, ſo liegt der nf m in der aͤhn⸗ 
lichen Curve a mb, fo, daß Mund m homolog find. - Oder 
man fann au von irgend einem feften Punkte O ausges 
ben. Denn nimmt man in der Curve, die man befchreis _ 


ben will, einen ähnlichen feften Punft o.an, und macht das 


bey beftändig den Winfel aom == AOM, und om fo 
groß, dag OM:iom=Fı:n iR: fo liegt der Punft m 
ebenfalls i in der ähnlichen Eutde amb. Auf diefe Art lafs- 
far fi alſo, nachdem man das Berbaluniß sa nach Be⸗ 
lieben 


— 


— 


X 


⸗ 


I \ R N . Un ’ 


* ı - 
v ‚t oo. | 
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u | 5 \ L272 'aMzz _ aa , 
xy. v — K — J _ . 
“oder : 


. (x + ypl2-e@xtypKM= aaKK. 

0 Nun haben wir aber fuͤr die Curven, die eine dreyfache 

‚Puchfäneidung zulaſſen, die allgemeine Gleichung 
en : KSL+FM—-Nmo: 

= Devon der Art iſt, daß die höchfte Zahl der Dimenfionen 
N" von x und y die niedeigfte um- 3 ͤbertrifft. Um alfo eine‘. 
folche Steichung zu bekommen, und zugleich  . 

- (xx Fyy)L2—2(xxtyD)KNmaakK 
aan, enhalten,; multiplicire man jene Gleichung durch 
246x P Yy) K, um M.mwegbringen zu koͤnnen. Dadurch 

‚erhält man folgende allgemeine demi ‚gegenwärtigen Falle 
entſprechende Gleichung: 
| 2 (xt yy)KK— a(xtyPKL+ xt yy) > 
nn L2 — aaKK —2(xxtyyJKN=o. £ 

u Es iſt nemlich 2(xx +yy)KKbdag Glied, welches die 

meiſten Dimenſionen enthält, und.zwar iſt die Anzahl ber 

Dimey ſionen von x und y, die darin vorkommen, man +8: 
nd. dagegen hat das Glied mit dem: wenigften Dimenfios 

I anen, oder2'xxtyy)KN deeenanys, fo wie es bie 
Natur der Sage erfordest, . 


—, 1 


⸗ 


. gen | Ä 
Da num weder das hörhfte noch das niedrigſre Glied 
B verfchwinden kann, ſo wollen wir, um die einfachſie Curve 
„zu finden, n S o ſetzen, und dabey 1 
| N= :b3; Kmx/sztyy)iunlL=o 
Auf dieſe Art bekommt man die Gleichu: ng: 
alzx } yy)3x2 — aaxx‘xx } yy)2 — absx (typ) 
De, durch 25xx Fyy)2 dividirt, 


“4 


⸗ 


V 4 J ” \ „ 
® 


% 
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xaxıt y—Faax—- bo 

and alfo eine Gleichung vom dritten Grade giebt. Nimmt 
"man hingegen | \ ’ 
| Enidt=o, ſondern Le 2clzx Tyy) 


ſo erhaͤlt man folgende Gleichung des vierten Grades: 


xx(xxfyy) —2ck(axt 199* 2ei@xt ınD. 


— jJaaxx — bix zo \ 
I “ ur * 


oder 

ax (xx yy) * (ae — x)2 (xx Fyy)=aarx xt absx. 

Auf ähnliche Art laffen fich aus den höheren Ordnungen 

eine Menge anderer Eurven finden, die der Aufgabe ein 
Bendge thun. 


5. 411. * 
Auf ahnliche Urt kann man auch bie Curven Eennen ler⸗ 
nen, worin — nei 
p*T as Tr4 


eine beſtaͤndige Groͤße iſt. Da nemlich 
Pe taste PA —4P3Q u 220 r APR. 
"ik, fo muß man 
J —— 
ſetzen. Es wird alſo | 
z4(L4 — 4KL2M F aKzM2} an: LN) = caK4 
. fg _ 
4K® LNz& = c4K4 — z4 (L4—4K L2M * 2K2M3) 


‚Sept man_nun den hieraus für N entſiehenden Werth in 
die Gleichung 
. KR —L + M — N * 0 


ſ defommt mon. eine allgemeine Gleichung, für Die Kurven, 
welche Den ansefdhiten Bedingung ein Genuͤge thun. 


Be I san 
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® kann aber außer der Bedingung ‚daß 
| Zr "ps rg+ tr = c4 
feyn ſoll, auch zugleich Die erfüllt werden, daß 
| p2 rg? Fr? =a2 
I vn. Wegen dieſer muß nemlich 
2z2L2 — 222KM=aaKK 


0 and folglich ° 
2 r . azzKM = zıL2 —aaKK 
_. fen. Da nun ferner 
F AK2LNz4= c4K4—L42444KL2Mz4—3 K2Ma24 
0.0 At, fo wird 
J— caK4 tLA0—2aaKaL2.2 —2K2M2z4 





und 
. 4K2LMz4: = 2KL3z24 — aaaK3Lzz. 
Bringt man diefe Werthe ftatt M und N in die Gleichung 
K — LHM — N =o 

oder Ä 

— — 4K2L214 + 4K2LMz4 — 4KaLNıa = ° 

fo.echält man folgende Gleichung für die Eurven: _ 

7. 4K3L24— 4K2L224 FaKL3z4 — 2u2K3L2z — c4K4 
j „Li, 2a2K2L2zz + 2K2M2z4mue. 


Fu 


u Mein wegen 
KMzz—4L222 — baaRK 2 
— iſt | I. 


020, 3K2M224 = FLsz4 — aak3L2zz + —XR 
md fo ergiebt fich für die geſuchten Euroen diefe allgemeine 
Slidung: \ 
‚8K3L24 —8R2L224 +4KL3 26 4a3K 3m —acsKe 
— 1474 r aaaK2L222 f asR4=o 


8. 433. 
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u 9. 433. u \ 


|  Dak eine homogene Zunftion von X und y ſeyn muß | 
worin die Zahl der. Dimenjionen um ı größer Male inE; 


fo. findet man. die einfachfte Kurve mit drey Dur cſcnitig⸗ 
punkten, wobey 

pP? Tg? tr? =a: 

und 

p** 40 Tr4+=c4 
iR, wenn man K=zz, und Lbx ſetzt. Es iſt demnach 


8bxz6 — Hbbxxza } 4b3x322 — 4a2bxz4 — 20474 
— b#x4 F 2aa2h2x2z2 F a424==o 


Da zz exx Fyyift, fo ift diefe Gleichung rational, und 


giebt eine Linie der fiebenten Ordnung, worin der Punft 
C ein vierfacher Punkt if. Man findet ader noch eine an: 
dere Linie der fiebenten Drdnung, teenn man K=x, und 


L b ſetzt. Es wird nemlich dadurch 


—— 
— baꝛza } zaabbxxzz aax⸗ = o 
oder 
= ‚qaabx3zz — @aabbxxzz + 204 x4 — a4x54 
2* 8bx3 — Sbbxx +4b3x absx be 


und hieraus wird W 


| naabx3 —aabbxx u. 

2* - bax—b)@xx —abx bb) 

xx Aläbe-bby 2c 4(bb - 2bx F4xx)— 2a4bb—- abxt2xx)) 
b(æx — b) xx — abs bb. 


DE "ur: 
Nun koͤnnten wir fortgehen u Curven, die von den 


durch den Punkt gezogenen geraden Linien in vier 


v 95 Punkten 


N 


! ”w 


4 


’ 
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7 — geſchnitten PET und — diejenigen be⸗ 


ſtimmen, welche gewiſſe gegebene Eigenſchaften haͤtten. 
Allein, fo bald der Weg, den wir bisher gegangen fi find, 
deutlich vor Augen geſtellt wird: ſo kann ſich dabey nicht 
die geringſte Schwierigkeit finden: und man wird die hier 
denkbaren Aufgaben entweder mit leichter Mühe auftöfen, 
oder ſogleich entdecken, daß fie Peine. Aufloͤſung zulaſſen. 
Ich verweile daher hierbey nicht länger, fondern gehe zu 
einer andern Unterfuchung über die EI Linien fort. 


Eur ‚ / 
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Eine jede Gleichung, durch welche eine Curve ausgedruckt 
werden ſoll, muß außer den rechtwinkligen Coordinaten x 
- andy eine oder mehre beſtaͤndige Größen, z. Ba, b,c, xc. 

enthalten, die beſtaͤndige Linien bezeichnen, und mit den 
veraͤnderlichen Groͤßen x und y zuſammen genommen allent⸗ 
halben eine und dieſelbe Anzahl von Dimenſionen ausma⸗ 
hen. Denn wenn irgend ein' Glied ein Produkt aus.n Li⸗ 
nien enthaͤlt, ſo muͤſſen auch in jedem andern Gliede eben 


ſo viel Linien in einander multiplicirt worden ſeyn, weil, 


wenn dies nicht waͤre, heterogene Groͤßen mit einnnder 
verglichen werden muͤßten, welches nicht moͤglich iſt. Es 
muͤſſen alſo in jeder Gleichung, wodurch eine Curve aus⸗ 
gedruckt werden ſoll, die beſtaͤndigen Linien mit den veräns 


derlichen allenthalben eine und dieſelbe Unzahl von Dimenz. . 


ſionen hernorbringen ; es wäre denn, daß eine oder die ana 
dere von den beftändigen durch die Einheit oder eine andere 


abfolute Zahl ausgedruckt worden waͤre. Dies vorausgeſe Tu 


“fo würden, wenn in einer Gleichung feine beRändige Linien 
u vorkaͤmen, x ynd y allein allenthalben dieſelbe An⸗ 
. zahl von Dimenfionen geben, und folglich eine homogene 
Funktion ausmachen. Wir haben aber ſchon oben gefehen, 
daß ſolche Steigungen | feine Eurven aüsdeuden, fondeen 

. » _ Eli 


a 


⸗ 
— 


J 
s t 
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Gleichungen fuͤr mehrere gerade Anien ſind, die ſich einan⸗ 

der in. einem und bemfelben Vunete ſchneiden. 
re 

ı Wir wollen alfo eine Gleichung betrachten, worin auſ⸗ 


fer den beyden veraͤnderlichen Groͤßen x und y nicht mehr 


als die einzige beftändige Linie a vorfommt, fo daß darin 


die drey tiniena, x, undy allenthalben diefelbe Anzahl 


‚von Dimenſi onen haben. Eine ſolche Gleichung giebt, 
je nachdem der beftändigen Linie aà dieſer oder jener Werth 
beygelegt wird, unzählige Curven, die fi ch von einander 
bloß durch die Größe untexſcheiden, und übrigens durchs 
"aus pinander ähnlich find. Alle Curven, die auf diefe Art 


in eines und derſelben Gleichung enthalten ſind, muͤſſen 


nothwendig zu einem Geſchlecht gerechnet, und als aͤhn⸗ 


liche Curven betrachtet werden; und es findet ſich bey ihnen 


Fein’anderte Unterfhied, als der, den man bey Kreifen 
‚von verfchiedenen Halbmeſſern wahrnimmt. 


9. 437. 
Um dieſen Begriff von der Aehnlichkeit der⸗ Curven an 
einem Beyſpiele zu erlaͤutern, wollen wir eine einzelne Glei⸗ 
chung betrachten, welche außer den veränderlichen Größen 


„x und y nut eine beftändige Linie a enthält, die Parameter 


heißen mag; felgende nemlich: 

y2 — 253. Fayy—aaxtznıy=o. 

Es fen AC, Fig. 88, der Werh des Parameterd a, und 
bey ACz=a die einie AMB die Curve, welche in der. Gleis 


chung enthalten if, twenn man die gerade Linie AB_zur Arge 


Mun gebe man dem Porameter a irgend einen andern J 
Werth ac a, Fig. 89, und dabey ſey amb die Curve, 
wel⸗ 


nimmt, und die Coordinaten AP = x, und PM =y fett. 


” 
‘ 

n 
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welche nunmehr durch die angeführte Gleichung ausge⸗ 
druckt wird. Unter dieſen Vorausſetzungen ſind die beyden 

Curven A MB und am b einander ähnlich. Denn bleibt 
‚AC=a;AP= x; und PM Sy; — 
und ſetzt man | 


% ’ 
I 


ado — LAcC C 
n n Io , 
N , \ 1 \ j 
fo wird, wenn man ap = — A P — nimmt, 
T .y u u 
— — PM — 07. * 
‚em n n . \ —- 


ew: man, nemlich in der gegebenen Sleichung, = und | . 


I für a, x, and Z und muttipficet darauf ‚alle ale durch 


m < fo bringt man eben biefelbe Glelchung wieder hervor. 


⁊ 
I 


| g. 48. | Ä 
Es Haben alſo die aͤhnlichen Curven dieſe Eigenſchaft, 
daß dabey, wenn man die Adfeiffen AP, ap, in dem Ver⸗ 
haͤltniſſe der Parameter AC und ac nimmt, die Applicaten 
PM und pm in eben demfelben DBerhältniffe ſtehen; und 
dies dient zugleich, um die Natur der Aehnlichkeit deut⸗ 
her vor Augen zu legen. Nimmt man nemlich vu 
ap: ap =AC:ac un 

& fo wird auch 

PM:pm = Al,: ac. \ 
Da num hieraus AP: PM=ap :pmilft;. fo find diefe 
Curven in eben dem Sinne einander Ähnlich, in welchem 


man uͤberhaupt geometriſchen Figuren Aehnlichkeit bey⸗ 


legt, und haben, die Groͤße ausgenommen, alle uͤbrige 


Eigenſqaften mit einander gemein, Denn macht man Ap 


und 
* 


- } > 
’ 
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- 
l 


und ap homolog, oder den Parametern AC und achropors 


“ tional: To ftehen nicht. nur auch PM und pm in dem Ber; 


\_ 


, 


haͤltniſſe der Parameter, fondern au alle andere auf 
ähnliche Art gezogene, Linien: ja e8 ift felbft. der Bogen ' 


‚AMs am = AC: ac. Ferner ift dad Verhaͤltniß der 
- "Räume APMund apm zwiefach fo hoch ald das Verhaͤlt⸗ 


ni der Parameter, oder 
'APM :apm = Ad2: 


und wenn man zwey homologe —* 0 und o nimmt, 


b daß ‚AO.ao =: ac: ac 

iſt; und aus denſelben unter gleichen Winkeln AOM, 

a om nad den Curven die geraden Linien OM und om 

sieht: ſo iſt aachh 
OM:om=AC:ac 


Endlich ſi nd auch wegen der —* die Zangenten- fie 


die homofogen Punfte M und m gegen die Age unter einers 


ley Winkel geneigt, und ſelbſi die Kruͤmmungshalbmeſſer 


haben zu einander das Verhealiaiß der Parameter AC 
‚und ac. J | 


[dd 
N 


8. 439 
Hieraus erheüet, daß alle Kreiſe ähnliche Figuren fir nd, 
Da fie insgefammt durch die Gleihung yy = 2ax — xx 
ausgedruckt werden; und auf gleiche Art find auch alle in 
Der Gleichung yy== ac enthaltene Euren, oder alle Pas 


rabeln ähnliche Figuren. Beſtimmt man mın aus ſolchen 


Gleichungen, als wir jetzt fuͤr aͤhnliche Curven gehabt ha⸗ 
bey, und worin die Coordinaten x und y mit dem Paras 
meter a allenthalben einerley Anzahl von Dimenfionen her⸗ 


vorbringen, den Werth von y: fo findet man dafür eine 
homogene Funktion von a und x von einer Dimenfien.: 


mgetehrt muß alfo auch die Steigung: | | 


.I= 


4 


— 1 


num — — 
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7 e— pP x ! 
J wenn p eine homogene Funktion von a und x von einer 
"Dimenfi on bedeutet, unzählige einander ähnliche Eupen 
enthalten, welche man findet, wenn man dem Parameter 


a nad und nach“ verfchiedene Werthe beylegt. Auf aͤhn⸗ 


liche Art wird auch die Abſciſſe x aus ſolchen Gleichungen 
eine homogene Funktion von a und y von einer Dimenfi ion, 


und der Parameter eine Funktion o bon, einer Dimenfio ion von! . 


x und 1. 


— 


| | I Paar’ ee 
Iſt aber irgend eine Curve AMB gegeben, fo laffen 
ſich auf ſehr leichte Act unzählige andere ihr ähnliche bes 
ſchreiben. Man nehme irgend ein Berhältniß, welches die 
homologen Seiten der gegebenen und der zu befehreibenden 
Curve haben ſollen, und fege daſſelbe = ı:n. Wird nun 
— die Curve AMB durch die Eoordinaten x und y auf die 
= Upe AB bejogen, fo ſchneide man auf der ähnlichen Are 
— „ab die Abſciſſe ap fo ad, daß 
AP :!ap=1T: 
“werde, und errichte dann ans p die öhenkrechte upplicate 
pmm, ſo, daß auch _ 
PM: pnm= = Tr: 
ſey. 13 dies ‚geihehen, .fo liegt der Zauet m in der ahn⸗ 
lichen Curve amb, fo, daß Mund m homolog find. - Oder 
"man kann auch pon irgend einem feſten Punkte O ausge⸗ 
hen. Denn nimmt man in der Curve, die man beſchrei⸗ 
“ben will, einen aͤhnlichen feſten Punkt o an, und macht da⸗ 
bey beſtaͤndig den Winkel aAOM, und om ſo 
‚groß, daß O M: o m 221:n iſt: ſo liegt der Punftm 


ebenfalls i in der ähnlichen Eutde amb. Auf diefe Art lafe 


ſen ſich alſo, nachdem man bad Berbauniß in nach Be⸗ 
lieben 


- 


“ 


. 

F 
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r 
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lieben angenommen bat, ähnliche Eurven beſchreiben; 
‚man hat aber zu dieſem Zwecke mechaniſche Inſtrumente 


erfunden, wodurch man, wenn Figuren gegeben find an⸗ 
dere diefen ähnliche von jeder Groͤße auf eine bequemere 


Beil barfellen kann. 


1 


| $. a. 

Wenn alfo die Natur einer Curve AM durch eine Glei⸗ 
hung zwiſchen den Coordinaten AP —=x, und PM = y 
ausgedruct wird, fo läßt ib daraus fehr leicht die Glei⸗ 
chung ‚für die ähnliche Eurve am finden. Denn fegt man 
die hamologe Abſciſſe ap = X, und die Applicate pm=Y, 
ſo ift aus der Conſtruction 

x:X=ı1:n;Wndy: y=i; 
' und folglich 


X, und y= x 
n’ 1* nꝰ 


x = 


Bringt man. nun diefe Werthe in die Gleichung Wiſchen 
x und y, fo erhält nian dadur die zwiſchen X und Y, 
wodurch die ähnliche Curve ausgedrijckt wird. Wenn alfo 
"in diefer neuen, Gleichung bloß die Egordinaten X und X 


nebſt dem Buchftaben n betrachtet werden, um die Dimen⸗ 


fionen zu zählen, fo ift die Anzahl der Dimenfionen allents 


halben = 0; oder multipficirt man die Gleichung, um - 


die Brüche wegzuſchaffen, durch irgend eine Poteftät von 
n, fo entfteht eine andere, morin die drey Buchſtaben X, 
Y und n allenthalben diefelde Anzahl von Dimenfionen bas 


, ben. Wie haben aber oben [im Anfange dieles Capitels] 


geiehen, daß in einer jeden Gleichung für ‚Ähnliche Curven 
die beyden Coordinaten mit der beftändigen Groͤße, durch 
deren Veränderung ähnliche Curven entftehen, allenthal⸗ 


ben dieſelbe Anzahl von Dimenfi ionen ausmachen; und es 
iſt 


‘ 


\ J 


% ’ . 
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ift dies alſo ein Kennzeichen der Gleiungen- welche aͤhn⸗ 


liche Surpen aMdrırken. 


. $. 442. er 
Da die homologen Abſciſſen und Applicaten bey aͤhnli⸗ 


Ken Eurven in gleihem Verhältniffe wachen und abneh⸗ 


men, ſo koͤnnen die krummen Linien, bey welchen ſich die 
Abſeiſſen und Applicaten nach berſchiebenen Verhaͤltniſſen 
richten, nicht einander aͤhnlich genannt werden. Da in⸗ 
deſſen zwiſchen diefen Curven doch noch immer eine ge⸗ 
wiſſe Verbindung ſtatt findet, ſo wollen wir ſie verwandte 
Curven nennen; und es begreift daher die Verwandſcdaft 


der frummen Linien die Yehnlichfeit derfelben ale eine Art 


unter fi. Es werden nemlich verwandte Curven einander 


aͤhnlich, ‚wenn Die benden Berhältniffe, davon dag eine 
ben den Adiciffen, das andere bey den Applicaten ftatt fand, 


gleich werden. Es' laſſen fich daher aus jeder gegebenen 
Curve AMB, ig. 88, unzählige verwandte Curven amb, 
Fig. 89, auf folgende Art finden. Man nehme die Abſiſe 


ap, ſo, daß 
AP: ap=1ı:m 


fey. Dann errichte man die Applicate p m, ſo daß 
PM: pm :n 


werde Veraͤndert man nun das eine oder dag andere· vn 
dieſen Verhaͤltniſſen⸗ oder beyde, ſo findet man dadurch uns 


zänlige Eurven, die insgefammt der Curve AMB vers 


wandt ſind. 


\r §. 443. 5 \ j 
Es werde die Natur der gegebenen Curve AMB durch 


irgend eine Gleichung zwiſchen den rechtwinkligen Coordi⸗ 
naten AP=x, und PM=y ausgedruct , und in der - 


auf die ‚gedachte Art beſchriebenen vertvandtenn Curve 


Kulersstinl, in d. Anal d. Unendl. II.B. 3amb 


4 


. 


3 
5 
’ 
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| amb die Abſeiſſe Ap= x; und die Applicate pm= = Y ges 
» : 


„ fest: fo wird, weil . | | 
z:Xl=1: mjundy: r=1t: u 
ft Br 


v 


a x RS 
x*53 und. 7 =— 
Bringt ı man daher diefe Werthe in die zwiſchen x und y 
gesehene Gleichung, fo erhält man eine andere zwiſchen X 
‚und fuͤr die verwandten Cutven. Um die Natur diefer 


Gleichung genauer kennen zu lernen, wollen wir anneh⸗ 


men, die fuͤr die Curve AMB gegebene Gleichung ſey ſo 
beſchaffen, daß die Applicate y irgend einer Funktion von 
x, die wir = * P ſeten wollen, gleich, m alfoy = P, 


"Wenn man alſo in p anſtatt x den Bruch - fegt, wird 


p eine Funktion von X und m von Feiner Dimen ion; und 


es muß daher die allgemeine Bieicung für die verwandten 


Curven fo beſchaffen ſeyn, dal — — eine Bunftion von feis 


ner Dimenfion bon X und m, "oder welches einerley iſt 
daß eine Funktion von feiner Dimenſion von Y und n einer ' 


Sunftion von Ferner Dimenfion von X und m gleich ift. 


| sg. 44 . 
Dieſer Unterfchied zwiſchen ähnlichen und verwandten 
Eutven ift vorzuͤglich deswegen zu merken, weil die Cur⸗ 
ven, die in Ruͤckſicht auf eine Axe oder einen feſten Punkt 
einander aͤhnlich ſind, auch in Anſehung aller uͤbrigen 


Arxen oder homologen Punkte aͤhnlich dleiben; dahingegen 


die Curven, welche bloß zu den einander verwandten · ge⸗ 

böven, foldes nur in Anſehung derer Axen find, worauf 

fig bezogen werden, und daß man Dabey nicht nach Willkuͤhr 
| | f * 

| an⸗ 


- 


Pi 


* 


| Bon d Aehnlichteitu. berVerwandſchaft d Curven. 355 


andere Aren oder homologe Punkte annehmen darf, um 
darauf die Verwandſchaft zu beziehen. Uebrigens iſt zu 
bemerken, daß ‚ fo. wie alle ähnliche Eurven zu, einerley 


Ordnung, ja felbft zu eirfem Geſchlechte gehören, ſo auch . 


Die verwandten Eurven ſtets unter einem und demſelben | 


Geſchlechte begriffen ſind. Um dies deutlicher zu machen, 
wollen wir die beſchriebne Aehnlichkeit und Verwandſchaft 
an einigen von den bekannteſten Curven erläutern, 


Ga. / 


er fen alfo die gegebene Curve ein Kreis, der anf dem 
Durchmeſſer bezogen, und durch die Gieichung 


7752* 20ex - xx 
ausgedruckt werde. Man ſetze 


_ x Y 
) \ lien 


“fo ‚enthäft die dadurch entftehende. Gleichung zwiſchen x 


und Yalle aͤhnliche Curven. Man findet aber durch die 


r 


angefuͤhrten Subſtitutionen 


n? ‚n nn 
— oder 
.. Yzme2ancX—XX = 


woraus erhellet, daß alle aͤhnliche Figuren ebenfalls Reife 
find, deren Durchmeſſer durch anc ausgedruckt wid... Imt. + ” 
aber die dem reihe verwandten Eurven zu finden, ſetze man: 


_ x. E55 00 


Sin erhäft man die —8* 


1 


oa 
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- “ . , ’ . 
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' nn oder J— 
| Ä a in2y2 = am'n2zceX — nnXX. | 
Da diefes eine aligemeing. Gleichung für die Etlipfen if, 
die auf die eine von den Hauptagen bezpgen werden, fo 
0. echellet, daß alle Ellipſen dem Kreife. verwandte Curven 
find; auch tgerden daher alle Ellipfen unter einander vers 
wandt. ‚Auf eine ähnliche Art findet man, daß auch die 


Zu - Hpperbein als einander‘ verwandte Curven angeſehen wer⸗ 


‚ven muͤſſen. Wenn hingegen bey den Ellipſen und Hyper⸗ 
beln beyde Hauptaren einerley Berhäkniß zu einander 
haben, fo fi ndeſie aͤnliche Curven. 
N 


5." 446. “ 


- 


E_ 2 | Bat die durch die Gleichung yy = cx ausgedruckte | 
* Paraͤbel betrifft, ſo iſt klar, daß alle ihr aͤhnliche Curven 


edenfalld Parabeln ſeyn werden, fo wie auch, daß alle Pas 
rabeln einander ähnliche Curven find. Betrachtet man aber 
die, veiwandien Parabeln, indem man 


u vVWVN X F r A 
ySz ndxı= J 
n m 


fegt: » ent man dadurch die. Gleichung: 


n2e 
m 


Un 


und da dies ebenfalls eine Gleichung für eine Parabel iſt, 
ſoo erhellet, daß, alle verwandte Parabein auch einander 
2 ähnlich find, fo daß in dieſem Falle die Aehnlichkeit eben 
ſo weit ſich erſtreckt als die Verwandſchaft. Eben diefeg 
“findet bey allen Eurven ftatt, deren Natur duch eine Glei⸗ 
 bungausgedrudt wird, welche nur aus zwey Öliedern be⸗ 

ſteht; dergleichen ſind: 

y3 =ccx; y3: Ccxx; y2x = 33 ꝛc. 


Bey dergleichen Curven, ſie mögen parabelifh oder hyper⸗ 


1 


I) 


— 
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boliſch ſeyn, findet kein Unterfchied zwiſchen Achnlichteit 
und Verwandſchaft ſtatt; allein dieſe Beſchaffenheit findet 


ſich auch nur bey diefeh Eurven und bey feinen andern, 
‚wie wir folches bereits beym Kreiſe und der Ellipſe be⸗ 


merkt haben. 


J 


“ nr 7° 


Bent man, wenn in einer gegebenen Gleichung stoifchen 


„x Und 7 mehrere beſtaͤndige Groͤßen a, b, c ꝛc. befindlich 
find, allen dieſen beſtaͤndigen Größen beſtimmte Werthe 


bey: ſo erhaͤlt man daraus nicht mehr als eine einzige 
Curve; nimmt man aber eine der gedachten beftändigen 
Größen, 3. B. a, veraͤnderlich an; und legt derfelben nach 
und nach verſchiedene beſtimmte Werthe bey, ſo findet man, 
da jeder Werth eine beſondere Curve giebt, daraus unzaͤh⸗ 


lige krumme Linien, die, wenn außer a feine andere beſtaͤn⸗ 


dige Linien in der Gleichung find, zugleich einander aͤhn⸗ 


lich, im entgegenſtehenden Falle aber einander unähnlih . 
feyn werden. Wenn hingegen aufer a’auch noch eine anz. 


dere biftändige Groͤße b veränderlicy genommen wird‘, fo - 


nab, ppenn“ zwey beftändige Größen a und b vetaͤnderlich 


genommen werden, unendlich mal unendlich viel von eins 


ander verſchiedene Curven. Wenn außerdem nod) eine 
dritte beftändige Größe veränderlichigemacdt wird, fo wird 


“die Anzahl der dann möglichen Eurgen noch. unendlichmal 


größer, ı und überhaupt alſo die Anzahl dieſer Curven durch 
eine deſto hoͤhere Poteſtaͤt des Unendlichen ausgedruckt, je 


peraͤnderlichen mad. 0 


\ 


entſpringen wegen der Veraͤnderlichkeit von b aus jedem 
’ Werthe von a unzählige Curvenz und man befommt dem? 


* 
N on 
i | .8 re 
. Bu 3 , —W 410 
‘ 2* 


— 


groͤher die Menge der beſtaͤndigen Srösen ift, die map zu 


s 
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Dieſe unendlich vielen Curven, die ſich aus einer Glei⸗ 
chung ergeben, wenn. man darin nur eine beftändige Linie 
veraͤnderlich annimmt, wollen wir jetzt etwas genauer be⸗ 
trachten. Man findet aber aus einer ſolchen Gleichung, 
.. wenn man diefelbe Are und fo auch den Anfangspunft der; 
Abſciſſen beybehaͤlt, nicht nur die gedachten uimzaͤhligen 
Curven, ſondern man lernt dataus auch die Lage derſelben 
kennen, fo, daß durch ſie ein gewiſſer Raum ausgefuͤllet wird, 
in welchem kein Punkt angegeben werden kann, durch wel⸗ 
en nicht eine von jenen unzaͤhligen Curven gehe. Ge 
nachdem aber jene Gleichung befcbaffen ift, je nachdem wers 
den die ermähnten unzähligen Curven Auch einander ents 
weder ähnlich oder unähnlich feyn, wie aus dem Vorher: 
- gehenden befannt ift; ia es kann fich ereignen, ‚daß alle 
diefe Curven nicht bloß einander ähnlich, fondern felbft 
"gleich, und bloß in Anfchung Ihrer Rage von einander vers 
fehieden find. So giebt die Sleichung: 
_ ‚y=atrvViıcex— xx) 
wenn mana veraͤnderlich annimmt, unzaͤhige gleiche Kreiſe, 
+ deren Halbmeſſer = c iſt, und deren Mittelpunkte in einer 
geraden auf der Are ſenkrechten Linie liegen. 


1 


| §. 449 
Umgefchet, kann man auch, wenn eine und dieſelbe 
Eurve in einer Ebene in unendlich vielen Lagen nach einem _ 
beftimmten Geſetze beſchrieben wird, die Gleichung finden, 
wodurch, wenn man darin nur eine beſtaͤndige Größe ver⸗ 
aͤnderlich annimmt, alle dieſe unzaͤhlige einander gleiche 
Curven ausgedruckt werden. Es ſey dieſe in unendlich vielen 
- Bogen dargeftellte Curve ein Kreis mit dem Haldmeffer = = 
und mit unendlich vielen Lagen von der Befchaffenheit, daß die 
oo | Schet 
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Shcheitelpunkte A, a, in einer gegebenen Curve Aa, Sig. 90, 
welche man die Divecteig nennt, ‚liegen, die Dut chmeſſer 


ab aber der Are AB parallel bleiben. Um die Gleichung 


fuͤr dieſe unzaͤhligen Kreiſe zu finden, nehme man in der Di⸗ 
rectrix irgend einen Punft a at, und fälle aus demfelben - 
auf die Hauptagre die fehfrechte 'tinie ak. Man feße AK 
e= a; und.da die Directrix gegeben ift, fo iſt auch Ka 

Durch a gegeben. Es ſey alfo Ka — A, wo denn A eine ' 


“ gegebene Funktion von a feyn wird. Dann ziche man aus 


a, der Hauptgre parallel, die Linie ab, welche der Durch⸗ 


meſſer des Kreiſes ſeyn wird, der den Scheitelpunkt in 
dem Punkte der Directrix a hat; und ferner aus einem bes 
" Hiebigen Punkte m die Applieate mP —!y zu der Abfciffe 
APT X. ft diefes gefchehen, fo hat man. Tas 
u »p=x—-aumdpm=y—A 
Setzt man nun ap=t; und pm u;' fo iſt wegen der 
Natur des Kreifes FB | 

wu 20t — tt | 
und ot=x—a, und u =y—A iR, ſo ergiebt 
. fich daher | 

yoarmak- aa)? 

und diefes ift die allgemeine Gleichung, welche alle Kreife, 


Die nach der Directrig AaL auf die.defchriebene Art liegen, 
anter- fi ich begreift. Man findet nemlich alte diefe Kreiſe 
aus der erhaltenen Gleichung, wenn mat die Linie a, Os. 


von ugleich A abhängig tft, veränderlich nimmt, 


‚R 


ze $: 1450 


Auf ähnliche Art kennt man, wenn anftatt des Kreiſes 
irgeyd eine andere Curve amb fo nach der Direetrix Aal _ 


bewegt wird, daß ihr Scheitel oder der Unfangspunft der 
Adſciffen 3 in der Directrig liegt, und die Age ab fich ſtets 
| 3 4 parab 


\ 


”. 


— 


Pd 
* 


, 
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parallel bleibt, dieſe in unendlich vielen Lagen beſchriebene 


Curve, und kann auch die Gleichung finden, wodurch. die 
Natur dieſer Curven auf einmal ausgedruckt wird. Es fey 


die Natur dieſer ſo fortbewegten Eurpe durch eine Glei⸗ 


chung zwiſchen den Coordinaten a p t, und pm u ge⸗ 
geben, und die Hauptaxe, worauf alle Curven iufanimens 
‚genommen bezogen werden, AB, feh der Are ab parallel, 


und zugleich die Are der Directrir Aal. Setzt man nun, | 


‚wie vorhin AK a, undKa= A, fo daß A eine Funk⸗ 


tion von a iſt, und macht man die Abſciſſe AP = x, und 


Die Applicate PM=y: fo wid t=x— a, und u= 
y — A. Bringt man ferner diefe Merthe von t und uans 
ftatt dieſer Größen in die gegebene Gleichung, fo bekommt 


man dadurch eine allgemeine Formel, welche alle Curven 


amb⸗ juſammen unter ſich begreift. Denn wäs man auch 
dem Buchftaden a fuͤr einen Werth geben mag, fo findet 


man allemal eine Curve amb aus der umähligen Menge 


derer, die auf die im Anfange gedachte Art ſich ergeben. 
Iſt z. B. die Curve amb eine durch die Gleichung un ct 
augedruckte Parabel, fo find alle der Menge nach unzaͤh⸗ 
lige, übrigens unter einander gleiche Parabeln., deren 
Sceitelpunfte in der Direcrrix Aal fiegen, und deren 
Aren der geraden Linie AB parallel ſind, in der Gleichung: 
G- Aa == x a) enthalten, | 


W 4 451. 

& wie wir hier angenommen haben, daß fü ch der 
Scheitel der Curve A im der gegebenen Directrix auf die 
Art fortbewege, daß die Are derfelben fich ſtets parallel 

' bleibt: fo kann auch hey dieſer Bewegung des Scheitels 
durch eine gegebene Curve die Lage der Axe nach Gefallen 


verändert werden; und dann erhält man ine viel allge⸗ 


me 


- 


— — — 


1 


— 
22 ‘ . 
». N ⸗ 
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meinere Gleichung fuͤr eben dieſe Curve, die in einer gege⸗ 
benen Ebene nach einem beſtimmten Geſetze unendlich oft 
dargeſtellt werden kann. Um dies deutlicher zu machen, 
wollen wir zuvoͤrderſt annehmen, daß ſich der Scheitel der 
Curve A durch den.Bogen Aa, Fig. gr,. auf die Art forte 


bewege, daß die Lage der Are ab immer nady dem Mittel 


x 


‘ 


punbte des Kreifes O hingerichtet ſey. Durch dieſe radfoͤr⸗ 
mige Bewegung der Curve AMB mit der VreBAO umden 


Punkt O erhält man alle jene unzaͤhlige Lagen der Curve 
AMB, die insgeſammt duch eine Gleihung, worin eine 
‚ beftändige Größe, Die man veränderlich annimmt, vor⸗ 


kommt, autgedruckn werden ſollen. Er Zu 


— 
1 


Bo 


rn 2. - 


Es fen der unveränderlihe Halbmeflr AO =a0 = c, 


‚und der Winfel AOa = a; welcher dein veraͤnderlich an⸗ 
genommen wird. Aus irgend einem Punkte m, der in ir⸗ 


gend einer Lage dargeſtellten Curve amb fälle man auf die 


gerade Linie OAB, welche zur Hauptaxe angenommen wor⸗ 
_den ift, die Applicate mP, und dadey ſey oP = x, und 
Pm=y. ferner zieherman aus eben dem ‘Punkte m auf 


Die Are ab, welche zu der Eurve amb gehoͤrt, die ſenk⸗ 
rechte Linie mp, und ſetze ap=t, und pm=u- Sf 


dies geſchehen, ſo hat man eine unveränderliche Gleichung 


\ 


2 


für die Curve amb zwifchen den Eoordinaten eundu, Run 
lege man durch P die Linie Ps der Ob pärallet, und ihr be⸗ 


gegne die verlängerte Applicate mp ins; foift - 


Ä ps x. ſin. 4; op -Ps xcol. 
ſ. 
+, begleichen, wilPns=A0r =. if 


so P= ylın.«; nnd me=y. com. ı 
I. ..... Hleraud fließt 5. 
Op=cttm=xcolarx. fin.u; — 
35 md 
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und 
| mp=n=y.cohs—x.fine 

Man ſetze alſo in der zwiſchen t und u gegebenen Gleichung 

t 2 xcol.as y. ſin. — c u | 
| IT | 
R. coſ. — x. ſin. 

ſo erhält man die allgemeine Gleichung zwiſchen ben Coor⸗ 

dinaten x und y, die, wenn man den Winfel « veraͤnder⸗ 
lich annimmt, alle Curven am b unter ſich begreift. 

' . 453. Or 
Es bewege ſich nunmehr der Scheitel der Curve AMB, 

Fig. 92, nach irgend einer Directrix Aal, und dabey vers 

ändere fich Die Lage-der Are ab ſtets auf die Art, daß der 

Winkel AOa&, wie ſolches übrigens auch ſeyn mag, von 

dem Punkte a.abhange. Es fey nemlich, wenn der Scheis 
tel in a iſt, AKR=a, und Ka A, um der Winkel 
A0Oa=e; wo alſo, weil die Directrig gegeben iſt, A 

eine befannte Zunftion von a, und der Sinus oder Eofinus 
des Winkels ⸗ ebenfalls eine ‚Santtion v⸗ von af Died - | 
votausgeſetzt, fo iſt | 


Mun fälle man aus einem beliebigen Punfte m der Eurve 
amb-auf die Hauptape AO. die fenfrechte Linie mP, und. 
‚zugleih auf die eigintlihe Are derfelben mp; aud fey 

AP=x, Pm=y; ap=t, undpm=u. Aladann 

hat man cine unveränderlihe Gleichung zwiſchen den Coor⸗ 

dinaten t und u, und daran ıft nunmehr die veränderliche 

Gleichung zwifhen x und y, die alle Curven amb ynte | 

fi begreift, zu beftimmen, 


u nn — . 454. 


4 


\ 
15 * 
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I J F. 45. 

Um diefes zu feiften, siehe man "and P auf die verläns. 
gerte mp die gerade Linie Ps ſenkrecht, welche folglich dee 
Abe der &urve abO parallel feyn wird; und da Pıns = 
AOa iſt, ſo wird 

Ps=y.fin.o: undms= yicof. Ps 





' " !.... | \ 
Da ferner OP = ar —— — xift, fo wird‘, 4 
nn . tang. . W 
ps a. ſin. « Achse - x. ſin. ⸗ 
a |, a Non 
un A.cof. a . 
Op—Ps=a.col. st —a—x coſ. a, x 
. tang. ⸗ 
Hieraus fließt ER 
0 a.c0f. « } —— x.cohe y. ſi 
a. coſ. —— In. 
pP ang. « | .Ty.iın.e 
— — En J x 
fin. # 


. nn 


und es ift alfo 
t & A.fın. 0 —a.cola Fx.col.a — y.[in.a 
| . und | Ä 
u — — a, ſin. - — A. coſ. x. ſin. x y- eoſ. =. 
Wenn man daher in, der. zwilchen t und u gegebenen 
Gleichung | Ä 
t=(& —a)ofn— G — A) fın. o 
n und on 
v=(x— alias + (y — Aclhe 
fett, fo bekommt man die gefuchte Gleichung zwiſchen x - 
undy, Nach was für einem Gefege alſo auch eine und 
diefelde- Curve amb in einer Ebene unendlicehmal defchrieben 
werden mag, ſo findet man gleichwohl auf dieſe Art eine 
‚allgemeine Steigung, welche alle dieſe Curpen ohne Aus⸗ 
‚nahme, unter fh begreift. 
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U Auf dieſe Weiſe werden unzaͤhlige durchaus einander 
“gleiche, und nur in der Lage von einander verſchiedene 


$ 


$ 455. 


Eurven in eine Gleichung jufammen gefaft, wenn die zwi⸗ 


ſchen t und u.gegebene Gieichung unveraͤnderlich iſt, und 


- N, 
\ 


Peine beftändige, als eine veränderliche zu behandeinde, 
Groͤße in ſich ſchließt. Wenn aber eine oder mehr beftäns 
ige Groͤßen von denen, die fi in der Gleichung zwifchen 
und u befinden, ı ebenfalls als'von a abhängig angefehen 


| werden , ſo befommt man unzählige verfcbiedene; und ein: | 


ander entweder ähnliche oder unähnliche Curven, die eben: 


falls in derfelben Gleichung enthalten find. Aehnlich wers 
den nemlich alle Eurven ſeyn, wenn die Gleichung zwiſchen 


t und u fo befchaffen ift, daß fie irgend eine homogene 
Sunftion von einer. Dimenfion von t ımd f ausmadıt, und 


f eine Größe bedeutet, die auf irgend eine Art von a abs 
hängt. ‚Wenn aber das Gegentheil ſtatt findet, fo find - 


die Curven unähnlich. 


| | — 5. 
um dieſe Behauptung von den unähnlicen. Surden 


durch ein Beyſpiel zu erlaͤutern, wollen wir annehmen, 


4 


daß diefe Curven unzählige. Kreiſe AB „aB, amB, $ig.93, 


| feyn, die durch einen gegebenen Punkt B gehen, und ihre . 


Mittelpunkte insgefammt in der geraden Linie AE haben, 


Dergleichen Kreife ftellen auf den geographiſchen Charten 
die Meridiane vor. Man fälle aus B die Perpendiculäclinie * 


. BC auf AC herab,und dabey fen BC = o,twelche Größe folglich 


unveränderlic fern wird Dann betrachte mian einen von’ 
- den gedachten unzähligen Kreifen amB, und ſetze, nachdem 
man eine Applicate mP gezogen bat, CP==x, und Pm 


y, und den Halbmeſſer dieſes Kreiſes, der in Anrehung 


ſeiner 


ei 
e wi ’ 
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ſeiner zwar beſtaͤndig, in Anſehung aller gber veraͤnderlich 
iſt, aE BEM a: fo iſt 
CCE V (aa — ceo)UdPE=x Vcaa —6e) 
Da nun PE2 FPm2 aa ift, fo wird , - „ 
= tx2 +axYiaa—cc) Faa—ccm=aa 
oder | 


y ’ 


' y=cc—ıxW(aa—co)—xz 
Wenn aber der RaumCE anftatt der beftändigen: veräns - 
derlichen Größe in die Gleichung gebradt, und CE=a 
gefegt wird, fo befommt.man folgende einfachere Gleichung 
£ yy=cc— 23x — xx IRRE 
welche wegen der Veraͤnderlichkeit von a alle durch B gejo» 
= gene Kreife, die ihre Mittelpunfte in der geraden Linie AE 
_ haben, ohne Ausnahme unter ſich begreift. Auf aͤhnliche 
Art wjrd aber jede unendliche Menge von Curven, die nach 
einem gewiſſen Geſetze gelegt ſind, auf eine Gleichung zu⸗ 
ruͤckgebracht, wofern nur gehoͤrig auf den Unterſchied zwi⸗ 
ſchen den beftändigen veränderliihen und unveränderlichen 


" Shen gefehen witd. J 
* 4 = 3 
“ . * a : 
N: j 
D ' - , \ 
Zu N ee. 
a x Ei Y 7. % 1 * 4 Pr ” j k 2 
Pu ie 2% Din ; 

' I 


Br 


0 Neu 


mehrmals mit der Betrachtung der Umftände beſchaͤftiget, 
unter welchen Eutven von. geraden Linien gefchnitten wers 


D 





2 Neunzehntes Capitel. 
Von den Durchſhnittspunkten. Curven. 


AT 
In den vorhergehenden Capiteln haben wir uns ſchon 


den, da nemlich, wo wir zeigten, daß eine Linie der zwey⸗ 


ten Hrdnung von einer geraden Linie in nicht mehr als in 


zwey Punkten gefchnitten. werden Pönne, daß die Linien 
der dritten Ordnung nicht mehr als drey, die der nierten 
Ordnung nit mehr als vier Durchſchnittsbunkte zulaſ⸗ 
“fen, ıc. Da id alfo in dem gegenwärtigen Copitel die 


Durchſchnittspunkte zu beſtimmen mir vorgenvmmen habe, 


— = 


welche bey zwey ſich ſchneidenden Curven ſtatt finden; ſo 


muß ich dabey von geraden Pinien anfangen, und die 


Punkte anzugeben ſuchen, in welchen eine gegebene Curve 


von einen gegebenen geraden Linie gefehnitten wird. Es wird 
‚nemlich auf diefe Art der. Weg zur Beſtimmung der Durchs 


ſchneidung der Curven von andern Curven gebahnt foreden, 


melde bey der Eonftruction der Gleichungen der höhern 
Grade von der größeften Wichtigfeit ift, wie DIEN in 


| dem Enaee Tapitel gezeigt werden foll. 


458. 
Es ſey alſo eine Curve AMm, Fig. 94, —— deren 


Natur durch eur Gleichung zwiſchen den rechtwinkligen 


"Coop 


xx 
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Koordinaten AP = x, und PM ==,y ausgedrudt wird. 


Nun werde irgend eine (gerade Yinie BMm gezogen, und 
gefragt, in wie viel und in was für Punkten dioſelbe 


die Curve AMm foneiden ‚werde? Zur Beantwortung 
dieſer Frage fuche man die Gleichung für diefe gerade Linie, 


und zwar ebenfalld zwifchen ben rechtiwinfligen Eocrdinaten 
x und y, fo wie auch für eben dieſelbe Are AP und für eben 
den Anfangspunft ‚der Adſciſſen A. Dieſe Gleichung wird 
folgende Form, | 
x T y= =y 
Haben, woraus erhellet, daß, wenn x 0 wird, 


= y ee 
‚ =»AD= 

y , B J 
und wenn y==o wird 


Ps ; \ 


11 . 


iR. Hiedurch lerntn man nicht nur den Punkt B, too die ge⸗ | 


rade Linie mit der Are zufammenfommt, fondern auch den 


- nen;,und fo ift ſowohl die Gurve als die gegebene getade 


Winkel bey B, deffen Tangente z 2 AD 


= Zi, 
AB oT 
Linie durch Gleichungen zwiſchen gemeinſchaftlichen Coordi⸗ 


naten x und Yy ausgedruckt, 
ſ 


§. 459. wu ' - 


l 


- Benn die Abſciſſen x in benden Gleichungen. immer von | 


gleia er Größe genommen werden, fo zeigen die Applicaten 
y, wenn fie verfchieden find, an, wie weit die Punfte der 
Curve und der geraden Linie, die zu einerley Abfciffe gehoͤ⸗ 
ren, von einander entfernt find. Wenn ſich alfo aug bey⸗ 
den Gleichungen nicht mehr als ein Werth für y ergiebt, 


u fe haben die Curven und die u, Linie daſelbſt einen 
Ä Vunkt 


NW 


\ 


en v 
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Punkt "gemein; und es findet alſo an dieſem Orte ein 


— Durchſchnittspunkt ſtatt. Will man alſo die Durchſchnitts⸗ 
nn. J punkte finden, fo muß man in beyden Gleichungen außer 
den Abfeiffen x auch die Applicaten y gleich machen; und 
man hat auf dieſe Art zwey Gleichungen mit zwey unbe⸗ 
1° Fannten Größen x und y, durch deren Auflöfung entwe⸗ 
ber die Adfciffen x, wozu die Durchſchnittspunkte gehören, 
oder "die Applicaten y gefunden werden, Schafft man 
nemfich aus diefen beyden Gleichungen y weg, fo bekommt 
.man eine Gleichung, welche bloß die unbefannte Groͤße x 
in ſich enthält, und- die Werthe dieſer Gleichung geben die 
Abſciſſen AP, Ap, deren’ Applicaten PM, pm durch die 

l Durchſchnittspunkte M und m gthen. 


— —.. 460. 
Da die Gleichung fuͤr die gerade tinie«X + = Ey 
iß, fo wird. daraus u 
| F _uX 
u ya | 
0. und d Sringt,man diefen Werth für y in. die Gleichung fuͤr 
die Curve, fo bekommt man eine Gieichung, worin bloß & 
enthalten ift, und deren Wurzeln alle reelle Abſciſſen geben, 
| £ wozu Durchſchnittspunkte gehoͤren, ſo daß man aus der 
—, Andahl dieſer reellen Wurzeln von x, welche ſich aus dieſer 
Gleichung ergeben, auf die Menge. der ftatt findenden 
Durchſchnittspunkte ſduehen kann. Da aber in dem Wer⸗ 


= die undefannte Groͤtze nicht mehr 





F — 
” the von y * 


als eine Dimenſion hat, ſo befommt man durch die Sub⸗ 

— ſtitution dieſes Werthes eine Gleichung, in welcher x nicht 
| mehr Dimenſionen erhäftt, als vorher in dee für die Curve 
gegebenen Gleichng x und y aufammen hatten. Es hat 
\ Ä \ ton alſo 


x 


$ 461. 
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alſo x entweder eben ſo viel Dimenſionen, oder weniger. 


wenn durch die Subſtitution die boͤchſten Poteftäten von: * 
Nachdem man auf diefe Art die Abfeiffen AP, Apg ges 


fo laffen fich daraus die Durchſchnitte punkte M und m ſelbſt 
leicht beftimmen. Denn da die Applicaten in den Punkten 


pP und. p durch die Durchſchnittspunkte gehen, jo dürfen 


nur die Punkte bemerkt werden, wo dieſe Applikaten die 


gerade Linie BMm fehneiden. Es Fönnten auch die Punkte | 
bemerft werden, wo diefe Applicaten der Curve AMm ber 
| gegnen ; aber da eine Applicate der Eurve dftere in meh, 


rern Punklen begegnet, fo würde ed ungewiß ſeyn, welcher. 
von den Punften der Curve zugleich ein Durchſchnittspunkt 
waͤre. Dieſe Unbequemlichkeit vermeidet man, wenn man 
die Durchſchnittspunkte nach der geraden Linie BMm bes 
urtheilt, indem von derfelben Peine Ypplicate in mehr als 
in einem Punkte geſchnitten werden kann. Ereignet es ſich 


aber, daß zwey Werthe von x einander gleich werden, ſo 
fallen die beyden Durchſchnittspunkte M und m in einen 


zuſammen, und in dieſem Falle berührt entweder die gez 
rade Linie BM,die Curve, oder. foneidet fie in einem dops 


| pelten Punkte. 


$, 462. | 


Wenn nach der Wegſchaffung von y die dadurch ent⸗ 
ſtehende Gleichung, wodurch x beſtimmt wird, Feine reelle 
Wurzel hat, ſo iſt dieſes ein Kennzeichen daß die Curve 
von der geladen, einie BMm, nirgends berührt oder geſchnit⸗ 
ten wird. Dagegen geben die reellen Wurzein dieſer Glei⸗ 


 Kulers Einlin d· Anal. d. linendi. BD. ua a auns, 


wegfallen. | | | 


Funden hat, welche zu den Durchfchnittspunften gehören, 


‘ 


? , \ . 
Fa} 
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U chung, (ſo viel ihrer ſeyn moͤgen) eben ſo viel Ducchfehnittes 
punkte an, weil zu jeder reellen Abſciſſe eine reelle Appli⸗ 
Zr 5 cate der geraden Yinie BM m gehört, und, da diefe Appli⸗ 
J cate der Applicate der Curve gleich iſt, daſelbſt nothwendig J 
ein Durchſchnittspunkt ſeyn muß. Dieſes muß deswegen 
ſorgfaͤltig gemerkt werden, weil wenn zwey Curven ſich 
ſchneiden, die einzelnen reellen Burzeln nicht eben fo viel 
Durchſchnittspunkte anzeigen, Der &rund ‚hiervon wird 
bald Flar werden, wenn wir zwey Curven betrachten, und 
die Durchſchnittspunkte, die bey ihnen ſtatt finden,. aufs | 
N ſuchen werden. | . 


u 
4 


Ind ı, 


xy 


wer '*+ \ 
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Gs ſeyen alſo, Fig 95, zwey ſich ſchneidende Curven 
‚von irgend ziner Art, MEm und MFm beſchrieben, und 
- © aim die Durchſchnittspunkte derſelben zu beftimmen, fey die 
- Natur einer jeden Curve durch eine Gleichung jroifchen, den 
rechtwinkligen Coordinaten x undy, Die auf einerley Are AB 
und auf denfelben Anfangspunft der Abſciſſe bezogen wer⸗ 
den, ausgedruckt. Nimmt man alſo die Abſciſſen x fuͤr 
beyde Curven gleich, fo werden da, mo es Durchſchnitts⸗ 
punkte giebt, auch die Applicaten y gleich werden. Denn 
man. daher aus den beyden gegebenen Gleichungen der 
Eurven y wegfbafft, und ſo eine neue Gleichung macht, 
‚die bloß x als eine unbefannte Größe enthält: ſo werden 
alle Durchſchnittspunkte M, m, m, fa viel ihrer feyn mös 
gen, dur die reellen Wurzeln diefer Steichung, angezeigt 
werden. Es werden nemfich die Abfciffen AP, Ap, Ap, x 
welche zu den Durchſchnittepunkten M, m, m, ıc. gehören, 
vie Werthe von x ſeyn, die es aus der gedachten leichuug 
bekonnmt. | 
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gat man aber die Abſciſſen AP, Ap, x gefunden, 
welche zu den Durchſchnittspunkten gehören, fo ift es hier 


S 


ſo leicht nicht ald.vorhin, die Durchſchnittspunkte felbfß zu 


beſtimmen. Denn wenn in jeder Curve eine und dieſelbe 


Abſciſſe mehrere Applicaten hat; und dies findet ſtatt, 
wenn in benden Eurven y eine vielfdrmige Funktion ‚von 


X ik: ſo muß man aus Diefer doppelten Menge der Applie 


daten: diejenigen ausfuchen, welche einander gleich find; | 


und diefes Auffuchen iſt ein deſto beſchwerlicheres Geſchaͤfte, 
je mehrere Werthe der Kpplicate y in jeder Eurve hat. Ins. 


des kann man. diefe- Schwierigkeit dadurch heben, daß 
man bey der Wegſchaffung die Appkicate y aus den beyden 
gegebenen Gleichungen diejenige zu Hülfe nimmt, worin 
"duch x beſtimui wird. Man lernt nemlich aus dieſer 
Gleichung, wie groß die Applicate aus dem Punfte P bie 


nad) dem Durchſchunittspunkte für einen jeden gefundene 


Werth von x fey, und man hat dabey nicht nöthig, die 
Natur der ejnen oder auch beyder Eurven weiter zu 
erwägen, 


—E 465 = 
E⸗ fi die eine Curve eine Darabdi, welche durch bie 


” Sleiung 
yy-—-.2xyTtxx Dax ou; 


und die andere ı ein Kreis, welchet durch die Steigung: 


‚yy 7 xx — ct =0 
ausgedeuct werde, Um y weggubeingen, fubteahire man 
zuvoͤrderſt die erſte Gleichung von der zweyten, too denn 
der Reſt ſeyn wird 
ee —⸗ 2 ax 


sort 25m; und Wing r= & 
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Hieraus ſieht man ſchon daß zu jedem Werthe von x, den 
man bekommen kann, reelle; Werthe von y gehören wer⸗ 


den. Wan ſetze alſo den gefundenen Werthe von in die 


eine Gleichung, ſo findet man 
c4 -4accx 7 4(aa — cc)xx } 4x4 = 0 
und die reellen Wurzefn diefer Gleichung geben die wahren 
Durchſchnittspunkte an. Geſetzt ce fen = 2a, und folglich 
424 — 4a3x — 3aaxx}tx4+=o0 
fo if die eine Wurzel diefee Gleichung x= 22, und nach 
dem man fie ausgezogen hat, fo bleibt die Gleichung 
x3 f2axx faax — 223 =o 
äbrig, die noch eine reelle Wurzel giebt. Die Applicate 


aber, die zu beyden Wurzeln gehoͤrt, abet m man aus der 


Gleichung 


\ 2 


A 


J zu der erſten nemlich x= 2a gehoͤrt 1* 0, ſo daß der 
Durchſchnittspunkt in der Ape ſelbſt liegt, 


466. 
| | Ä | 
. Wenn alfo zwey Gleichungen zwiſchen x und y fo bes 
ſchaffen find, daß man, durch die Wegfchaffung von y eine 
rationale y gleiche Zunftion yon x findet, fo erhellet hier⸗ 


aus, daß alsdann eine iede reelle Wurzel von x aus dee 
legten Gleichung (nachdem y ganz weggebracht worden if) 


‘einen wahren Durchfchnittspunft geben werde. Aber wenn 


man beym Eliminiren Peine rationale Funktion von x, die 


y gleich ift, findet, fo kann es fich exeignen, daß. dann 
nicht alle reelle Wurzeln aus der legten Gleichung wahre 
Durchſchnittspunkte geben: Denn der Werth von x kann 


bisweilen fo groß werden, daß dazu in Peiner Curve eine 
reelle Applicate mög iR; und doch dacf m man in dieſem 


„ie 


— 
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Felle den Calcul keines Fehlers beſchuldigen. Denn da zu 

dergleichen Abſciſſen in beyden Curven imaginaͤre Applica⸗ 

ten gehören, und'die imaginären Größen eben fo wohl al + 

Dir reellen einander gleich oder ungleich ſeyn Fönnen: fo iſt 

‚Fein Grund da, warum nicht dieje imaginären Applicaten ' 

‚einander gleich ſeyn, und'fo -auf einen imaginären Dun 
ſchnittspunkt fuͤhren folten. W 





4. Pe J 
| Um dies deutlicher zu machen, ſeyn Fig. 96. über: der: 25 
”  felben Axe BAE die Parabel EM für die Parameter 2% 
‚und außer ihr der Kreis AmB mit dem Halbmefer =—e 
befchrieben, fo daß AE==b, und alſo die Unmoͤglichkeit 
der Durchſchnittspunkte zum voraus offenbar ſey. Man ⸗ 
laſſe A den Anfangspunft der Abfeiffen, und die Abfeifien 
nach E zu pofitiv, nach B aber hin negativ feyn, ind da⸗ 
ber habe man folgende Gleichungen; für die Parabel 
yyzaax — 2ab * 


und füc den Kreie Zu | on 1 


' 


/ 


y — 20x — xx. J 
Scdafft man nun, um die Durchihnitepuitie zu in 
7 weg, ſo erhaͤlt man ſogleich | 
’ U xx—2ß@to)x—2abmo , 5 
amd daran ergeben ſich zwey reelle Wertievon« - N 
x=—ı— cTLy(ate)2 2ab) . | 
wovon der eine negativ, der andere pofitiv ift, und doch 
indet fein Durchſchnittspunkt ſtatt. Es giebt nemlich ſo 
wohl die Parahel als der Kreis für dieſe beyden Abſciſſen 
imaginaͤre Applicaten, die aber, in was fuͤr einem Grade 
„fie auch imaginaͤr ſeyn mögen, doch einander gleich ſiddd. 
‚&4 wird aber wenn man dieſen Werth von x gebrauuhuhht 
Naz ' .ı= \ 


— - . - 





. 


— 
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nd allerdings ein’ imeginärer Ausdruck in. 
f 468. 

Es erhelfet ans diefem Beyſpiele, daß es auch imagi⸗ 
näaͤre Durſchnittspunkte der Curven gebe, die, ob ſie gleich 
keine Durchſchnittspunkte ſind, doch eben ſowohl durch 
den Calcul herausgebracht werden, als die reellen. Und 
daher ſchließt man aus der Zahl der reellen Wurzeln von 


. x aud der legten Gleichung nicht ſogleich mit Recht auf die 


Anzahl der wirklichen Durchſchnittspunkte; denn es kann 
die Anzahl jener reellen Wurzeln groͤßer ſeyn, als die Ans 


zahl dieſer Durchſchnittspunkte, ja es fann von dieſen letz⸗ 


tern gar keinen geben, wenn man auch zwey oder mehr 
- zeelle Werthe von x findet. Indeß⸗ macht jeder Durch⸗ 


ſchnittsͤpunkt eine reelle Wurzel von * in der letzten Glei⸗ 


chung nothwendig; und daher wird es zum wenigſten immer 
ſo viel reelle Wurzeln von x in dieſer Gleichung geben, als 
Durchſchnittspunkte ſtatt finden, wenn gleich die Menge 
jener reellen Wurzeln auch größer fepn kann. Ob aber einem 


ieden reellen Werthe ‚non x ein reeller Durchſchnittspunkt 


zugehoͤre oder nicht, erfennt man bald, wenn man den zus 
gehoͤrigen Werth von y fucht. - Dean ift diefer Werth reell, 
ſo giebt es auch einen .xeellen Dut chſchnittspunkt, und;ik 


er imaginaͤr, ſo iſt ſolches auch dieſer. 


* $. 469. on . 
Dieſe Ausnahme oder diefer Unterfchied zwiſchen der 


Anzahl⸗der reellen Wurzeln von x und der Menge der reel⸗ 


len Durchſchnittspunkte findet alſo bloß ſtatt, wenn entwe⸗ 
der in beyden Gleichungen die Wpplicate y allenthalben nur 
gerade Dimenſionen ber und en die Haupiete inoleih 

der 


ð 
2* 
J 
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der Durchmeſſer beyder Curven iſt; oder wenn beyde Glei⸗ 
chungen fo beſchaffen find, daß bey der Wegbringung von 
yyaud zugleich y aus der Rechnung wegfällt, und folglich 
y dur) feine rationale Funktion von x ausgedrudt werden 
ann. Iſt z. B. die eine Gleichung 
U oyy—-ıy=aa eng 
und die andere " 
y4 — axy3 $x3y ma bbxx 
fo bringe man, da Aus der erften (yy—xy)2 =a4,.0der 
y+— 2xy3 as xxyy wird, diefen Werth in die 
‚andere Gleichung. Dadurch wird Br 
— —BA—— 
oder 
24 — bbxx 


—— m A Ki 


\ 





y-ır= — 
und ii 


a& 
xx * 
a 


u — aarbb) | 
Es ſcheint alfo ein doppelter Durchſchnittspunkt da zu feon; | 
ällein ob beyde reell find oder nicht, muß man aus dem 
Werthe von y fließen, melchen man aus der Gleichung 
yy-ıymaas . 7 . 
finder, & wird aber daraus | ur 


“2a ’ ‘ 1 


ay 
= Faatbh var 


a * 


—8 — da die Wurzeln dieſer Gleichung HERE reell 
ſind, ſo iſt klar, daß es hier vier Surchſchuittepuntꝛe 


vebt, ſo dab au jeder Abſciſſe | 
er Be 1 7 ı= 


— 
1 


J 
⸗ yı 
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J ano reelle Dura fgnispunfte sehöten. | 


Ze 6. 470. 
Wenn aber weder die Age der Durchmeſſer Bender Cur⸗ 


Lven iſt, noch der Fall ſtatt findet, daß bey der Wegbrin⸗ 
gung der hoͤhern Poteſtaͤten von y auch y gänzlich wegfaͤllt: 


ſo zeigen, weil man dann: auf eine rationale Funktion von 
x, die,y gleich ik, fommt, die einzelnen Wurzeln. der letz⸗ 
ten Gleichung eben ſo viel wahre, Durchſchnittspunkte an, 
ſo daß in dieſen Faͤllen weiter keine Vorſicht noͤthig iſt. Es 
geſchiehet dieſes, wenn die eine Curve in eine gerade Pinie 
übergeht, wie mir vorhin gefehen haben, oder wenn ihre 
Applicate dürch eine einfoͤrmige Funktion von x ausgedruckt 


wird; denn alsdann hat Peine Abſciſſe eine imaginaire Ap⸗ 


piicate, und, es müffen folglich die einzelnen Wurzeln von x 
wahre Durchſchnitispunkte anzeigen. Meiſtens aber pflegt 
man, wenn auch y in beyden Gleichungen mehrere Dimen⸗ 
ſionen hat, ben der Wegſchaffung von y auf eine Gleichung 
zu kommen, worin der Werth von y durd eine rationale 
und folglich einförmige Sunftion von x ausgedeudt wird. 


| Ä | Ss 471. a . — 
& oft es fich aber ereignet, daß einige von den Durch 
ſchnittspunkten, welche man durch den Caleul findet, ima⸗ 


ginaͤr werden, ſo geſchiehet ſolches nicht bloß in den Faͤllen, 


wenn feine Curve eine reelle Applisate hat, die zu der ges 
fundenen Abſciſſe gehöre: wie dies der Fall bey dem vors 
‚hergehenden Erempel von einer Parabel und einem Kieiſe 
:wat: fondern es laſſen ſich ſelbſt. Bevſpiele geben, wo die 


eine Curve für ale Abſeiſſen reelle Applicaten giebt, ‚und 


. P 2 r ! , n doch 
a 


4 


— ———— — —— 


‘ 
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doch zu den einjelnen Murzen von x keino Durchfchnittss 
punfte gehören. Dergleichen ift die Linie der dritten Ord⸗ 

mung, die durch die Gleichung ausgedruckt wird: 


23 — zayy F aaay— 6ax*æ = o 


J 


die für alle Abſtiſſen reele Applicaten giebt, und zwar drey⸗ 
“face, wenn x Fleiner it as 1ay} Wenn mit diefer 


Curve eine Parabel verbunden wird, deren Gleichung 
VV— 22ax= 0 
iR, fo. giebt es keine veelle Applicäte, wenn x negativjif, 
und es kann folglich alıch zu den negativen Abſciſen x kein 
Durchſchainnepuntt gehoͤren. 
§. 472. 
Man ſchaffe y weg, ſo verwandelt ſich die erfte Blei: 
gung: da die zweyte yy=2ax giebt. in folgende: 
naxy-— G6Gaax hagay— Gaxz = 0 
und Daher wird Ä | 
_ banx + baxx 5 
= ——— 3x 
aaa Tr2ax 


Di aber jene Gleichung durch y— 3x cheilbar iR, ſo er⸗ 
-hält man, wenn man dividirt, folgende von y befrepte, 


Sleichung: | 
zaa ax o. Zn 
‚und daraus fließt 

x u — 2 
E ſollte alſo der Durchſchnittspunkt. der Curve zu der ab⸗ 
ſciſſe x = — a gehoͤren, die in der Parabel feine reelle 
Applicate hat; in der andern Linie der dritten Ordnung 
aber wird, wenn man x —a ſetzt 
y3 — 3ayy t 2aay— 6a? =o 


md daraus erhoͤlt man eine reelle Applicate y.== za, und 
Ya 2 zwey 


l 
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u atven imaginäre Werthe von’y, die in der Gleichung 
yy t 2aa=o enthalten find. An diefen: Drten werden "- 
 nemlich diefe, imaginäse Upplicaten den imaginären Applis 
caten der Parabel an denfelden Stellen glei, und ſo erge⸗ 

ben ſich zwey imaginäre Durchſchnittsbunkte. Man erhaͤlt 

aber auch zwey reelle Durchſchnittspunkte aus dem Faktor 
des obigen Gleichung y—3x=o, aus twelcher gux— 
2a'x.= o wird. Zuerſt findet ſi ich alſo in dem anfangs⸗ 
punkte der Abſciſen, wo für x 0 auch I 0 iſt, ein 
Durchſchnittspunkt, und der andere gehber zu der Abfeife 


- 


=, mw 3 if, 
9 = F 
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Hier find wir af auf imaginäre Durchfepnittäpunfte 
geftoßen, ob fich gleich bey der Wegſchaffung von y die 
Gleichung 2axy — baax tdaay—6axxo ergab, 
worin y nur eine Dimenfion hat, fo daß daraus y dur 

eine rationale Funktion von x ausgedrudt zu "werden 
.- ſcheint, welches wir: vorhin als ein Kennzeichen der Ab⸗ 
wefenheit der imaginären Durdfchnittspunfte angegeben. ' 
haben. Und. in der That. würden auch feine imaginäre 
Durchſchnittspunkte da ſeyn fünnen, wenn diefe Gleichung 
‘ Feine Diviforen hätte. Allein da bier die: Gleichung, wer 
rin die Applicate y nicht mehr vorkommt, ducch die Divis_ 

fion gefunden worden ift, fe ift ſolches eben fü viel, als oh 
\ :y durch feine rationale Funktion von.x ausgedruckt werden 

Zönnte. So oft nemlich eine ſolche Gloichung in Faktoren 

aufgeloͤſet werden kann, fo oft muß man beider Beurtheilung 
. auf jedem einzelnen Faktor befonders Ruͤckſicht nehmen; 


\ und d daher kommt es, daß der eine auf imaginhe Durch⸗ 
ſanins. 
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fönittöpunfte führen Pann, da bep dem andern dergleien 
gar nicht vorfommen, 


1 ° 4 


- R Ps 
fi t F ⸗ Fr , 
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Weiſe ben jeden zwey gegebenen Curven die Durchſchnitts⸗ 
- punkte derfelben zu beftimmen, genauer betrachten; und 


- da diefe Unterfuchung, von ‚der Wegbringung der einen Co⸗⸗ 


Nach dieſen Betrachtungen wollen, wir die: Art und _ 


u ordinate y abhängt, fo brauchen wir dabey bloß auf die „ 


_ . Dimenfionen, welche fie in beyden Gleichungen hat, Rüd: 
fisht zu nehmen. Diefe Wegbringung ' bon y wird nemlich 


—auf einerley Art unternommen, die andere Coordinate x 


“mag ſich, in welcher Befchaffenheit fie wolle, in beyden 


Gleichungen befinden. Es feyen alfo P, Q, R, S, Tı x. - 


fo wie auh p, q/ r, 5, t, ı. rationale Funktionen vön 


0x, und die Gleichungen, wodurch beyde Curven, deren : 


| Durchſchnittspunkte gefucht werden, zuvoͤrderſt u 
. \ -- a N 1. | 
“  PrQay=o | J 
u u. on 
. pP T qY =0: ."- 


Muttipficet man die erſte von.diefen Gteichungen durch » 
und die andere durch P, fo erhält man in der Differen dee 
durch diefe Multipficatiön entftehenden Sieicungen fol ⸗ 


gende, woriny nicht mehr vorkommt, Pa 

i pQ — P p=o _. .. 
I — ‚Jede: von den reellen Wurzeln diefer Gleichung, worin 
bloß die unbekannte Groͤße x, mit bekannten verbunden, vor⸗ 
kommt, giebt einen Punkt in der Axe an, woruͤber ein 
Durchſchnittspunkt befindlich, iſt; und fuͤr einen jeden für x 


gefundenen Werth erhält man aus den gegebenen Gleis 


Ä Gungen den reellin Werth 


- 


Bw 


! 
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weicher "den Durchſcnittspunkt anzeigt. Ben daher die 
Applicate y in beyden Curven durch eine rationale oder 
‚einförmige Funktion von x ausgedruckt wiwd, fo finden 


" Feine imaginären Durgfehnittöpunfte hatt, . 


. 


x 


4 
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"Nun werde die Bopficat y der einen Curve durch eine 
einfoͤrmige Funktion von x ausgedruckt, wie vorhin, die 


Applicate der andern Curve aber durch eine ve weyformige: 


ſo daß ſey 


mare in 


5 en u 


Prantey=e 
pair man die erſte Gleichung duch p, und die andere 
‚duch P, und zieht darauf die defundenen Gleichungen von 
‚einander ab, fo wird, nachdem man durch y dividirt dat 
III. 
 p-— Pg— Py=o 
| oder J 
a — 0 pry B 
Run murtipficive man bie ebſte durch Pr, und die dritte 
durch Q, und fübtrahire: fo. befommt man n folgende vony 
befrehte Gleichung: t J 
-PPr=PQagtrpaa=o. 
‚Die Wurzeln diefer Gleichung geben die Abſciſſen, die zu 
den Durchſchnittspunkten gehoͤren, und da zu denſeiden reelle 
Applicaten, nemlich 


x 


gehdren, ſo ſi nd ef Darafoniispunti reell. WW 
$. 476. 


a | : 
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47. — 
Es fen wie vorhin die Applitate der einen Lurve einer 
einförmigen Funktion x gleich, die Applicate der andern 
Eutve aber werde durch eine cubifche Gleichung ausge⸗ 
drucht, oder fey eine dreyförmige Funktion von x; und 
alfo die beyden gegebenen Gleichungen folgende: | 
’ LE. \ - y 
Pray=e 
: no II. | 
pPtraytiiyytsep=o 
Multiplicirt man die erſte von diefen Gleichungen durch p 
. und die andere duch P, fo erhält man, nachdem man 
ſobtrahitt, und durch y dividirt hatı -_ 
III. .. 
Eg—pQV+PıytPsy=o 
und wenn man hierin anftatt y den Werth deffelben y== — u 


fegt, und die Brüche wegfchafft, .“ 
‚an — pQ3 — P2Qr + Ps = o 
"ober : Be 
Q3p — PQ2q } P2Qr — Pils=o ° 
Eben diefe Gleichung findet nlan ſogleich, wenn man in 
der iweyten Sleichung ſtatt ſeinen Werth aus der erſien 


Gleichung — ru "fest. Alle reelle Wurzeln, von x aus Defer 
letzten lidan führen demnach, da zu. Jeder aus den 


erften Gleichung reelle Applicaten y = — gehdren, auf 
eben ſo viei wahre Durchſchnittspunkte. 


m gn 

Auf ähnfiche Art ſchafft man y leicht weg, wenn die 
Applicate y der einen Curve durch eine Gleichung von vier '- 
| . ober u 


J 


ri 


FR ‘ x Fa; [ j | ‘ | 
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oder mehr Dimenſionen ausgedruckt wird, die Applicate 
der andern Curve aber eine einfoͤrmige oder rationale 
Funbtion von x bleibt, Es ſeyen nemlich die deyden gege⸗ 
benen Gleichungen 
J. 
| > 7 Yy= 0” _ 
11. FE 
pruytry2tsy t im = 0 


Da 'aus der erſten Gleichung y- * if, fo erhaͤlt man 


menn man :diefen Werth in. die andere Gleichung bringt, 
folgende Gleichung zwiſchen x und befannten Größen: . 
Q4p —PQ3gtP2Q2r— P3Qs+P4ı=o. . 
Die reellen Wurzeln von x aber aus. dieſer Gleichung geben 
“eben fo viel wahre. Durchſchnittsbunkte weil man fuͤr jede 
Adſciſſe x aus der erften Gleichung eine reelle Appljcate Y 
/ / -_ 


gemlih y = — erhält, Zu 


* 


⸗ 


or, a8. nn 
Nun werde die Applicate y einer jeden Curve durch eine 
—quadratiſche Gleichung, und zwar zuvoͤrderſt durch eine 
reine, autgedeuct, und es ſey alſo 
.. 
PiRy=o 
| II. 
j ptrrsyy=o . 
‚ gegeben. Hieraus findet man durch die Wegdsingung von 
yy ſogleich 
Pr— Rp 7) 
aber die reellen Wurzeln dieſer Gleichung zeigen nur dann 
wahre Durchſchnittopunkte an, wenn die gefundenen Werthe 
N — von 


J 
vi 


/ \ 
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- vonx ſo beſchaffen find, 05? oder — —_. eine pofitive ciehe 
wird. In dieſem Be befommt nemlig die Applicate y, u oo 





— PR 
weilyy= = — iſt, einen doppelten Werth, einen 


poſitiven und einen negatien; und es gehört daher zu jes 
dem für die Abſciſſe x aus, der Gleichung Pr—Rpmo ; 
gefundenen Werthe ein doppelter Durchfchnittepuntt, der \ . 
son der Are auf: beyhden Seiten gleich weit entfernt if. 
Diieſes kann auch nicht anderd feyn, weil die Age zugleich nn 
der Ducchmefier beyder Eurven ift. Wenn aber ein Werth _ | 
S von x auf der Gleichung Pr— Rpo den Ausdrücken ng 
u — * — einen negativen Ber erteilt, fo wird y 
- imaginär, und alfo die Dur fgnitspuntte ebenfalls. 


5. 479. 
Fetner befinde ſich in beyden gegebenen quadratiſchen 
Gleichungen au das zweyte Glied, welches y "enthält, 
und die Sleichungen ſelbſt ſeyen folgende: 
L 
J PtaytRyy=o 
II. \ i - 
.ptaytryyzo | — —— 
im die undefannte Größe y aus diefen Gleichungen weg⸗ | 
zuſchaffen, multiplire man die erſte durch p und die andere 
durch P, ſudtrahire darauf, und dividire duch y: ſo wird 
III. | 
eg aptr— Rpy=o et 
Dann multiplicire man die erſte Gleichung durch eund die 
- „ hate durch R, und fubtrabire, fo wird 
| IV. | 
u Es—Rp)t (Ar—Rgiy=e BE — 
ö Ba | 2) Ze 


. \ . 
\ J 4 8' 
. ) 


l 


N N 


m Aue u." Ruine Gopite. 


‚pet nun aus diefen beyden Gleichungen 
2— Rp— Pr 





: ” y= Pr — Rp arg 


m wird, ſo t 
(ap — Paar Rt Er -RDMο | 
/ ododer — 
* — ——— 
PRg2:= 0, “ 


Die reellen: Wurzeln diefer, Gleichung geben eben fo viel 


wahre Durchſchnittspunkte, wenn zu einem jeden Werthe 


von x die Applicate aus ‚der Gleichung IH. und IV. einen 


reellen Werth befommt. Indeß kann es fie) auch ereige 
nen, daß die Durchſchnittspunkte imagindr. werden, wenn 
nemlich die Gleichungen III. und IV. Faktoren haben, ſo 


> daß aus: ihnen-ducch die Divifion eine von’y befreyte Gleis 
chung hergeleitet werden kann. Denn alsdann muß man 
dieſe Gleichung anſtatt der legten fubſtituiren, und zu den 


für x daraus gefundenen Werthen aus den erſten Gleichun⸗ 
gen die zugehörigen Werthe von y ſuchen. Sind nun dieſe 


imaginoͤr/ ſo iſt ſolches ein Kennzeichen, dab die Durg⸗ 


ſchůittepunkte maginaͤr ſi I on 


’ 


Pr 


$% > | 


es fe die applicate y in der einen Curve eine zwey⸗ 
förmige, in ‚der. andern. aber eine drepförmige Funktion 
von x; oder die gegebenen Gleichungen beyder Curven 


folgende: | 
Pr yARY m — | 
ı , i “ . II. J | 


etrevteyteme 000. 


\ 


yr - 


— 
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‚Man multiplicire die erſte von dieſen Gleichungen durch p 
und die, andere duch P, und fubtrahire; fo. wird 
III. 

a — 0p} Er. —Rpyf Psyy = 0 
welche Steichung mit der erſten verbunden den Fall wieder 
giebt, den wir in dem vorhergehenden $ unterfucht haben, 
ſo daß, waßdap,g,r war, hier Pa—ap, Pr— Rp, 

und Ps iſt Man findet alfo hier | 


‚PQg- — 0OQp — PPr * — 


IT PPSPRgFORp 
0 Dee") 

| _PRO—ORp— Pps 

Zu A PQs —PRr' } RRp 


\ 


Ä vOieraus wid Ä 
o = (PRI— ORP— PPs)2 } (PQs— PRr# F | 
I EQ— Q2p — P2r E PRp) J 
und dieſe Gleichung entwickelt, ſo findet man | 
' +3P2QRps Zu \ 
—2PSRgs } PSR2g9— PORapg 
P4s2 - — P3Qrs t PaQ2gs- — PO3Rps $ Q2Rap2' 
T PSRrr —P2QRgr-+ PQaRpr— J— *⸗ 
— 2P2R2pr * PR3pp . 
und da das legte Glied verſchwindet, ſo Ift Die hanıe Siel⸗ 
chung durch P theilbar, und ſo bekommt man: 
+P3s2 — 2PaRgs | - P2Qrs f 3PQRps FPQ2ge 
— Qöps F Rap⸗ 
* pekra — - PQRar —  APR2pr r Q 2Rpr PR2g2 ” =o 
.— QR2pq. N 


Aus den reellen Wurzeln dieſer Gleichung lernt man die. J 


Durchſchnittspunkte kennen, wenn zu ihnen reelle ie Werthe 
von y gefunden werden koͤnnen. 


N Eulers Einl.in d. Anal d. Unendl. u LL b 4. 481. 


N 
ı!ı 


Pr 2 


) 
X 


+ 
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Nun feyen die Gleichungen für bepde eurven eudiſch 


und folgende; — 
I. u 


‘PrQy FRytsp=o 
. I. 
prarinmytsy=o 
an multiplicive die erfte durch p, und die andere dung B, 
uud fubtuahire, fo erhält man - - 
U. 

@g- — Op) t (fr—Rpyr (Ps. — Sp)yy = 0. 

einer multipficive man die erfle Durch s, und die andere 
‚durch S, und fubtrahire, fo wird =” 


! IV. j u ’ \ _ 


(Sp— Ps) + (Sg — AyyFlsr—Ry)yyzo. 
Vergleicht man nun diefe beyden Gleichungen mit den bey⸗ 
den im 479ften $ unterfuchten, fo wird - | 

P=Pq—Op[p=Sp— Ps’ 
E Q=Pr-— Rp gq=5q—Qs 
“._ R=Ps—Sp|r mSr—Rs 


| und bringt man: diefe Werthe in die letzte Glejchung, fo 


bekommt man 
(Pg— OQp)2(Sr— Rs)2—a(Pg—Qp) (Ps—Sp) (Sp—-Ps) 
(Sr—Rs) T (Ps—Sp)2(Sp—Ps)2 F(Pr— Rp)2(Sp—Ps) 
(Rs) (Pa—Qp) (Pr— Rp) (Sg—0s) (Sr — Rs) — 
(Pr—Rp)(Ps— Sp) (Sp— Ps)(Sg— Qs) + (Pg—Qp) 
@s-SpPSg—0s)2=e. 
In diefer Gleichung find fieben Glieder, die insgeſammt 
Durch Sp — Ps theilbar find, das erfte nur und das fünfte 
gicht. Verbindet man aber diefe Glieder, fo haben fie 
an hetzeren, nemlich — X Qp) (SR9) und (Pg—Qp) 
J ‚($r 


> 
. \ 
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Ge—ke) Gr- Rp) (SI— Qs), und wenn man biefen 
letzten auflöfet, fo wider _ 
= PQrs#RSpg— PRqs — "AS ps 
| und forglich 
e(Sp—P)Rı—-Qan). 
Es laſen ſich alſo das erſte und fünfte Glied i in folgenden 
Ausdruck 
J (Pgq—Qp)(Sr—Rs) (SP-Ps)(Rq—Qr) 
zuſammenziehen, der ebenfalle duch Sp—Ps theilbar if, 
und es entfteht daher die Gleichung: 
o=(Pq—Qp)(Sr— Rs) Rg—an)t aPg- Qp) 
Sp — Ps) (Sr—Rs) F(Sp—Ps)3 +(Pr—Rp)2 
Ge⸗ — Rs) } (Pr — Rp) (Sp — Ps) (Sg — Q3) - — 
60604 — Op) (Sg — Qs)>. 
0 die, entwickelt, giebt, a 
‘ 98393 —3PS2p2s + P2Sr3 F2PR2prs—P2 Rr2s * 
P2Qsss. * PRSqqr — P3s3 } 3P2Sps2, — Röp2s — 
‚2PRSpr2+ R2Sp2r— RS2p2q— QzRprs— PRZggs 
 . —PQSarr FPQRgrs T3PS2pgr — 3P2Sgrs + 
I PQSprs+Qesprr+ QR2pgqs— QRSpar — 3 PQRpss 


= 


0 P3QRSpps— PRSpgs f 2P2Rgss + 2PQSggs — 
= PS2g3 — PQ2gss — 2 QS2ppr — 2Q2Spgs T J 
Qsapgg=o. 
. 482. 


Damit dieſer De. y aus zwey dbhern Gleidungen 


wegzuſchaffen, deutlicher werde, ſo wollen wir annehmen, 


| daß beyde Gleichungen zum vierten Grade gehoͤren 
v. | J. 
PrarfRr 87 — 
| \ . MM 
— taten tsptyime u 
| : | 862 - Me 


N 


er Zwentes Bud. Raupe Earid 


Muitipficet man die erfte Steigung. durch p, und Die letzte 


durch P, fo findet man, nachdem man ſubtrahirt hat, 
III. 
E — ap) F (Pr — Rp)y t (Ps —sp)y2 r 
(Pt — Tp) y =o 


1 “ 


Moultiplicirt man ferner die erſte Gleichung durch t, und die | 


zwepie duch T, ſo ergiebt ſich durch eine reähnlice Subtraction | 


IV. 
et — Tp) # (ar. — Tyyt (Rt— To)ya + 
I. S-T)p=mo 
Nun feße man der Kürze wegen 
PqQRSA P— Tp=a Ssg_-Qs—=n 
‘Pr— Rp= B Qt—Tg=b Rgo— u=b 
Ps— Sp=C Rt— Tre=c 
Pt— Tp=D t— Tı=d 
wo man bemerfen muß, daß nichtnur a==D, fondern auch 
Ad— Ccbaclft -Tp (Sp—QA)=De. 
At—ob=lft— TRı—Qarn)=BB' 
if. Gebraucht man nun diefe Werthe in der deitten und 
vierten n Steigung: ,. ſo wird 
u | 
| AfBytcyytDy=o 
, Ä ’ "W 
atbyfeyyrapm=o, 
Nun multiplicire man wieder dieſe Gleichungen durch d 


— 


u und P, und ſubtrahire, fo bekommt man 


V. 

(Ad — .Da) F (Bd — Dbr 7 (Cd- — Deo)y2 mo 
Kerner maltiplicire man eben diefe Sleichungen durch a und 
A, und ſubtrahire darauf ‚fo wird . N 

VI. | 
as — Bj} (Ac— Ca)y * (Ad — Dar 0 


| 


| 


Da \ 
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rz Nun fege man der Sie tegen 

" Ab—Ba=E|Ad— m,= 
| Ac—Ca=F Ba Dbef. J— 
Ad—Da=G cd— De=g 
ſo iſt &e; wdEg—Ff=Gß, fo daß. Eg—Ef 


durch G theilbar ift. Hierdurch erhält man diefe Glei⸗ Zu 


Hungen: ’ i 
v. 
| EiFytGy=o 
u vl. 
erfytgyy=o 
und daraus leitet man duch eine ähntiche Opern ad 
VII. 
@f- Fe)t(Eg— Goye == o 
VII. 
Esg — Ge)} Fg— 65)y 2 0. 
endli ſetze man nochmals der Kuͤrze wegen 
 Ef—Fe=H Beniemh . 
Eg— Ge=I Fg —cf= u 
fodagI—=tift. Dann hat'man | 
VII. 
Hrly=o 
VIEL 
‚hyiy=o | 
und daraus findet maͤn endlich folgende von Y befepte 
Steigung: 
Hi—Ih= o. 
Setzt man nun in dieſe Gleichung nach und nach die vor⸗ 
hergehenden Werthe wieder, fo befommt man dadurch 
‚eine Gleihung, worin bloß die Funktionen p, Q, R, ꝛc. | 
-Pı 9, x, ꝛc. aus den erften Gleichungen befindlich find. 
Es ift aber die Gleichung zwiſchen E, F, G, e, f, g, durch 


rt 


J 


Bb3 66, 


X 
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=ıe, und die Gleichung zwiſchen A, B, C,.D, a, 9 
„©, d, wozu man nachher kommt, durch D2 c= a2 theils 

Bar, und es enthält daher in der am Ende gefundenen 
Gleichung jedes Glied nicht mehr als acht Buchfaben, vier 
große und vier Meine, Auf dieſe Art fann man nun aus 
jeden zwey Gleichungen die unbefannte Groͤße y, ihre Dis 
menfionen mögen fo hoch fleigen als ſie wollen, wegſchaf⸗ 

ken, und eine Sleichung finden, worin bloß x vorkommt. 


$. 483. 
ot gleich dieſe Methode aus zwey Gleichungen eine 
unbefannte Größe wegzufchaffen allgemein gebraucht wer⸗ 
den kann, fo will ih doch no einen andern Weg hinzufüs 
‚gen, woben man nicht fo viel Subftitutionen nöthig bat. 
Es feyen afo folgende’ zwey Gleichungen von unbeſtimmten 
Dimenſionen gegeben 
IL 0 2 
‚ Pym } Qym-r 4 Rym-2 Synm-3 ic. 0 
| I. 
py®t gyuz Frya2 psyes * ꝛc. ⸗ 0 
und es werde „verlangt, daraus cine Gleichung zu ſinden, 
worin y nicht mehr enthalten ſey. Zu dieſer Abſicht mul⸗ 
tiplicire man die legte Gleichung durh 
Pykn AyKken-14 — Cyk-a-3 ri 
| worin x — n willkuͤhrliche Buchſtaben A, B, C, ꝛc. vor⸗ 
kommen; und die erſte durch 
pyxk-m r ay —X PbVyXM-24 gyk-m-3 * ꝛc. 
worin k — m mwillführlihe Buchſtaben a, b, c, 26. ent⸗ 
"Halten find. Dann fege man beyde Produkte einander 
- glei, fo daß ſich alle Glieder, worin fich Poteſtaͤten von 
y’finden ,. einander aufheben, und. die legten Glieder, die 
7 nicht enthatten, die gefuchte Gleichung geben, Die hoͤch⸗ 
R W — oo. ſten 


\ 


+ 


h) 
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| ſten Poteſtaͤten heben fi hierbey ſchon von felbft auf, ins 


-, dem diefelben in beyden Produften Ppyk find, und es bleiben ' 


daher nur k — 1 Glieder übrig, zu deren Deftruction eben, 


ſo viel willkuͤhrliche Buchſtaben zu beſtinimen ſind. 


Da 


nun die Anzahl aller eingefuͤhrten willkuͤhrlichen Groͤßen 
— 2ık—m—nif, un diefelbe =k- 1 ſeyn fol, fo 


, wird xz m n — 1. 


. 484. 


Man multiplieire demnach die erſte Gleichung durch 


folgende unbeftimmte Größe: 

pyr-i ayi-2 * bym3 * — * ri 
die zweyte aber durch folgende: 

N Pynm-ı + Ayuzy Bym-340ym-44 ꝛce. 


Macht man hierauf die einzelnen Glieder, welche ähnliche 
Poteſtoͤten von y enthalten, einander in, ſo ensfehen 


‚ „folgende Glaichungen: : 
| | Pp Pp 


— 


Pb FQaYy Rp=pBrgAtrP 


x. 
Solcher Gieichungen erhält man aber, wenn man die 


- Pp=Pp mitrechnet, an der Zahl m +n, und wenn 


u . PerobtRaisp=pctgbträtsp. 


erſte 


man 


⸗ 


daraus bie willkuͤhrlichen Buchſtaben A, B, €, ꝛc. a, b, e, aꝛc. 


veſtimmt, fo bleiben in der legten Gleichung bloß die Buchs. ” 
ſtaben P, Q, R, Kup, gr zur. zuruͤck, und es gefchieher 


daher anf dieſe Artıdem Verlangten ein Genuͤge. 


4. 485. | 


7 Kt ſich aber diefe Befimmung der villkuͤhelichen 
Suchaben leichter bewerkßelligen, wenn man die Hoͤlften 


Bb a4 


‚einen 


. 
. fi ü 
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einer‘ jeden Gleichung neuen unbeſtimmten Groͤßen “, h, 
L7 ic. gleich fegt, tie ſolches durch das folgende Benfpiel 
deutliwh werden wird. | 

Es ſeyen diefe begden Steigungen acheben : | 
3 > 
Br tortrme 
| pr Hay teyts=o N 
_ Man‘ multipficire die erſte duch py= + ayt bu und die 
andere durch PyFA, ſo befommt man, 
‚Pp=Pp 
Pa. + Qpm=pA Fop=se 
Pb+rQafRpm=gAtrp ⸗ | 
Qbr RemrätsP, on 
| Rb=sA. ü 


= nuedergeht man nun die erſte identiſche Bteidung, he ı 
Hält man aus der zweyten 


. 
a__--._- — — — — —— — — — — 


> 


“— Qp ‚ 
„= 
1a ta | 
VE 
Aus der dritten hingegen findet man on 
= _u_er_e_ Q2p _ Bp 
RB. pP Et > p2'p2 . pP 
und 
N pP. 
5 212272 2 Zu 


p | 
ſo dag, wenn man diefen Werth von 4 gebraucht, 
.o_99,,..Q,p Rp 
Fre | 


[3 * N 
, 
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p — Qp) (Q2p2 —P2g2) (p r—Rp) 
m — —  — 1 — — 
P2p | _ P2p BE i P, 


- Ipird, Dur; vie Subſtitution dieſes Werthes aber finde 
man aus der vierten Gleichung | 


“QPg—Qp) _ QPg--Qp)(QptPg) , „ APrZRp) 5 


P2p | | Pap P 
«R ROp _ ur Pro, 0.0000 
Teer 


oder, wege man mit Pap multipliciet, 
«Q(Pg—Qp) F«P(Rp— Pr) — Ag — ‚Qp) (Pg } Qp) Fr 
PQp(Pr— 2Rp) F(P3gr — P3ps=o 
Es wird alſo 
— ——— 
PQq— Q2ptPRp— Par 

Die lebte Sleihung ‚aber giebt 
«R(Pg—Qp) R(P2g2—Q2p2)  R(Pr—Rp) 
— — — — — — — * — — - = 


—W— 


Pap rg 
. 4Ar48 'Pgs = Ä 
10 u . "pr p . u , 


' und daraus findet man 
—— — QZRP2 — P2Rpr + PR2p2. _ —P3qs 
PRo— QORp— Pas 


\ 
U X 





Dieſer doppelte Werth von a giebt nun die gefuchte Glei⸗ 


chung, die am Ende eben die Form giebt, die wir oben 
. 480 fuͤr eben dieſen Fall gefunden haben | 


\ 


\ 
2 


J 





Zuatzigſtes Capitel | 
‚Bon ber Eonfieuction der Gleichungen. 


ch 486. — 


Die Unterfuchungen des vorhergehenden Gapitele über 
; die Ducchf&nittspunfte der Curven gebraucht man vor⸗ 


zuͤglich bey der Eonfteuction dev höhern Gleichungen. 


Denn ſo wie wir, wenn zwey Curven gegeben waren, eine 


Sleichung fanden, deren Wurzeln die, Durchſchnittspunkte 


zu erkennen gaben: ſo laffen fih auch umgefehrt die 
Durchſchnittspunkte zweyer Curven zur Beurtheilung der 


Wurzeln der Gleichungen benutzen; und dieſe Methode 
itſt ingbefondere dann fehr vortheilyaft, wenn die Wur⸗ 


jeln einer Gleichung duch Linien ausgedruckt werden 
follen.. Denn hat man die beyden Curven, die zu dieſer 
Abficht nöthig find, befprieben, ‚fo laſſen fich die Durch⸗ 
ſchnittspunkte ſehr leicht bemerken; und faͤllt man aus ih⸗ 
nen auf die Axe Applicaten herab, ſo zeigen die Abſciſ⸗ 


ſen Die. wahren Wurzeln der Gleichung an. Wenn aber 
‚die-oben erwähnte: Unbequemlichfeit ftatt findet, fo geben. 
zwar alle auf diefe Art gefundene Abfeiffen Wurzeln an, 
allein es kann auch feyn, daß die Gleichung noch mehr 


Wurzeln hat, als man n durg eine folge Conſtruction 
kennen fen, ! 2 


6. 487: 


— 


Won der Conſtruction ber GBleichungen. 39 5 
a: | 
Wenn alle eine algebraifche Gleichung gegeben ift, 
welche die unbekannte Größe x enthält, und die Wurzeln . 
derſelben beftimmt werden follen, fo muß man zwey Glei⸗ 
chungen zwiſchen den beyden veränderlichen Größen x und y 
ſuchen, die fo befchaffen find, daß man daraus durch die 
Wegſchaffung der Applicate y jene Gleichung befomme, 
Iſt diefes geſchehen, fo befchreibt man die In diefen beyden 
Gleichungen enthaltenen@urven über einer gemeinfchaftlichen- 
‚Age und für denſelben Anfangspunkt der Abfeiffenzund bemerkt | 
Die Punkte, in welchen fie ſich ſchneiden. Faͤllt man nun 
aus dieſen Durchſchnittspunkten auf die Are ſenkrechte Ape 
plicaten herab, ſo ſtellen die Abſciſſen in der Are die Wur⸗ 
zeln der ‚gegebenen Gleichungen vor. Auf dieſe Art findet 
mar die wahren Werthe aller Wurzeln der gegebenen _ 
Gleichung, wofern nicht diefelbe etwa mehr Wurzein hat, 
als Dur gichnutgpantte da ſind. 


- 


4. 488. 


Ehe id aber von der Art und Weiſe rede, die gebach⸗ | 
„ten beyden Curven, welche zur Eonfteuction der Gleichung _ 
- erfordert werden, zu finden, wollen wir die Gleichungen, 

deren Auflöfung diefe Euren nothwendig macht, a Poftes 


riori unterſuchen. Zuvoͤrderſt mögen die zur Auflöfung erz 


-forderlichen Linien die fich in M fcehneidenden geraden Linien 
EM, FM, $ig. 971 fepn. Man nehme die gerade Linie 


EF zur. Are, und den Punft A in ihe zum Anfangepunfte i E 


der Abſciſſen an, und die aus ihm fenfrecht aufgerichtete 
gerade Linie ABC fchneide die E Min Bund die FM in €. 
Nun ſey 

— AEmajAfmb; MBugicma 


AN N . n 


Bu 3 Ps Bepts Dub, Zoennoter Capitl 


uund dabeh fege man die Abfeife APx, un die Applicate 
PM= y. Dann ift für die erſte gerade Linie EM 
4: e=atx:yodetay=catz) 
2.000005, amd. für Die andere FM 
eb: aab-—x: y; odeeby = db — x). 
Schaft man nun aus diefen beyden Steigungen y weg, 
ſo bekommt may 
tn beatx)=adb—n) 
ur ' oder — 
J 2 — abd — abe ab(d — e) | 
nn Ä >. berad betad 
| Es läßt ſich alſo Veriittei des Dur hſchaittepuntts zweyer 
geraden Linien die einfache Gleichung | 





ab(d — e) | 
FE 5 ad or 
Be conſteuiren, auf deren Form man alle einfache Gleichun⸗ 
* gen.ohne Ausnahme zuräctbeiggen kann. 
UWU J VVV 489 


Nach den geraden rinien iſt der Kreis am leichteſten zu 
beſchreiben, und daher wollen wir ſehen, was fuͤr Glei⸗ 
chungen vermittelſt der Durchſchnittspunkte einer geraden 

v Linie und eines Kreiſes conſtruirt werden koͤnnen. Es ſey 
alſo, Fig. 98, nachdem man AP zur Are und den Punkt 
A jum Anfangspunfte der Adfcifjen angenommen hat, die 
gerade Linie EM befchrieben morden: fo if, wenn man 
MESUBSbA—EeNnT 
- \ ſetr 
— E — — 73 und ſolgich ay = bla} = 
" Die Gleichung für die gerade Linie, Ferner fen der Halb⸗ 


refer des Freifes CM ==.c, und, nachdem man aus dem 
’ \ Mit⸗ 


⸗ 


\ 
' 
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Mitielpunkte deſſelben cauf die eire die perpendiruläre 
- Linie CD herabgefällt hat, . 
AD =f CD=g; md folglich —E x — 2 und 
| PM—cD=y-—g. 
Da nun wegen der Natur des Kreifed 
CM2 = DP2 (PM — eD)y⸗ 
iſt, ſo iſt die Gleichung fuͤr den Kreis folgende: 


I — 0-8. 
Nun giebt aber die Gleichung für die gerade Einie 


ab Tas bx 
- | 
— rn . daher denn J 
a b „+bx 
ı- g= {t 8 tbx _ 


8 


; id; und fegt man: Diefen Werth von 7. in die andere 
Gleichung, fo befommt man | 
erx— akt 3 Ds 2 
oder | 


Tau tzabb—g Fan pe 
dbb. mat | *aatt 7**o0. 


„N 


— acc 


Durchſchnittspunkte einer geraden Linie und eines Kreiſes, 
fo daß, wenn man aus diefen Durchfehnittspunften M und 
m nach der Age die Petpendikel MP, mp herabfaͤllt, die 
Werthe von x durch AP und Ap autgedruck werden. 

00. BE 
Da in dieſer Gleichung alle auadratifche Sleichungen 


u enthalten find, fo laͤßt ſich daher eine allgemeine Conſtru⸗ 


tion dee aundearifgen Steigungen "ableiten. Es ſey 
| er 7317 


Die Burzeln dieſer Gleichung findet man alſo durch die 


4 
2 


4 | ur | Eu 


“ 998 Zweytes Buch. Zoerrioſter Gap: 


nemlic folgende quadratiſche Gleichung 
— Axx PBx POSG 
J gegeben, die man denn zuvdederſt auf die obige. Form auf 
die Art bringen muß, daß die erſten Suieder uͤbereinſtim⸗ 
men, alſo durch die Multipligation mit. —— N 


aa # bh) xx xx „y Baar B(aa bb)x sn}! bb) 
Sert man nun die abrige Ölieder gleich, fo wird 
= ahab(b —_— g)— 2Aaafn B(a a * bb). 
' . und dalſo 
_ Bas + bb) E 
aAa | 


ar=ib- 
| Da nun 


J a a (b — g)2 } aaff — aace — 
J iſt, fo wird 


un Bb{ BD at th) 
ar gr 
. * BB(aatbb)2 2. Claa’}.bb) 
— aaa —— 


- n 


und alſo 


N ge —— =D _ Blaa t w, 


oo. Aa oo. qA2a2 0 
nn „aacc ee - 
5 wat bb. A 
folglich | 
aacc c_ u „B* 
Es bleiben * drey a, » und c —* 
asace 
2a + bb bb tz 


, doch muß man biefelben ſo annehmen, daß — 


J 


. 
% 
= a. —— — — 


- 17 =. 








\.. 
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Bi. F R 

— 5 eine poſitive Groͤße wird, weil ſonſt b— gz=AB 
—cD, und alfo CD imaginde feon wäre, | ®& 
| nr 


i . 491. 
Es hindert uns alſo nicht, bzo iu ſetzen, und 
dann iſt 


0 BB F4AC — BB: 
g=V. ke — a), un und f= Ey W 


| Da fernet die gegebene Gleichung Axx F Bx FC = 0 feine 
. seele Wurzein hat, wofern nicht BB größer ald 4Ac ift: ro 


AC 
it in diefem Kalle — eine poſitive Groͤße; und 


ſetzt man derfelben ce gleich, fo daß c* N 
\ 2 


V(BB—4Ac) u 


P\ 


iſt, ſo wird ahg=o, und a fällt gänzlich aus der Rech⸗ 


nung weg. Es fällt alſo die gerade Linie EM in die 
Are AB, und der Mittelpunkt des Kreifes C muß i in den 


Vunkte D angenommen werden, wenn AD = = Din 


Befgreibt man aus dieſem Mittelpunfte mit den Salt 
v(B B-—4AC) 


meffer m— 
aA 


etion einer Irrational⸗ Formel nöthig werde, fo fee man 





286 —- nr dabcc— — yGohiäm | 
BB + 4AC 
4AA j R 
ee Dann it 
ν- ac. mg= —E— 
4kA v “. 


YO AkA N 


5 PP 
. 


Es 


einen Kreis, fo zeigen die 


Ze Durchſchnittspunkte deſſelden mit der Ape die Burzeln dee 
‚gegebenen Gleichung an. Damit aber hier Feine Conftrus _ 


‘ 
“. 
en , 


aoo werten Buqh. Sirangsfes Savite, 


Es bleibt alſo die Beſtimmung der, Größe k unferer: Bil 
kuͤhr uͤberlaſſen, und hat man: diefelbe auf irgend eine Art 
angen Men, fo muß, da. die gerade Linie CM In die Are 
faͤllt, Kreis auf folgende Art beſchrieben werden. Man 


—B 
nehme AD = m mache die ſenkrechte einie cD= 


zur Ent _ Li ‚und bejehreibe Aus dem Mitetpanfte 
B ACTkk., 

‚© einen, Kreis, deffen Halbmefier = mac —* iſt. 

Die Durchſchnittspunkte dieſes Kreiſes mit der Axe zeigen 


die Wurzeln der ‚gegebenen Gleichung an. Wenn man aber 


k=- j und, nachdem man ıD= = genommen, 


| .\ ce D =3 — hat,r und der Halbmeſer des aus C zu 

u _—BBt+aAC _uB,c, 
Stsrhenen reife — ZAB —7*5 
"fo ift daher auch der Halbmefer des Kreifee—= AD F.CD; 
und diefe Eonftruction ift für die e Pearis die bequemſte. 


Ps \ 





\ 


$ 492. 
Nun wollen wir zwey ſich ſchneidende areiſe, Sig. 99, 
betrachten, und für den erſten AD= a, CD==h, und 
den Halbmefiee CM = .c fegen, wo denn, wenn man 
‚APz=zx, und PM =ymadt, | 
DP=a-x, und CD-PM=b—y 
I und wegen der Natur bes Kreifes 
| xx —2axt aa * yr=aby Tbb=ce, 
wird. Auf ähnliche Arr ſey fuͤr den ‚andern Kreis Ada; 
4 ser und fein Halbmeſſer ceM=h, fe iſt 


| J—— ng tsg=h —9* 
J | * | Bick 


a. 


\ ° 
) or 


5 Bon der Confrueton der Sligungen. dar 


Zieht man nun biefe beyden Oeiungen von einander a— 
ſo bleibe | | | 

aloaz +aa—f—2(b # g)yt BB gg 
| übrig; und es iſt demnach 


‚aa ybb-f—gg—ccH hh — 2(a —f)Jx 
— — 7— — Bi 


20b rg) 
und daher 
p- ya bb + abg- aa ft gr tee tod 
| ‚big 
2 00d . . | * 
= 2b tg) — 2b rg | 
' N — abtrg). 


Da nun ana + (b-Y2=cc if, fo wird nah vor | 


genommener' Supftitution 
T4.a—f „> —4la +f)cb+ g)2 *6 42) 
?4b 18° — af) (aa-H)xt2(aa— cc) (b rg)2 so 
1 4 (a—f)kcc-bb) 20-hh) (b + g)2 
"Flaa-cc-ff-hh)2 


5 Bermittelft dieſer Gieichung lͤßt ſich die vorhin 6. 490 ana 


gefuͤhrte Gleichung, nemlich 
AxxfBxtCoo | \ 


auf unzählige Arten conſtruiren; und zugleich erhellet. dar⸗ 


aus, daß Peine Gleichung, die zu einem hoͤhern. Grade 


als dem zweyten gehört, durch zwey ſich ſchneidende Kreiſe 
conſtruirt werden kann, weil ſich zwey Kreife i in nicht meße 
‘als in zwey Punkten ſchneiden koͤnnen. ¶Da über eben dieſe 


quadratiſche Gleichung, vermittelſt einer geraden Pinie und 
eines Kreiſes, welche ſich fhneiden, conſtruirt werden kann, 


ſo ‚verdient diefe Tonftruction vor- derienigen, wozu zwey 
Freiſe erfordert werden, mit Recht den Vorzug; es muͤßte 
ſich dem in einigen einzelnen Faͤllen von ſelbſt eine feige 


Beſtimmung der Linien ä,b,f,g;e, und h’darbieten. 


| \ EulereTinli in d. Anal.d. Unendl.li. B. & 5.492 


— 
— 
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7 
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/ 
- 


Jetzt werde ein Kreis von einer Parabel geſchnitten 


Es ſey nemlich, nachdem man, Fig. 100, aus dem Mittel⸗ 


punkte des Kreiſes C auf die Are AP die ſenkrechte Linie 
CD herabgefät. hat, AD a, CD b, und der Halb⸗ 
meſſer CM = c; ſo iſt die Gleichung zwiſchen den recht⸗ 
winkligen Coordinaten AP x, PM=y für den Kreis 


“ — — 


fi: 


- Die. Are der Parabel FB aber. nehme man auf der ange: 
‚ nommenen- Are AP fenfrecht, und dabey fy AE uf, 


 EF==g, und der Parameter der Parabel = = 3h: ſo iſt, | 
wvegen der Natur der Parabel, 


EP2' = ah(EE PM) 
oder, älgebraifch ausgedruckt, 
F .‚a-NMmergiy an 
an alſo — 
N Eh 
z ah 5 
E17 
y-h- ———— -6+9 
Gert man dieſen Werth in die erſte Gleichung, und ſchafft 
daraus y weg, ſo wird 





— 2 
— _ einezen en toten te = 
| oder 
— 2 | +6 
| Fear 4b) 


2 — 4623 4hl(b $g)x2 F4fhibrg)x Fahhlbtg)2= =o 


Hash, —8abh  tanahh 
macchh 


- ” - 
Aa j ! 


nnd 


D 
_ 


⸗ 


I N 
4 \ " > 
Ä 
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und die Wurjen dieſer Gleichung ſind die Abſciſſen Ap, Ap, 


Ap, Ap, daher denn die Applicaten durch, die Durchſchnits⸗ 
punfte M, mm, m gehen. 


EEE U Vans: 
cn diefer Gleichung beſinden ſi & ſechs beſöndige Groſen, 
“a,b,c,f;g,uidh, davon aber zwey b + g.für eine zu 


⸗ 


⸗ 


rechnen find, To daß man nur fünfe behaͤlt, wenn man 


-brgmkfeste Macht man nemlich 

a CDiEFebtgak 1— 
fo bekommt man folgende Gieichung: 
N ’ 


iu 
% 
Im 
we. ” 


U pPfa 
6ER — a4aft3 — affhk 
x4 —- 4fx3 — ahkxx 4fhKkx Fahhkk=o 
Pre | ‚rahb — 8ahh Yaaahh 
— —— 40chh 
Auf dieſe Form läßt ſich aber jede biquadratiſche Sleſchung 
zuruͤckfuͤhren. Denn es ſey die Gleichung 
xa— Ax3 FBxx—- Ct Do 
“gegeben, fo iR, wenn man vergleict,, - 
443; oder 44 
6F— 4hk —— oder JAA-Ahk q 4hBRSa B 
und daher vn . 
| "3AA . 
on keiiith- Fr u 
2.007048 — 4fhk Hr gahh= cc 
| ober N 
En — A: —Ahh J + gahb es 
⸗ alfo :: 


a .* rA3 A_ t. Axß C- 32 


— — a56hh" 5" Zaih Bike, 


W ES Io eteiya 
8 ece c6106 


. RG AM En Vuche Boauoſtes Emi ; 
Du E— abk)2 Haaahh —4echb=D, 


nn und. 
B ‚AA 
E 2618 * 2 ahh — —- 
‚. and. | 
un A3.. Ah AB 
et gb —— to — 
Pe 1286 4 ten 


"Sosfitvirt man nun diefe Werthe, fo befommt man eine 
Gleihung, die.c und h-enthält, die man deswegen aus 
ihre auf die bequemfte Art deſtimmen muß, fo nemlich, daß 
jede dieſer Sedhen einen reellen Werth bekommt. 
— 4 45.— F 
Da aber aus ieder. hiquadrotiſchen Gleichung das zweyte 
Glied leicht weggebracht werden kann, ſo wollen wir an⸗ 
‚nehmen, daß felches bereits geſchehen fey, und daß el 
folgende Sleihung Ä 
Zu 26. % } Br CH Fi Do | 
' confteuiet werden ſolle. Hier iſt nun 


B C- 

fzo;kı ıh- Zıa=— 
ie ; * 4h ı= 8hh:- 

= \ und weil 


10 


chki— faahh— 25 und sah 
if, nen, — | 
R sha- aBhhf, #BB J on —4chh=D 
. Hieraus ie 
—XR ccH: —— — 


ae SFT Und LT 


| Schhe= Y (4hh{ß: 46102 + Cc—i6Dhh 
2, ec, De 


W er 
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Da aber insbefondere darauf zu fehen iſt, daß ſowohl e al⸗ 


⁊ 


h reell fd, fo ſetze man on | zZ 
W 4b 
en ſo wird a 


cc— 16Dhh f8Bhhg— 32 kaq —shhagen. o. 
Damit alſo dem Verlangten ein Genuͤge geſchehe, muͤſſen 


zwey Faͤlle unterſchieden werden, der eine, wenn Deine 


negatide, und der andere, wenn D eine poſitive Größe er 


Li es fen alfo WO 
I 
D eine pofitive Größe —+EE, f daß folgende lt 
zu confteuicen if: 
sy Bun ICcktEE= 
— RB 
Man ſetze zu dieſer Abſicht 0, daß eo —E 


ſed, ſo wird | 


oo. | flsih Ze 
— — CC — 4BE 
‘ 2. * 76—7 * 
N and | 
- .  CC—4BE’ - 2EE ' 
sec Sam; ud tSo, 





, II. oo _ 


Wenn aber D negatib, und = — EE ift, ſo daß folgende 
Sleichuns sonfteuirt Werden muß ⸗ 

DE werben Emo 
’ fo wird ' Ä | 

.6gccht — = CC} 4hh(4kh — B)2 4 16EEhh. 

Dieſe Gleichung giebt einen reellen. Werth für c, man 
mag h annehmen, wie man will; denn es wich 

| ‚Eız 0 Jen 


x l 


vs 


J ſeyn moͤgen: 


I 3 .yyreyztoıtiytatrtmo 


. , ⸗ 
Ne. - ‘ ? 


* 


⸗ 


46 Bee Bud. Bere Cat, 


2 YES thhahh — me + 166 E66) 
 $hh BE = 
und h ann nach Gefallen angenommen werden. Man 


nehme es alſo allemal fo, daß man « leide conſtruiren 


"Tann; und ift dies geihehen, fo wird, wie vorhin 
ahh — 
4b 


— 


ASfsojchtärsi= k; und 


| ce | 
J N - AD= a > Shh’ — 
Setzt man, E=o, fo ergiebt fi fi die. Conſtruction der 
cubiſchen Gleichung 
u ut ceo 
and uf diefer Conſtruetien beruht Bades befannte Kegel: 


7 
l 


8. 456. 


Run wollen wir iberdaupt zwey Linien der zweyten 
Ordnung oder zwey Kegelſchnitte nehmen, deren Glei⸗ 
Wungen ſich auf eine gemeinfchaftliche Are und auf einer; 
fen Anfangepunft der Abſciſſen beziehen, und folgende 


ayyhbyxtexxtdyfextf=o R 
Sdgaſſ man hieraus nach der oben erklaͤrten Methode'y 
j weg, welches geſchiehet, wenn man dieſe Sbeichungen mit 
den im a79ſten $ betrachteten, nemlich 
ano PrartRıyme 
: . md". Ze 
0 “ptgytiıym=o - 
dergloicht: fo werden P und p Funktionen der. zweyten 


>... Dredmung vonx; Q und q Funktionen der erſten Ordnung, | 


- AndRunde beftändige Groͤßen; und daher erkennt man, daß 


die durch die Elimination hervorgebracht Gleichung eine 
186 | un bigua 
. A 


N 


37. - 
4 
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biquadratiſche ſeyn wird. r koͤnnen demnach durch zwer | 
ſch ſchneidende Linien der zweyten Ordnung. Peine Glei⸗ 
&ungen conſtruirt werden, die zu einem hoͤhern, als d en 7 
vierten Grade gehören; aber von dieſen Gleichungen wife 
fen wie, daß Ihre Conſtruction vermittelſt des Kreiſes uhd 
der Parabel zu Stande gebracht werden -Faun. Eben 
dieſes läßt fih auch aus der -Natur der Linien der zwey⸗ 
* ten Drdnußg fehließen, weswegen diefelben von einer geras 
- den Linie in zwey Punkten geſchnitten werden Fönnen. 
Hiernach Fönnen zwey gerade Linien die Linien der zwehten 
Ordnung in vier Punkten ſchneiden; um da zwey gerade 
Linien, wenn man fie in Verbindung mit einander be 
trachtet, eine Art der Linien der zweyten Drdnung aus—⸗ 
machen: fo.echellet, daß ſich zwey Pinien der zweyten Ord⸗ 
nung in vier Punkten fepneiden Finnen. 


| Su nn 
Sollen, um Durchſchnittspunkte zu erhalten, zwey en \ 
nien, die eine von Der zweyten und die andere von der drits , 
‚ten Drdnung genoramen werden, und ihre Gleichungen 
folgende ſeyn: 
PrQy Ryy =o . 
etrytnyyts?=o | 
fo ift P eine Funktion⸗von zwey Dimenfionen von x, Q eine 
- Zunftion von einer Dimenſion, und R eine beändige 
Groͤße; dagegen iſt p eine Funktion von drey Dimeſionen, 
q eine Funktion von zwey Dimenfionen, reine Fumktion von * 
einer Dimenſi ion, und s eine beftändige Groͤße. Sieht man 
hierauf bey der durch die Elimination nach $ 480 gefunde⸗ | 
nen Gleichung zuruͤck, fo erheilet, daß diefe Gleichung zum“ 


- 


ſechſten Grade gehören muß; und es fönnen daher durch’ r 
eine Linie der dritten Ordnung, welche von einer eLinie der om: 


ea | 5. iwed⸗ 





- 408 Zuweytes Buch. Swanzigfle Cap - 


| zweyten Ordnung gefchnitten wird, feine Gleichungen cı con= 
ſtruirt werden, die zu einem höheren Grade als dem ſechs⸗ 


N 


ten gehören. Eben diefes erfennt man aus der Natur ‚eis 


ner’ jeden £inie der gedachten Hrdnungen, Denn da die . 


Linien der, dritten Ordnung von einer geraden Linie in drey 
Punkten,geſchnitten werden, fo werden fie von zwey ges 
„raden Linien, die zufammengenommen eine Finie der zwey⸗ 
ten Ordnung ausmachen, in ſechs Punkten geſchnitten. 


I 


$ 498. 





Bern man die oben erklärten Eliminationen, und die 


vorhin gebrauchten Schluͤſſe von den Durchſchnittspunkten, 


ſchneidende Curven, wenn fie zu der dritten Ordnung ge⸗ 
hoͤren, nur Gleichungen, die den neunten, und, wenn fie 
zu, der vierten Drdnung gehören, nur Gleichungen, die 
den ſechszehnten Grad nicht uͤberſteigen, conſtruirt werden 
kdunen. Ueberhaupt'Fönnen durch zwey ſich fchmeidende 
Linien, davon die eine zur Ordnung m, und die andere zur 
Ordnung n gehoͤrt, alle Gleichungen conſtruirt werden, 
welche nicht über die Drdnung mn hinausgehen. So 


bdraucht man, um eine Gleichung vom Bundertften Grade 


zu conftruiren, eintweder zwey Linien der zehnten Ordnung, 
oder eine Linte der fünften und eine Linie der zwanzigſten; 


. weiche von geraden Linien gemacht werden, auf die höhern 
Ordnungen anwendet, fo ift klar, daß duch zwey ſich 


“ Drdnung, ꝛc. wenn man die Zahl 100 in zwey Faktoren 
aufloͤſet. Wen aber die hoͤchſte Poteſtaͤt der zu conſtruiren⸗ 


den Gleichung eine Primzahl, oder eine ſolche Zahl iſt, die 


Feine bequeme Faktoren zuläßt: fo muß 'man dafür eine 


"andere größere Zahl fegen, die in bequeme Faktoren zerfällt 
werden kann; denn die beyden Curven, wodurch fi Blels 
chungen von höhern raten conftruiren lafen, fdnnen auch 
. | jur 


‚ braucht werden. &o fann man zur Conſtruction einer 

Gleichung vom zgften Grade zwey Eurven nehmen, davon 
die eine, zur: fechften und die andere zur fiebenten Drdnung . 
gehoͤrt, weil man dadurch eine. Gleichung vom zwey und 


\ 


y 


j ‘ 
’ - 
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zur Conſteuction der Gleichungen der niedrigern Grade ge⸗ 


vierzigſten Grade conſtruiren kann; J und diefe Conftruction 


ift allerdings einfacher, ald wenn man eine ©: rede von, der 
dritten und 'eine von der dreyjehniten Ordnung brauchen 


wollte. 


Far | 


"Hieraus echelet, daß ſich eine jede Gleichung auf viele, 


ja auf unzählige Arten durch zwey einander fehneidende 
Curven fo conftryiren laͤßt, daß man ihre reellen Wurzeln 


daraus erfennen kann. Aus diefen- unzähligen Arten muß 


‘han aber jedesmal diejenige wählen, die ſowohl durch die 


einfachften ald auch zum Entwerfen Teichteften Eutven zu ° 
Stande gebracht werden; und inöbefondere, bat man dars. 
auf zu fehen, daß man ‚veemittelft der Durchſchnittspunkte 
alle reelle Wurzeln erhalte ‚: welches flatt finden wird, | 
; wenn ‚man ſolche Curven wählt, die, feine imaginäre - 


Durchſchnittspunkte haben. Nun haben wir oben geſe⸗ 


| ben, daß dergleichen nicht ftatt finden fönnen, wenn die 


Aipplicate y in der einen Gleichung für die Curven ciner 


. . einfdgmigen Zunftion von x gleich ift; denn alsdann ift eg, 


weil diefe Curve: Peine fmaginäven Applicaten hat, una 


moͤglich, daß imaginäre Durchfihnittspunfte entftchen, 
wenn auch die Anzahl der imaginären Applicaten der ans 
dern Curbe noch. fo groß ift. Man muß daher bey diefer 
Eonftenction die eine Curve allemal fo annehmen, daß iüre | 
 -&feihung in der Form | 


PtQy=o | 
enthalten iſt, wo p und QFunktionen von x bedeuten. 


93 Ces eh 


‚! * n 
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f 


= . g. soo. N 
| rn. a alfo eine Gleichung aegchen, fo ſuche man eine 
Curve, weide duch die Steihung ° 7. 
\ ,..P+tQOy=eo ,, 


\ ausgevruckt wird. Und da die Gleichung fuͤr die andere | 
| Curve ſo beſcaffen ſeyn muß, daß fi ch darauf, wenn mat 


in ihr = - für y ſetzt, die gegebene Steicung ergebe: ſo 


kann man aus der gegebenen Gleichung auch die Glei⸗ 
chung Nr dig andere Eurve finden, wenn man. darin y° 


fir < — —— feft Iſt B. folgende Gleichung gegeben: N 
x4 An $Ex2 }cxtD=o 
fo nehme mon für die eine Eure, die durch die Gleichung 


Bun ayzaxıtbr- | BE 
iJ gutgerue Parabel; und da daraus | 


4 
” 


f xx=ay—bx. 
or wird, ſo fetze man dieſen Werth, ſo oft es beliebt, in die 
‚gegebene Gleichung. Alsdann wird: | 
x4 =aayy = aabxy tr bbxx. 
Am +. Aaxy — Abxx u 
und man befommt demnach folgende. Gleichung der zwey⸗ 
ten Ordnung: 
aayy rt atA—abyxy' + (B— Ab +bb)xx + Ccxr+D=e 
deren Durchſchnittspunkte mit der Curde ayaxx ı bxrdie 
Wurein der gegebenen Gleichung anzeigen werden. 


J 


u.» 


Zu -$ cor. 
Da dieſe beyden Curven durch willkuͤhrliche Veſtim⸗ 
mung der beſtaͤndigen Größen a undb auf unzählige Arten Ä 
‚verändert werden Fönnen, ſo laͤßt fich dadurch eine noch 
weit | 


\ nt v N ö 
' 


en 7 


Von der Conſtruetion ber Breiuingen. ar = 


04 


weit größere Verſchiedenheit erhalten, Denn ba aus er 
| erſten auadratlſchen Gleichung 
a aytfhxmo. 5, 
ift, fo Hat man auch er 
“ acxx— aacy Fabex=o _- - 
und addirt man dieſes zu der letzten Gleichung, fo entfiehf _ 
eine noch viel weiter fich erfiredende Gleichung für eine 
Linie der zweyten Ordnung, deren Durchſchnitts punkte mit 
der erſten eben ſo gut die Wurjeln der gegebenen Gleichung 
anzeigen. Die beyden Eurden, wodurch .man die. Eon 
= " fieuction zu Stande bringen kann, find nemlich 


1.7 dh | ee 
\ aymxxYTbx u _ 
, II. 


aayyta(A—ab)xyt(B—Abtbbräac)sik ' 

V. aacyt(Ctabe)x#D=o. Zu 
und diefe legte Gleichung Fann fo eingerichtet. terden, daß 

ſie jeden Kegelſchnitt unter ſich begreift. Wan darf nur · 

auf die Groͤße 

"AA—4B— gac " | 4 

"gehen. Denn. if diefe pofitiv, fo ift die Curve eine Hoper⸗ 

bel; if fie = o, fo ift die Eurve eine Parabel; und if fie 
negativ, fo ift die Eurve.eine Eilipfe. Ein Kreis aber wird 


N 


\ 


u diefe andere Eurve ſeyn, wenn Ä ’ 
FE beta; unnaa=B-zAAfas \ 
on oder | j 
n . e=ar AA _ B \ u 
42. a ur 
Niſt; dein alsdann iſt die Gleichung für denſelbhen— 


> “ . A f , 
aaryy t aaxx - a4 2  Baytlcı = 


elle FE 


N} 
‘ 
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u on ae — 6.. 
a AR, A 
as G 8 337* ur Fr rl, 
Er Zu "A3- AB — 
— — — —)2 ! 
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arltaderirte Tre 
AB. Do. 0.8 


aa aa \ 


und dieſes Sid das Quadrat des dalbmeſer des greiſet 


5. 502 7. 


Auf dieſe Art hat man alſo aus den Kegelſchnitten allein 
eine unzählige Menge Surven, die, von der Parabel , 


ay=xxYt'bx gefchnitten, durch ihre Durchſchnittspunkte 
zu den Wurzeln einer gegebenen Gleichung fuͤhren. Was 


man von dieſen Curven auch für eine'nehmen mag ı ſo 


wird doch die Parabel in’ denfelben Punften gefchnitten, ja 


ed. fchneiden ſich alle jene Linien einander in denfelden 
| Punften.. Man kann daher auch aus diefen unzähligen 
Eurven, ‚wenn man die vorhin, gedachte Parabel übergeht, . 


irgend zwey nach Belieben annehmen , diefelben über einer 
gemeinſchaftlichen Are beſchreiben, und ſo durch ihre Durch⸗ 


— 


ſchnittspunkte die Wurzeln der gegebenen Gleichung kennen 


| lernen. Es kann demnach jene Gleichung conſtruirt wer⸗ 


dem, entweder durch den Kreis und die Parabel, wie wir 
ſchon oben gefehen haben, oder dur zwey Parabeln, oder 


. , dur eine Parabel und Ellipſe oder Hyperbel, oder durch 


zweh Ellipſen, oder zwey Hyperbeln, oder durch eine El⸗ 


lipſe und eine Hyperbel. Noch groͤßer aber wird die Man⸗ 


iglatiatein dieſer Conſtructionen, wenn man dazu auch 
die Curven der hoͤhern Ordnungen anwendet. R 
| . 9. 503. 


> \ 
q - 


— — .— 


— - 
- t . 


— — 


und da daraus x12 = a9y3 wind, fo bekoͤmmt man durch 


— 


Von ve, Eenftrussion ber. Gleichungen. ‚413 
W — | . 6, 502. on 

uuf aͤhnliche Art laſſen ſich die Gleichungen der bohern 
Grade conſtruiren, wenn man fuͤr die eine Curve eine pa⸗ 
rabolſſche Linie nimmt, die in der Gleichung y Pent⸗ 
Halten if. Soll b B. folgende Sleichuns conſnruirt 
werden, 

xra2 — fr ox⸗ 4 fdgx — gı2 =o 

fo nehme man dieſe Plabolifce Gleichung der” oierten 
Drdnung - 


” 


x4 asp‘ 


die Subftitution diefes Werthes folgende Gleichung für, | 
eine Linie der dritten Ordnung: 


ı 
a9y3 — f10x2 + f?gx — gꝛ2 = 0 


Addirt man bierzu irgend ein Bielfaches der erften Glei⸗ 
chung x4+ — a3 == 0, fo findet man eine unzaͤhlige Menge - | 


Linien der vierten Ordnung, davon je zwey mit eins . 
ander verbunden zur Conſtruction dee gegebenen Gleichuns 


gebraucht werden koͤnnen. 


$; 504. 


Ereignet es ſich, daß man auf die beſchriebene Art aus 
der gegebenen Gleichung keine bequeme Conſtruction finden 


kanmn, ſo multiplicirt men dieſelbe mit x, oder x2, oder 


x3, oderirgend einer andern höhern Poteſtaͤt von x, fo daß 


zu ihten Wurzeln noch einige berſchwindende Wurzeln kom⸗ 
men, welche durch die Durchſchnittspunkte im Anfangs⸗ 
punkte der Abſciſſen angezeigt, und ſo leicht von den. uͤbri⸗ 


gen wahren Wurzeln unterfchieden tverden. Auf diefe Ark 


Kefonimt man zwar eine Bleichung. von einem - höheren . 
Sede, alein demungeachtet findes man öfters bequemere 
on | = Eon 


414 Zweytes Buch.’ Zivanzigſtes Capitel. 
Conſtructionen. Wäre z. B. die cubiſche Sleidung ge⸗ 
geben Ze | . 

x HAxet Br} 
"po (würde, wenn man xx =ay fegte, fo daß die eine con⸗ 
ſtruirende Curve eine Parabel würde, ‚die andere Eurve 
allezeit eine Hyperbel feyn. Denn fest man ay für. = ſo 
bekommt man die Gleichungg: 

N. Fu axyfAaytBxtc=o R 

ober, wenn man die erſte Gleichung —— = © o bins 

zu addirt, folgende von meiterm Umfange 

V axytesxtaA—cytBxtc=e. 0. 
die "aber auch ſtets eine Gleichung für' eine Hpperdel iſt. 
Scheint es daher bequemer, den Kreis, oder die Ellipfe, 
oder dje ‚Pargbel zu gebrauchen, fo multiplieire man die 
gegebene. Gleichung mit x, um ’ 

BE ah Axs hBix t Cx=o. el 

MM befoinmen. Denn vergleicht man biefe Gleichung mit 
der oben conſtruirten biquadratiſchen Gleichung, ſo wird 
Daze, und: Diefe Gleichung laͤßt fich. allemal duch den 
Kreis und die Parabel conſtruiren. J BER 


“ $ 50% - 
j Da affo jede ®leichung, fie mag zu einem Grade ges 
bören, zu was für eirfem fie will, durch zwey fich ſchnei⸗ 
dende algehenifche Curden confteuirt werden kann, und 
mar auf unzählige Arten: fo kann man zu der einen Curde 
was für eine man will annehmen, und,daher iſt die Frage 
entftanden: ‚Wie.eine gegebene Gleichung vermittelft.einee 
— gegebenen Curve conſtruirt werden koͤnne? Hierbeyäftzus 
vooͤrderſt zu bemerken, daß die gegebene Curde don dee Ark 
ſeyn muß, daß ihre Applicate durch eine einförmige Funk⸗ 
tion von x ausgedruckt wird, damit nicht: Iniagmäre Durch⸗ 
ſquint⸗ 


‘ 
DO Zu 


— 


— — — 
* 
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ſchnitttpunkte die Conftructton verwirren. Denn es iſt 
nicht hinreichend, daß die gegebene Curve oder auch nur 


er ein gegebener ‚Theil son ihr Abſeiſſen habe, welche einer 


Wurzel der Gleichung gleich find, eine Bedingung ’ die” 
‚man ausdruͤcklich beyzufuͤgen pflegt, wenn man nur eine 


Wurzel der gegebenen Gleichung zu wiſſen verlangt: weil 


es ſich ereignen kann, daß jene? Bogen der Curde gär kei⸗ 
nen Durchſchnittspunkt zuläßt, obgleich die Abfciffe für eis 


. - nen gewifen Punkt in ihr eine wahre Wurzel if. Es kann 


nemlich diefe Wurzel entweder durch einen imaginären 
Durchſchnittspunkt, gehen, oder fie koͤnnte auch durch den 
Durchſchnittspunkt eines andern Schenfels, der zu eben 
der Abſciſſe gehoͤrte, angezeigt werden. Aus diefem Grunde 
Halte ich mich daher bey dieſer mehr neugierigen als nuͤtz⸗ 
lichen Frage nicht auf, da ich die wahren Gruͤnde aller 
dieſer Eonftrustionen ausführlich genug gezeigt habe. : 





a 


\r 





“ - 
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Bon den tranfeendenten Eurven. I 


I» 
J 


u en $. 506, ' 


. Bisher haben wie uns mit'den algebraifchen Curden 


‚Befchäftiget , und diefe waren fo beſchaffen, daf, wenn die 


Adfeiffen auf irgend einer Axe angenommen wurden, die 
zu dieſen Abſciſſen ‚gehörige Applicaten durch algebraifche 
Zunftionen der Abſciſſen ausgedruckt werden konmen, oder 
fo, denn dies fagt eben daffelbe, daß fih das Verhaͤltniß 
zwiſchen den Adſciſſen und Applicaten durch eine algebrai⸗ 
ſche Gleichung darſtellen ließ. Hieraus fließt nun ſogleich, 
daß eine Curve nicht zu den algebraiſchen gerechnet werden 


"Darf, wenn man nicht im Stande iſt, den Werth der Ap⸗ 
plicate durch eine algebraifche Zunftion auszudrucken. 
Man nennt aber dergleichen Curven, die keine algebraiſche 
find, tranſcendente; und es ift folglich eine tranfcendente 


Curve eine ſolche, bey welcher das Verhaͤliniß zwiſchen 
den Applicaten und Abſciſſen durch Feine algebraifchei Slei: 
hung ausgedrudt werden kann. So oft daher,die Appli: 


cate y einer tranfcendenten Funftion der Abſciſſe x gleich 


ft, fo oft muß auch die Eurve zu den tranfcendenten eur 
ven gerechnet werden. 


y 9. 507. 
Im erſten Buche haben toir vorzüglich zwey Arten der“ 
iranſcendenten Größen betrachtet, die rogarithmen, und 
u die 


\ 
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Die Kreisbogen. Wenn alſo die Mpplicate y gleich ift ents 
weder einem Logarithmen der Abfciffe x, oder einem Kreiks - 
bogen, deflen Sinus, oder Eofinus, oder Tangente dur 
bie Abſciſſe x ausgedruckt wird, fo daß | 
= Ix; oder y ⸗ A. ſin. x, oder y=A, cof x 
oder y== A.tang. x 
AR; oder‘ wenn überhaupt dergleichen Ausdrücke inder Glei⸗ 
‚Kung zwifchen x und 7 enthalten ſind, ſo iſt die Curve eine 
cranſcendente Curve. Doch machen dieſe Curven nur einige 
Arten der tranſcendenten Linien aus, und es glebt außer ihnen 
noch eine unzaͤhlige Menge anderer, deren Quelle in der 
Analyſis des Unendlichen ausfuͤhrlich befchrieben werden . 
wird, daß es alfo eine weit größere Anzahl von tranfcendens 
ten ald von algebraifchen Curven sicht, | 
5. 588. 
Wenn eine Funktion keine algebraiſche Funktion ik, fo 
iſt ſie tranfcendent, und macht dahet auch die Curve, in 
deren Gleichung fie fih befindet, zu einer tranfcendenten. 
Es ſind aber die algebraifchen Gleichungen entweder ras 
tionale, und enthalten feine andere ald ganze Erponenten, 
oder irrationale, in welchen gebrochene Erponenten vors 
fommen; allein in diefem legten Kalle kann man fie gleich-. 
wohl in rationale Gleichungen verwandeln. denn alfo 
„eine Gleichung für eine Curve fo befchaffen iſt, daß fie we⸗ 
der rational ift noch rational gemacht werden kann, ſo 
‚gehört fie zu den tranfcendenten. Wenn nun in einer Blei 
hung forche Poteftäten vorfommen , deren Erponenten wer 
der ganze Zahlen noch Brüche find, fo läßt ſich diefelbe 
nicht rational machen, und es gehören demnach die Eurven, 
Die durch ſolche Steichungen ausgedruct twerden, zu den 
tranſcendenten. Hieraus ergiebt ſich die erſte und gleich⸗ 
Eulers Einl.in d.Anal.d. Unendi. ED, Dd ſam | 


“ 
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Fam einfachfte Art der. tranfeendenten Curven, dieienigen 
nemlich, in deren Gleihungen irrationale Erponenten vor⸗ 
u Fommen; und da dieſe Gleichungen weder Logaxithmen 
noch Kreisbogen enthalten, fondern allein durch irrationale 
- Größen hervorgebracht werden: fo feheinen quch die das 
‚duch ausgedruckten Eurven mit mehrerm Rechte zu der 
gemeinen Geometrie gerechnet zu. werden, und find daher 
auch vom.Hrn. von Keibnig‘ interfcendente Curven ges 
nannt worden, weil fie. gleichfam das Mittel zwifchen den 
algebraifchen und den ttanfcendenten halten, 


s 
% 509 


Eine beiche interſcendente Eurve iſt die i in 1 folgender 
Gleichung r 
2 


72 

enthaltene; denn man mag diefe Gleichung durch die Erhe⸗ 
bung zu Dignitäten verwandeln wie man will, fo erhält 
man doch nie dafür eine rationale Gleichung. Es kann 
Daher eine ſolche Sleihung auch auf Feine Weife geomes 
triſch confteniet werden, weil fi) Feine andere Poteftäten 
geometriſch darſtellen laffen als fole, deren Exponenten 
rationale Zahlen find, und e& unterfcheiden ſich Daher ders 
gleichen Eurven auch durchaus von den geometrifchen. 
Denn wollte man den Erponenten y’2 nur näherungsmeife 
ausdrucken, und dafuͤr einen von 1 folgenden Bruͤchen ſetzen, 

| 3.,7.17,41, 99, 

2'5, 12’ Er 70 
fo würde man zwar algebraifche Curven befommen, welde 
ſich der geſuchten Curve naͤherten, aber zu der dritten, 
oder ſiebenten, oder ſiebenzehnten, oder ein und vierzig⸗ 
ſten Ordnung,ꝛc. gehoͤren würden. Da alſo Va nicht 
anders rational ausgedruckt werden Tann, als durch einen 
Bruch 
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eu; deſſen Zahler und Nenner unendlich. große Zahlen | 


find, jo gehört die duch die Gleichung y A ausge⸗ 
druckte Curve zu einer Ordnung, deren Hoͤhe durd 00 
“ausgedruckt werden muß, und Fann folglich nicht zu den 
algebraiſchen Curven gerechnet werden. Dazu kommt, daß 
Y 2 einen doppelten Werth bat, einen poſitiven und einen 
negativen; woher ‚denn y. allemal einen doppelten Werth 
erhält, und alfo die gedachte Eure eine he zwicfache Curve 
wird. 


$ 510; .. j ’ 
Hiernächft ift man ofne Beyhuͤlfe der Logarithmen gar 
nicht im Stande, die durch ya A ausgedruchte Curve 


| Ltg ., V2 
genau zu conftruiren. Denn day= Y ift, fo wird, 
wenn man die Logarithmen nimmt, ly=v.2.lx, und 


es Sigbt folglich der Logarithme einer jeden Abfeifie, mit 


Y 2 multipliciet, den Logarithmen der Applicate, fo daß 
man die zu, jeder Abfeiffe x gehörige Applicate aus den Los 
garithmiſchen Tafeln beftimmen muß. ft z. B. x=o0, 
fo wird auch yo; iftx= 1, fo wird auch y= 1; dieß . 
erfennet man aus der gegebenen Gleichung felbft fehr bald, 
FR hingegen x = 2, fo wird, 1y = YılamYa2. 
‚0, 3010300; und da Y2 = 1,41421356 iR, fo hat.man 
‚lyz=o, 4257274, und alfo näherungsmeife y== 2,665 186. 
Auf diefe Art kann man zu jeder Abſciſſe Die Applicate durch 
Rechnung finden, und die Curve conftruiren, wenn für x 
oſitive Größen gefegt werden, Laͤßt man aber x negativ 
werden, fo ift es ſchwer zu beftiimmen, ob die. Werthe von 
7 reell oder imaginair fepn werden. Denn es ſey x*—1, 


fe bleibt ‚maußgemact, ob nm”? „eine seele oder eine 
| m 2 | ima⸗ 


13 
⸗ 
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u imaginaire Größe fey, indem die näherungsweife für Y’a 
gefundenen Zahlen und nicht in den Stand fegen, darüber 
etwas zu entſcheiden. | 


- 6 511. 

Noch offenbarer ift es, daß die Gleichungen, in welchen 
fmaginaire Erponenten vorkommen, zu ben trahfcendenten 
- gerechnet werden. müffen. Es kann ſich indek allerdings 
ereignen, daß Ausdrüce mit imaginairen Erponenten gieich⸗ 
wohl einen reellen und beſtimmten Werth haben. Beyſpiele 
hievon find bereits oben [im erſten Buch im achten Eapitel] 
da geweſen, und es mag daher hier nur folgendes zur Er⸗ 
laͤuterung ſtehen: 

+V-ı 4x ” — 1 

V—t 


2y=x 

TV’- — In 

Ob nemlich gleich ſowohl x_ ale x imas 
ginair ift, fo ift doch Die Summe von beyden reell, Denn 
man feße Ix=v, und laffe e die Zahl bedeuten, deren 


Hyperboliſche Logarithme = ı if, fo wird x = e“; und 
braucht man dieſen Werth, ſo bekommt man 
| yet tn, =,V-ı 
Nun haben tie im erfien Buche $. 138 geſehen, daß 
tr5- re vY—ı 


22 co. A.. 








iſt, und es wird folglich 
y= coſ. A. v coſ. A. IXx. 
SR. nemlich irgend ein Werth von x in. Zahlen gegeben, fo 
ſuche man den hyperboliſchen Logarithmen davon, und 
ſchneide in einem Kreife, deffen Halbmeſſer = ı ift, einen 
dieſem Logaraithmen gleichen Bogen ab; wo denn der Cos 
| finus 


. ® 


= 
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ſinus dieſes Vogens den Werth der Applicate y geben wird. 
Iſt z. B. x S 2, ſo daß A 
i + V— 1 —V— 1 


ay=2 7 oh 4 
wird, fo hatmen - | 


| 2 col.A.I2 = col.A.o, 6931471805599 


Den Bogen aber, der 12 gleich iſt, findet man, da der 
Bogen, des durch 3, 1415926535 2. ausgebrugft wird, 
1800 enthaͤlt, nach der Regel de Ti 390, 42’, sı”; 


52,9", und fein Coſinus iſt =0,76923890135408, welche 


Zahl folglich den Werth der zu der Abſciſſe x — 2 gehoͤri⸗ 
gen Applicate y ausdrudt. Da alfo dergleichen Yusdrüde 


Logarithmen und Kreisbogen in fich enthalten, fo werden 


fic auch mit Recht ju den tranfcendenten gerechnet. . 


§. 512. 

Die erſte Stelle unter den teanfcendenten Curven neh⸗ 
men demnach dieienigen Curven ein, deren Gleichungen, 
außer algebraiſchen Groͤßen, Logarithmen enthalten, und, 
‚die einfachfte darunter. ift Dieentae, welche durch die 
Sleichuns 

1- 2 _; s. oder x bI I 


ausgedruckt wird wo gleich iſt, was man n für ein Loga⸗ | 


rithmifches Syſtem zum Grunde legen mwill,. weil alle Los 


garithmiſche Syſteme durch die Multipfication mit der bes 
ftändigen Größe b auf eins zuetichgeführt werden. EB bes . 


I zeichne alfe-k die hyperboliſchen Logarithmen, und die durch 
1*b1 * ausgedruckte Curve heiße, ſo wie ſie unter die⸗ 


ſem Namen bereits allgemein bekannt Ht, die Logarith⸗ 
mifche Linie. &8 bedeute e die Zahl, deren Pogarithme 


ri vnd es fey foſglio en x. 
/ 


Dd3 ‚=e 
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e= 2,71 RRBNBR8A 5904523530028 


fo wird | 
en] FÜ oder y =ae x 
und aus dieſer Gleichung laͤßt ſich die Natur der Logarith⸗ 
miſchen Linie ſehr leicht erkennen. Denn ſetzt man für x 
nach und nach Werthe, die in einer arithmetiſchen Progreſ⸗ 
ſion fortgehen, ſo erhaͤlt die Applicate y Werthe, die im 
einer geometrifchen Progreſſion auf einander folgen. Um 
aber. die Gleichung leichter eonfteuiren zu fönnen, feße man 


e=miudb=nt, ſo wird y=am ui , wo m,eine 
jede pofitive Zahl bedeuten kann, die groher als 1 iſt. 
Wenn alſo 
x o, de, 20e, 26, 46, .56, 66, x. 
iſſt, fo wird 
a, am, amꝰ, am3, ama, 'ams, ams, x 
und legt man der Abſciſe x negative Werde t bey, fo 
wird, wenn man 


a=—6 — 2c, — 30; 40, 50 2 
wu © ſetzt, | 
x 
em 8 -:- a. a ‘& a x 
— — 5 — ——— — 
& 513 


gieraus erhellet, daß die Applicate, y altenthatben 904 

‘ füge. Werthe befommt, die, ohne Ende machfen, wenn 
- man die pofitiven Abfeiffen ohne Ende zunehnten- loͤßt, und 
auf der andern Seite der- Age ohne Ende abnehmen, fo 
Daß daher die Are Ap, Fig. 101, die Afymptote-der Curve 
wird. Nimmt man nemlich A zum Anfangspunfte der Abs 
ſeiſſen an, ſo iit daſelbſt die Applicate ABa, um macht 
mMan 


._ 


8 
eo 


Won den tranſcendenten Et, . 45 


man AP=x, fo iſt die Applicate 2 

PM=y=am zie ae *ib. 

ru J und folglich Zu * J 

y. x . R . 3 
l-=—- 


' oo.“ a b f 
Henn man al die Abſciſſe Ä P durch die Befrändige Seite: 
b dividirt, beit der Quotient den Logarithmen des 


Verholtniſes * aus, Wenn der Anfangspuntt der Abe, 


dd 


ſciſen ankam in der Are 3. B. in a angenommen wird, 
ſo bleibt die Gleichung ſich ähnlih. Denn; es ſey Aa —=f, 
fo wird, wenn man aP =t eat, da dann x St — fiſt. 
(t — 2 FR Z b * b 
yzae = 48 


Man fps die tea Soßen: 2 > eu g;-{6 wit 
t: b a EEE 
mg - 
„Hieraus erhellet da ab = sit, daß - | 
’ 
| ‚aP _" PM M_ J 
| b "Sb [| 
feyn wird; und zieht man daher irgend zwey Applieaten 
PM und. pm, ie um. ‚Pe von einander entfernt ſind, ſo 


wird. 


m 
ab die je HeRändige Größe b, toren jenes Verhaͤltniß ads 
. hangt, kann als der Parameter der Logarithuiſcen? Linie » 
betrachtet werden. | 
nn $ - 514, 
Die Tangente der kogarithmiſchen Linie für jeden Bunte 
M va ſich ebenfalls Teicht beſtimmen. Denn da 
—DdDda PS 


⸗ 
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PM wa b 


wird, wenn man AP = x nimmt: fo, ziehe mon irgend 
eine andere Applicate QN, die von der vorigen um PQ== u 
entfernt liege.‘ Alsdann ift oo 

«x#+uW: :b — x: b “x:b 


Q0Nae = ae . ein 55. 
und, menn man’ die M D der Are parallel zieht, 
. :b nt. 
Re | LN=(ON—PMmae en 


Nun ziehe man Durch die Punkte M und N die gerade einie 

N MT, welche der Are: in dem Punkte T begegne, ſo iſt 
LN:ML=PM:PT' 
and folglich - 


u:b 
PTen:d. -- m: -._ 


’ Aber t im erften Suche hoben wir Gezeigt, daß, durch eine 
unendliche Reihe autgedeuct, 
u:b u. 
eo -riy 5* Eie 


AR, und daher wird dalſs im - 


y 


I 
Al" PT u — Tanne ;” ir LER 


1 u 

515 top LEE a 

.. Nun verſchwinde PQ u, fo wird, weil dann die Sunfte 
Mund N zuſammenfallen, die gerade Linie NMT die 
Tangente der‘ Curve, und die Subtangente PT iſt dabey 
= b, und folglich eine beſtaͤndige Groͤße, weiches eine 
Haupteigenfchaft der Logarithmifchen Linie if. Der Pas 
rameter der Logariihmifchen Linie b ift daher auch zugleich 
die Subtangente verfelben, n und alenthalhen vr von gleichen 

werte. 


515. 





’ , % 
x \ \ 


' 55. Won den trauleendenten Cowpem 425 


he 515. 


x ‘ a 


w dier entſeht aber die Feage: : ob auf dieſe Art die 


ganze Logarithmiſche Linie beichrleben ſey, und. ob dieſelhe 


außer dem Schenfel MBn, der auf beuden Seiten ohne - 


.„ Ende fortläuft, feine Theile weiter habe? Denn wir ha⸗ 
ben open.gefehen, daß es keine Aſymptote giebt, der ſich 
nicht zwey Schenkel naͤherten, und es haben. daher einige : 


behauptet, daß die Logarithmiſche Linie aus zwey Ahle, u 


hat y nie mehr als einen reellen und dabey poſitiven Werth, 


hen Theilen beftehe, die zu beyden Seiten. der Are ſich 
fort etſtreckten, fo daß die Aſ— Afymptote lie ein Durch 


meffer. fen. - Hein die Sleichuns 1 a e x:h geigt biefe- | 


eigenſchaft auf keine Weiſe an; denn wenn gi: eine ganze 


Zahl - oder ein Bruch mit einem ungeraden Nenner ift, fo 


Wenw aber der Bruch = einen lgeraden Nenner bat „fo 


| befommt de Ipplicate y einen’ doppelten Wetih, einen po⸗ 
‚ fitiven und einen negativen, und diefer letztere giebt einen 


Punkt der, Curve, der auf der andern Geite der Afpmptote 


liegt, fo daß daher die Logarithmiſche Linie jenfeitä der 


Aſymptote unzählige bon. sinander abgefonderte Punkte 


bot, bie aber keine continuirliche inie geben, ob holches 


gleich, weil man ihre Entfernung von einander fo klein 


- machen dann, als man will, ſtatt zu finden ſcheint. Dies: 


iſt eine ſehr auffallende Beſchaffenheit, dergleichen bey 
den aigebraiſchen Curven gar nicht ſtati finder. Aber noch 


auffallender iſt folgende damit in Verbindung ſtehende. 
Da die Logarithmen der negativen Zahlen imaginaͤr ſind, 


(welches theils von ſelhſt klar iſt, tE-:ile quch daraus einge⸗ 


ſehen werden kann, weil der fogafüihme von — u V—r 
i Dd 5 ein 


— 


/ 
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ein endliches Verhaͤltniß hat) ſo iſt 1 — m eine imaginaͤfe 


Größe, die wir =i fegen wollen. . Ferner ift der Loga⸗ 
| rithme eines "Quadrate das Zwiefache des Lvgarithmen 
I der Wurzel, alfo | 
(m ein mai x 

and dabeyi.n gleich einer reellen Größe = alen. ‚Hier: 
aus müßte nun folgen, daß ſowohl die reelle Größe 1.n als 
die imäginäre i Hälften der reellen Groͤße 1. n2 waͤren; und 
waͤre dies, fo muͤßte ferner jede Zahl eine doppelte Häffte, 
eine reelfe und "eine imaginaͤre, desgleichen ein dreyfaches 
Drittel, ein vierfaches Viertel ꝛc. haben, und von dieſen 
CTheilen dürfte einer nie mehr als einer reell ſeyn. Wie dies 
mit den gewöhnlichen Begriffen von den Größen-qu vereini 
gen ſey, iſt nicht wohl einzufehen. ” | 


- 9 Es find dieſe paradora ſo paradog nicht als fie. beym etßen 
Anblick ſcheinen. Solche Widerſpruͤche, als hier entſie⸗ 
hen, pflegt man font als ein Kennzeichen zu betzachten, bag 
irgendwo ein Fehler verſteckt liege; warum ſoll man dies 
nicht auch bey der gegenwaͤrtigen Materie thun? Was indeß 
über biefen Punkt weiter, au ſagen it verfpare ich i in die 
irede je en | ’ 

| ee — $ s16.: 


" Bugegeben alſo, was wir hier. angenommen Baden, ſo 
| wuͤrde folgen, daß die voͤlfte von 4 nicht nur —, fondern 
| aud * 4 L.—ı ſey; denn das Doppelte. von len iſt 


. at Le Ne=atlım a; wo de⸗ 
merft werden muß, der. —ı=—. — iſt, obgleich 


‚nicht. l—1 =o geſetzt werden darf, Denn da — I=- = 


. . — 


| 


—2 


\ 
\ 
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fo iſt i. rl. ——— auf ͤhm⸗ I 


liche Art iſt das Drittel von a, da * >L nicht bioß T, fons 


* 
dern auch — u PR ‚und org 31 — 


=]. 1=eift, nicht. bloß — * fondern * zeit, 


| und - — 71* ns, indem das Drepfacbe.einet - 2 
Jeden. diefer Ausdrücke diefelbe Größe a ‚giebt, um dieſe 
Widerſpruͤche, die man ſchlechterdings nicht. gelten laffen 
"darf, aus dem Wege zu räumen, muß maü zu einem ans. 

‚been "paradoren Gage, feiner, Zuflucht nehmen zu dem’ 
nemlich, daß zu jeder Zahl \ mendlich viel Logarithmen ges ” 
‚hören; worunter fich aber nicht mehr ale ein reeller finde, 

So giebt es z B..obgleich der Logarithme von 0 iſt, 
außerdem noch eine unzaͤhllge Menge imaginoͤrer Logarith⸗ 
men eben biefer Einheit, nemlich 
_ıSV —3, 

3 
und unendlich viel andere, ‚welche man auf dem Wege dee 
Ausjiehung der Wurzel findet, Es hat aber diefe Behaups - 
kung einen weit: höhern Grad. von Wahrſcheinlichkeit, als 
die vorhergehende: denn ſetzt man x=l,a, ſo wird 

ame, und folglich 


al Lara 





—; 4er; 41. * Evo. & 


| . . 
E22 22 25-708 | 

und da dieſes eine Gleichung von unendlich vielen Dimen⸗ 
ſionen iſt, ſo iſt es gar nichts beſonders, daß x unzählige - 
Wurzeln hat. Ob aber gleich auf diefe Art das legte Das 
radoron aufgelöfet wird, fo bleibt doch das erfte in feiner 
‚ganzen Stärke ‚na welchem au der logarithmiſchen tinie 

u un⸗ 


4 
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.$ 517. , J nn. | 
No deytlicher überzeugt man fich von der Wirklichkeit 


| "imäplige von einander abseſonderte Pantte jene ider 
Are gehdren. 


diefer unzaͤhligen Menge von Punkten durch die Gleichung 
(—1). Denn fo oft x eine ganze gerade Zahl oder 


ein Bruch nlit einem geraden Zähler tft, fo oft y=ız 
wenn ‚aber x eine. ungerade Zahl oder ein Bruch ift, deſſen 


in allen übrigen Faͤllen, wenn x entweder ein Bruch‘ mit 
einem geraden Renner oder gar eine Irrationalzahl ift, ifk 


‚der Werth von y imaginär. Es giebt daher die Gleichung 


y (-— 1 eine unzählige Menge von Punkten, die abs 


gefondert von einander auf beyden Seiten der Are, und 
zwar um den Koum = —ı von ihr entfernt, liegen. Unter 
dieſen Punkten giebt es kein Paar auf eben der Seite der 


Are, die nicht von einander abgefondert wären, und dem⸗ 
ungenchtet find fie ſich fo nahe; daß die Entfernung zwi⸗ 


ſchen ihnen Pleiner als jede gegebene Größe ift. Denn zwi⸗ 


ſchen jeden zweh noch ſo nahen Werthen der Abſciſſe laſſen 


ſich nicht einer ſondern unzaͤhlige Bruͤche ſetzen, deren Nen⸗ 
ner ungerade Zahlen find, und aus jedem dieſer Werthe 


findet ‚man einen zu der gegebenen Gleichung, gehörigen 
Dunft. Es fcheintalfo nur, als ob man durch diefe Punkte 


auf zwey gerade Linien geführt werde, dig der Axe parallel 


laufen ,. und von ihr zu beyden Seiten um .ı. entfernt find, 
indem es in diefen Linien Feiner Theil giebt, worin man 


B nicht einen, fondern unzählige Punkte, die in der Gleichung» 


yz=(— Hx enthalten find, angeben koͤnnte. Eben dieſe 


"Anomalie findet auch bey der Bleihung y=(—a)* und 


‚andern ihr ähnlichen ſtatt, in welchen eine negative Größe 
.. \ . u 


38 hier und Nenner ungerade Zahlen find, fo wird y — 13 


. Ton den henſcendenten Comm. ea 


gu einer umbeftimmten Poteftät erhoben if, und es tar das 
her nöthig, diefe dep den tranfcendenten Curven möglichen 
auffallenden Beſchoffendeiten hier zu beruͤhren. 


* ’ 


4. ‚St. a 
Zu diefem Geſchlechte dee Curben, welche von kLoga⸗ 
rithmen abhängen, gehören nicht nur alle Sleihungen, . 
"worin Logarithmen vorfommen, fondern auch diejenigen, 
die Erponential » Größen enthalten, indem dergleichen 
Groͤßen ſich ergeben, wenn man von den Logarithmen zu 


den Zahlen fortgeht; daher denn auch dieſe Curven Erpo⸗ 


nential⸗Curven genannt werden. Cine ſolche Curve iſt die 
‚in der Gleichung y= x“, oderiymalx enthaltene. 
Denn fegt manx=o, fo wird yzızfetmax=ı 

fo wird. auch y=ı; feßt man x=2, fo wird y=4; " 
fegt man x = 3, ſo wird y= 27, ie. Es frellt daher BDM, 
Sig. 102, die Geftalt diefer Eurve für die Are AP vor, 
fo daß, wenn man AC = ı ſeyn löäft, ABS CD = ıif. 

Zwiſchen A und C aber find die Applicaten Bleiner als}; 
denn macht man x = n fo wird y= * == 0,7071068: 
and Die Lleinfte Applicate findet man, wenn man die Abs 


fiel m 0,36787944 ſetzt, wo die Applicate 


y == 0,6922005 tird, wie in dem Folgenden gelehrt wers 
den fol, Um aber zu ſehen, wie die Curve jenſeits B bes 
ſchaffen fey, muß man x negatio machen, wodurch alſo 
y= —— werden, und die Curve aus lauter von ein⸗ | 
‚ander abgefonderten Punkten befichen wird, die fi ſich der 
re als einer Aſpmptote nähern. Es fallen aber dieſe 
Vuntꝛe bald auf. die eine bald auf die andere Seite der. Are, 

je 


— — 
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je nachdem, x entweder eine gerade oder eine ungerade Zahl 

vedeutet. Ja au; unter der Age AP kommen unzählige 

ſolcher Punkterzu liegen, wenn man für x einen- Bruch mit 
| 


einem geraden Denn ſetzt; denn macht man —— a fo 


„wird ya 7 And y. * — Es endigt fi ch daher die 


continuirliche Curde MDB wider die Art der algebraiſchen 
Linien ploͤtzlich in B, und anſtatt der Fortfetzung hat ſie die 
von einander abgeſonderten Punkte, woher denn die Reali⸗ 
taͤt dieſer gleichſam zugehoͤrigen Punkte aufs deutlichſte in 
die Augen Fällt. "Denn wenn dergleichen nicht zugegeben 
‚werden follten, fo müßte man annehmen, daf die Curve 
in dem Punkte B plöglih aufhöre, und dies wäre dem 
Seſete der Continuitaͤt zuwider, und fig) falſch 


oo. | . — - 
W ar) | 


Unter den unjäbligen Curven von.diefer Sattung, deren 
"Eonfenction durch die Logarithmen erhalten werden Fan, 
giebt es auch einige, wobey man nicht Togleich wahrnimmt, 
"wie fie conſtruirt werden koͤnnen, wo man ſich aber dens 
noch durch eine geſchickte Subſtitution lädt. hilft.: Es des 
hoͤret hieher die durch die Gleichung xY = yX ausgedrudte 
Curve. Dehn ob man hier gleich beym erften Anblick eins 
. flieht, daß die Applicate y beftändig der Abfkiffe x ‚gleich if; 
ſo daß eine gerade Linie, die mit der Axe einen "halben 
rechten Winkel macht, der angefuͤhrten Gleichung ein Ge⸗ 
nuͤge thut: fo iſt dor) auch offenbar, daß eben dieſe Glei⸗ 
chung einen weitern Umfang hat, als die Gleichung fuͤr 
Die gerade Liniey=x; und daß fie alſo dadurch nicht ex; 
ſchoͤpft wird, indem ihr ebenfalls ein Genüge gefchehen 
kann, ohne daß x = yif: denn ſetzt man ca a, fo Farin 

| | 17 


DOT 


-m|—.. 
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y auch 4 ſeyn. Es druckt demnach die gegebene Glei⸗ 
chung außer der geraden Linie KAF, Fig. 103, noch an⸗ 
dere Linien aus, die man mit jener als Theile der darin 
enthaltenen ganzen Curve anſehen kann; und um auch dieſe 
2beile oder die ganze Curve zu finden, fege man 
y=tı 
fo dag 
xtx txxx 
toderde. Zieht man hieraus die xte Wurzel, ſo wird 
xt tx, und xt-Lot 
‚ und man bat daher 


13tt—1 J 
x*t ur 


Y 


: (t— 1) 
oder, wenn mant — 1 — ſetzt 


"xea(l + —* undy=(t—)utz, 


Es bat folglich die Eurve, welche duch die Gleihung 


== yx ausgedruckt wird, außer der geraden Linie EAF 
noch den Schenfel RS, welcher fich den geraden Linien AG 


und AH ald Aſymptoten nähert, und wovon die gerade 


Linie AF der Durchmeffer iſt. Es ſchneidet aber die Curve 


die gerade Linie AF in dem Punkte C, fo Daß AB =BC=e 


ift, wenn e die Zahl bedeutet, deren Logarithme = 1 if. 
Außerdem aber. giebt dieſe Gleichung eine unzählige Menge 


von einander abgefonderter Punkte, melde nebft der ges. 


taden Linie EF und der Curve RCS die Gleichung erfchbs 


pfen. , Es laffen ſich alſo unzählige Paare von Zahlen x 


und y angeben, die fo bef&affen find, daB 
xy y% 
i. Von den Rational: Zahlen ’ B. find Vergleichen 
A mm 


‘ » 
Lau‘ 24 .. 


——————— rer wit sn dt. 


. 


1 - . * 
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x=2 2 .4 
— 32 9 | ‚33 27 
nm. =: 3 
43 64 48 256 
"33.27 34 - 8 
Bu 5% _ 3125 
- | — 4 256 45 1624 
a ꝛc. 2e. 


Wenn man neinlich von jedem Paare dieſer Zahlen die eine 
zu der Poteſtaͤt erhebt, die zum Erponenten die andere Zahl 
bat, " befommt man ae gleiche Größen, © iſt 


um 


“ — w — 


4. 5 20. 


N 


"Obgleich bey diefen und den ihnen aͤhnlichen Curven 


unjahlige Punkte algebraiſch geſucht werden koͤnnen, ſo 
darf man doch deswegen dieſe Curven nicht zu den alge⸗ 
braiſchen zaͤhlen, weil es außer jenen Punkten auch eine 
unzaͤhlige Menge ſolcher Punkte giebt, die ſich nicht alge⸗ 
braiſch beſtimmen laſſen. Wir wollen uns alſo zu einer ans 
dern Gattung der tranſcendenten Curven wenden, zu ſol⸗ 
chen nemlich, bey welchen Kreisbogen gedraucht werden; 
und um dabey die Rechnung nicht durch den Gebrauch zu 
vieler Zeichen ohne Noth ſchwer zu machen, den Halb⸗ 
mefier des Kreiſes, von welchem Bogen der Con⸗ 

.  Seuction 


oe \ 
. 2 


x. 


En; 
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fruetion vorkommen, allenthalben der Einheit gleich ſetzen. 
Daß aber dieſe Curven nicht zu den algebraiſchen gehoͤren, 


iſt leicht zu zeigen, obgleich die Unmöglichkeit der Quodras 
tie. des Reeifes-noch nicht außer allem Zweifel if. Wie 
dürfen zu dieſem Entzwecke nur die einfahfte Curve von 
dieſer Art nehmen, diejenige nemlich, welche durch die 


Sleichung 


7 I. At 
a c ’ - 


ausgedruckt wird, ſo daß die Applicate y dem Bogen eineß 
Rreifes proportional iſt deſſen Sinus burch _ — Qusgedrugt 


werden kann. Denn da zu einem und bemföiben Sinus 


N 


* =. unzählige Bogen gehoͤren, ſo iſt die Applicate y eine 


Infinitinomife &unftion, und es ſchneidet daher ſowohl ſie 


ſelbſt als jede andere gerade Linie ‚die Curve in unzähligen 


Yunften; ein Umſtand, der diefe Eutve von den algedrats 


ſchen aufs fchärffte abſondert. Rs fey s der kleinſte von 


‚den Bogen, bie zu dem Sinus — — gehören, und w bedeute 


* 


den halben uUmkreis: fo And die Derthe von = I folgende: 


8; .—s; aut s; Es; PRreRE 52 3,16% 
5-28} 3;-38 ige tsise— 5; 26, 


| Nimmt man alſo Fig. 104 die gerade Linie CAB zur Age, 
und A’ zum "Anfangspunfte der. Abfciffen an, fo ift zuvor⸗ 


derſt, wenn man die Abſciſſe 10 ſetzt, die Applicate 


[* 


AAlız 83; AA cu 26a; AAD 3 2, *c. und auf 


der andern Seite AA-* = wa; AA awa; AA-3 


= 3wa,.!X: Nimmt man aber die Abſciſſe AF=x,f 
ſchneidet die Applicate die Eurye in unzähligen 9 Quntten © a 
„ RulesEinli in Anal. .UnmdLU.B, ge e 


- « 
& 
. Mi . > 
— 


t 
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und es it Pur as; pPM- a ( 9); PM3 =a 


ar s)ıc Es beſteht demnach die ganze Curve aus unzähs 


ligen Theilen AETAX; ATFIA2; AzE2A3; ASBFAAA; ꝛc. 
die einander ähnlich find, fo daß die geraden Linien, weiche 
der Are BC parallel find, und durch die Punkte E und F 
gehen, Durchmeſſer der Curve, werden, Es iſt aber 
AC -AB Z c, und die Intervalle EIE2; E2E3; 
EIEC-I; E-2E-2; FIF2; F2F-ı; F-IF-2 find, jeder 
allein genommen, = 2a =. Diefe Curve wird vom Hrn. von 
Leibnitz die Linieder Sinus genannt, weil man durch fie den 
. Sinus eines jeden Bogens auf eine leichte Act finden kann. 


Denn da Z e A. — ift, fo Mad, = fin. AZ, 


% t 


wenn mon I=}r _ * (ep, Bi - = cof. Am =, 


| und fo hat man zugleich die Linie der Cofimun, 


$. ser. \ | 

auf ähnliche Art findet man die Kinie der Tangemen, 
deren Gleichung y A. tang. xift, wenn man der Kürze 
soegenaza 1, und c=1.feßt. wird nemlich. durch, 


die umkehrung x x=tang.Ay= = und die Geſtalt 


dieſer Curve läßt ch leicht aus der Ratur der Tangenten 
ackennen. Es hat aber dieſelbe unzählige einander parallele 
Aſomptoten. Auf gleiche Art kann man die Linie der Se⸗ 
canten aus der Gleichung = A,fec.x,, bder x ſec. 


Ay — zz ‚deföreiben, die ebenfalls unzählige ohne 


Ende —* Schenkel hat. Am befannteften aber iſt 


aus Diefem Geſchlechte der Eusven die Eycloide oder Tro⸗ 
choide geworden, welche von einem Punkte i iu der Periphe⸗ 
rie 


| 


N 
! 
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ee eines Kreiſes beſchrieben wird, wenn ſi & dieſelde auf 


einer geraden Linie fortwaͤlzt, und deren Gleichung für 
rechtwinklige Coordinaten y= V(T— xx)A. coſ. x 

iſt. Dieſe Curve iſt ſowohl wegen der leichten Urt fie au 
befchreiben, als auch wegen der vielen befondern Eigen⸗ 
ſchaften, die ſich bey ihr finden, fehr. merfiourdig. Da 
aber die meiften von diefen Eigenfchaften ohne die Anatyfis 

des Unendlichen nicht erflärt werden koͤnnen, fo wollen 


| wir hier nür_die vornehmften von denen, die aus der Bes 


ſchreibung der Linie ſelbſt fichen, kaͤrzlich Betrachten. 


x 


n 5 u 6. sa , 
Es waͤtze ſich alfo der Kreis ACB, Fig. 108, über der 
geraden Linie EA fort, und damit die Unterfuchung defto 


weiter ſich erſtrecke, ſo beſchreibe, nicht ein Punkt deu Pe⸗ 


ripherie B, ſondern irgend ein -Punft des vetlaͤngerten 


Durchmeſſers D die Curve Dd. Es ſey der Halbmeſſer 


dieſes Kreiſes CA = CB a, und die Entfernung CP=b, N 
und darin D der Außerfte Punkt. Mun ſey der Kreis bey 


‚feiner Ummwälzung in die Lage aQbR gekommen, fo ift, 


tvenn man den Raum A Qu z fegt, der Bogen aQn =z, 
der durch den Halbmeffer a diidirt, den Winkel acl = = | 


Ä "giebt; ferner befindet fi ch der beſchreibende Punkt ind, % | 


dngcd=b, der Binfel dcQ=r — Fi und. dein 


Punkt in der geſuchten Curve iſt. Man ziehe alſo aus'd | 
zuvoͤrderſt die gerade Linie dp auf die AQ fenteeit, und 


eben fo bie dn auf ar; ſo iſt da=b.fin. 5 uhd en =u 


—bucoh = BMI Qu Sap at becnt = gan u 


dea der⸗ 


\ 
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verlaͤngere die di, bis fie der geraden Linie ADinP begegne, 


amd fee die Eoorbinaten DP =x, und Pd=s y; fo ift 


_ | s=bten; derx=b-— b. cof, I ,udy=äQt 


⸗ 


da=: t b. fin = Da a al bseöf 2 eb xif,fe 


u vird/d. int v (abx— xx) nd 224. eof 


. bk— x 
j -a-dman. fin. ze BD AR), 


Es -  diefe Werthe, fo wird yaY (abx - — xx) } aA.fn. 
Vabx—x®). 
b 





de re A D vom Mittelpunfte an, und fegt dabehy b — z—, 
| ; ! wird . 
ug R als ———— 

mb dann hat man zwiſchen t und y folgende Sleichuns: 


y=vbb-tdtadeo Z | 


weiche die gemeine Eyeloide giebt, wenn ba iſt; iſt 
aber b entweder größer oder Fleiner als a, fo befommt die 
Eurve den Namen der abgekuͤrzten oder der verlängerten 
Eycloide. Es ift aber y. allemal eine unendlich vielfache 
Zunftion von x oder bon t; oder es ſchneidet jede der 
Grundlinie AQ paraffel gezogene gerade Linie die Eurve in 


_—; und bebrauchtman 


Oder nimmt man die Abſciſſen in der 


unzähligen Punkten, wofern nicht ihre Entfernung x oder t 


"fo groß if, daß V(abx— xx) oder vo) eine 
Bu Imaginäve Größe wird. u 
| | ‘ 523. BER 
Ä Zu den bekannteſten Curven dieſer Gatung gehoͤren 
die Bpicydloken. und Die vᷣjpocycloiden/ welche ent⸗ 
. F Neon 


- Bon ben tranfeenbenten Curven. | 437 \ 


iehen, wenn ſi ſich ein Kreis A CB, Fig. 106, Über der Pes ' 
ripherie dines andern Kreifes O A Q ummäljt, und, Indem 
ſolches geſchiehet, irgend ein Hunkt D,- welchen man ents - u 
weder innerhalb oder außerhalb des beweglichen Kreiſes an ⸗ 
genommun bat, die Curve Dd beſchreibt. Man ſetze den 
Halbmeffer des unbeweglichen Kreiſes OA=c, den Hals 
mefier des beweglichen aber cCÄ=CB=a, die Entfers 

I nung des beſchreibenden Punktes cD=b, und laſſe die 

- gerade Linie OD die Axe der gefuchten Curve ſeyn. Aur 
dieſer anfoͤnglichen Lage, bey welcher die Punkte O, C,. D 

in einer geraden £inie find,. komme der bewegliche Kreis in 
die Lage QcR, nachdem er den Bogen AQ=z beſchrieden 


Hat; deß alſo 10Q=- — ſ Aledann in der Bogen 


as AR = z, und daher der Winkel acQ = =- = Rcd, 


und wenn maned=CD=b macht, der Punft d in’ der 
* EurveDd.- Dan fälle aus ihm auf die Are die fenfrechte 
‚Yinie AP herab, und eben fo ſtelle Man cm aus c auf die 
Are ſenkrecht, und ziehe außerdem cn der Ars OD parallel. 


Dader Winkel Ren=AOQ = = = iR, ſo wird der Winket : 


an=iti- aton N 
en J ac . 

ur und daher befommt man | 

am at sunden=b. Fu 


Bafen D0=De=aten, Pmid 
2 j em = (are).fin.— - ; und Om tat c), eol.—. 


Rennt man alſo die veistwinfügen Eoordinaten op 2 
und Pd=y, ſo wird on | vo" 
. - 


4 D 


a 
v 
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zeato.i tb ‚cat 
. und 
u Ä yınta to). fin. BEIN REINE 


Hieraus erbeilet, daß die inbetannte Größe 3, wenn. te 
eine rationale Zehl if, wegen ber alsdann flatt fndenden 


und aim 


Eommenfurasilität der Winlet — wegge⸗ 


{doft, und alfo eine aigebraifie Gleichun iſchen den 
unbekannten Groͤßen x und y gefunden werden kann. In 
den Übrigen Faͤllen iſt die auf dieſe Art beſchriebene Curve 
eine tranſcendente. 
Wenn man a negativ nimmt, ſo ih bie ſich ergebende 
- Curve. eine Hypocycloide, indem albsdann der Demwegliche 
Kreis innerhalb deg unbemeglichen fällt, Gemeiniglich ſetzt 
man b dem Halbmeſſer a gleich, und dann entſtehen die 
eigentlich ſegenannten Epichcloiden und Hypocycloiden. Die 
hier gefundenen Curven erſtrecken ſich alſo weiter, und. weil, 
ihre Gleichungen nicht ſchwerer find, hat es mir nicht 


undienlich geſchienen, dieſe Bedingung hinzuzufügen, Wenn 


man die Cu. drate xx und yy addirt, io wird 


ax fyy(atro2}b2 + ablat oc). cat. 2 


und vermitgelft Diefer Gleichung wird die unbefannte Größe 
z roh kichter weggeſchafft, wenn die Größen a unde com 


menfurabet find, 


er ” 
Zr 524. | 
vaher dem Fällen, in welchen die Holbmeffer der 


Kreiſe a und c unter "einander commenſurabel find, und die 7 


- * 


Zr | nu Eureen 








‚Son ben tranſenbenten Curven. 439. . 
Eurden aͤgebraiſche werden, if auch ‚der zu bemerfen, nn 
wernb=—a—cif, oder wenn der Punks D inden - 
Mittelpunft O des unbeweglichen Kreifes fü, Es ſey alſo 

| bzm-a— c on 
| \ | J | fo if , 
—— ya lat e)acı — ol male t 2)2leof. u) 


und daher wird | 
WE TE A115} ) 
2a... 2(at ce). — 
Da hiernaͤchſt 
| | (a L c)2 — 
| .=cet R— 2— —* arten Br . 
“ und Ku | a | 
mar am — 9 t * — 


iſt, ſo wird 
— 
X 226 | - 
nl md . BE 
| (aatc)z _ * — un 
en. Ft? —_ — -, \ ‚ 
Aac Ti yıxxtyyp) N a 
„ 7 und 
„Gate ne oo. 
u el ⸗ Keen 0 
\ a N yoxtı? 7 5 
Er sun ya fiD=2atock,, iſt, fo wi 
. Ä —** 
v — 0. — . in. Zac — | 
a u 
x . / ee 
Garen —3 
F 1* at —R ‚coh- 2a \ 


” j * 


- . 


= 
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"maB = 3a, fo.wird AN EEE 
"x: 6a.col. 7. fin. & 0 
BR || | _ 
ya-6ı eaf cafe " 
‚and oo 
| Yüx +y)= 6a. 00 
Man ſetze coſ = ==g, ſo wird Gm. > =Yü-g; 


nn An ua eig 
u folslich I | 
en Vi + N 
9. 62 Mu | 
‚ und. \_ 
ya 6ag neun vatm 


=(i1- am Yastyıy) 


oder \ 


. Bay = = GsSaa- — 11 m) v (xx I yr. 
| Geht man igaa = E, und nimmt dabey die Quadrate, 
ſo bekommt man folgende Gleichung der ſechsten Ordnung: 
(xx + LE ax y)2 trferxı=a 
Da es jetzt nicht unfere Abficht if, algebraiſche, ſondern 
tranſcendente Curven zu betrachten, fo wollen wir diefe 
. . Curven fahren laſſen, und zu ſolchen teanfeendenten Cur⸗ 
— * ven fortgehen, deren Eonfructten ſowohl Logarithmen ei 
\ Kreisbogen eiordert, 0 | 


- 


N 55, 





-1 
ı R 


W Von den ransebenten Carven. 44 1 


— c5. FT 
Eine ſolche Curve Haben wir ſchon. oben $s5ıı aus der 
Stiidung 7 _ 
at 14 -Y-i 
. gefunden, welche wir in folgende on 
} | \ . yzicof. A. lx 
beewandelten. Nun ergiebt ſi ch aus dieſer ferner 


F —EDE—— und aSe Ach y 


und nimmt man daher, Fig. 107, die gerade Linie AP dar 
"Age, und-in ihr A sum Anfangepunfte der Abfeiffen an, ſo 
iſt zuvodrderſt klar, daß jenſeits A, da, wo die Abſciſſen nes 
gativ ſind, kein continuirlicher Theil der Curve iſt, daß 
aber die Axe AP von der Curve in unzähligen Punkten p 
geſchnitten wird, deren Entfernung von,A in. einer geomes 


triſchen Progreſſion heben 88 if nemuch AD 2 E 3 | 


_ ? jr ‚Tr 
 ADI=es7; AD 3; ADI mei; us giebt 
es unzaͤhlige Duröfäninepunft, die näher na, A legen: 


— 


—— 
ADea = e >- ; Ap-2 me 3 Abi * ze. 


Ferner lauft dieſe Curve zu beyden Seiten Ver Are bis zu 
den Entfernungen AB= AC=ı fort, und berührt das 
ſelbſt die mit der Are parallel gezogenen geraden Linien in 
nmaͤhligen Punkten E und F, deren Entfernungen von B unde 

. ebenfalld eine geometriſche Progreſſion geben. Es naͤher 

*ſich alſo die Curve der geraden Lime BC durch unzählige ° 

Bogen, und fällt endlich ganz mit ihr zuſammen. Die die 

fer Curve eigenthümliche befondere Beſchaffenheit beſteht 

alſo darin, daß hicht eine unendliche, ſondern eine endliche 
‚zerade Linie BE ihre Aſomptote ift, und durch dieſe Eigen⸗ 
De TEE ze 


21 


Ar 


) 
/ 
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ſchaft. iſt ſie von den algebraiſchen Luryen hinlaͤnglich abe 
geſondett. 
J 
— er. 

Zu den trahfeendenten Surven, u deren Conſtruction 
Winkel, entweder allein, oder mit Logarithmen verbun⸗ 
den, erforderlich ſind, gehoͤren auch! die unzähligen Arten 
der Spiral Linien, Es beziehen ſich aber die Spiral : is 
‚ nien auf einen gewiffen feſten Punft'e, 6. 108, ald auf | 
einen. Mittelpunkt , und erſtrecken fich um denfelben ges 
meiniglich in unzaͤhligen Bogen. Die Natur dieſer Curven 
laͤßt ſich am bequemſten durch eine Gleichung zwiſchen der 
Entfernung CM irgend eines Punkts der Curbe M vom 
Mittelpunfte C, und. dem. Winfel A CM, den diefe gerade 
inie CM mit der der Lage nach gegebenen geraden Linie CA 
macht, ausdrucken. Es fey alfo der Winfel ACM = s, oders 
der Bogen eines mit dem Haldmeffer — I beſchriebenen Krei⸗ 
ſes, welcher das Maaß des Winkels AEM ausdruckt, und die 
gerade tinie CM = z.- , Wenn bey diefen Vorausfegungen 
eine Gleichung zwiſchen den veränderlihen Größen s und z 
gegeben ift, fo ift ſolches eine Gleichung für eine Spirals 
Linie. "Da nemli der Winkel ACM aufer s auf unzaͤh⸗ 
lige Arten ausgedruckt werden ann, indem die Winkel 
arts; 4w ts; 6eifissıc, desgleiben — ae # s; 
— 487 5520. eben die Yage der geraden Linie CM geben: 
ſo erhaͤlt, wenn man dieſe Werthe anftatt- s in die Glei⸗ 
chung bringt, die Entfernung CM unzähfige von einander‘ 
verſchiedene Werthe, und es ſchneidet demnach die gerade 
Linie CM, verlängert, die Curve in ‚unzähligen Punften, 
wofern nicht 2 aus dieſen Werthen imaginaͤr wird. Um 
von dem einfachſten Falle anzufangen, wo y as iſt; fs. 
m daber die Werthe von y für einerley Lage der urn 

- Linie 


J 
4 % 


.J 


WVon den tranfeenbenten. Curoen. aas 


einie cM folgende: a(2* 79; a(4r + Pr a (6* S)ꝛe. 
desgleichen — a(2= — S), — ala: — 5), — a(6 — 0)ꝛc. 
Ja es bleidt die Lage der geraden inte cM diefelbe, wenn 
man für.s del Bogen = + s fegt, aut daf man den Werth 


von x negativ nehmen muß; und man hat Daher zu den ans 


geführten Werthen von 2 noch folgende * ſetzenz — a 
(+); a8 +; — aGet 92 
noch diefe ar — s); age — 9; 2(5= — )c Die 


Geſſtalt diefer Curve ift demnach fo, "wie die 10gte Sigue | 


/ 


und dann aub 7 


dieſelbe darſtellt. Sie berührt nemlich die gerade Linie AQ_ - 


in C, und erſtreckt ſich von da in zweh Schenkeln, die ſich 


in unzähligen Bogen um den Mittelpunft C winden, und, 
‚ _einander in der Linie BC, ‚welche auf AC ſenbrecht iſt, ſchnei⸗ 
den, ohne Ende fort, und hat die gerade Linie BCB zum 
Durchmeſſer. . Man’ nennt aber’ diefe Entve nach ihrem. 
Srfinder die Archimedeifche Spiral⸗ Linie; und hat man 
ſie einmal beſchrieben, ſo kann man ſich ihrer, wie aus der 
Gleichung *as bon ſelbſt einleuchtet, bedienen, um ie⸗ 
den Binfel i in iede betiebige Anjahl v von Zheilen zu theilen. 
\ ' oo. En *— 


N rm 


So wie die Gleichung 2* as, die, wenn 2 und.s ech 


winduge Coordinaten wären, eine Gleichung für eine ges, 


rade Linie ſeyn wuͤrde, die Archimedeiſchen Spirab⸗Linie 
gegeben hat: fo erhaͤlt man daraus, wenn man andere: 
atgebraifche Sleichungen zwiſchen = und s annimmt, uns, 


endlich viel andere Spiral: Linien , wofern nemlich die 


Gleichung fo. befhaffen ift, daß zu, jedem Werthe von = 


’ 


seele Werthe von 2 achdten. So giebt die Steigung 


\ 2 
zum 7 
8 


welche der Gleichung für die Hyrerdel aͤhnlich iſt, wenn 
ee — Re 


— 


1 


“ 


— 


⸗ 


4 Zweytes Buch. Ein und pmanzgfe Sapitel, 
diefelde auf die Achrnptoren bezoden wird, die Soiral⸗Linie, 


welche Johann‘ Bernöulli die hyperholiſche Spiral⸗Linie 


nennt, und welche ſich, nachdem ſie aus dem Mittelpunkte 
C in unzähligen Bogen ausgegangen, endlib in einer uns 


endlichen Entfermung der geraden Linie A Aals einer Anna 


EN 


ptote nähert. ‚en man die Gleichung 
 zgm=ay's 


fin laßt, ſo gehoͤrt zu den Winfeln s, negativ genommen, 


Beine reelle Entfernung z; dagegen entfpricht jedem pofitk 
ven Werthe von sein Doppelter Werth vonz, ein pofitiner 
und. ein negativer ; die Spital; Bogen um C find indek 


ohne Ende, Iſt die Gleichung zwiſchen and s von fh 


gender Art: 

2* av (an — 55) 
de— die veraͤnderliche Größe 2 feinen reellen Werth, am 
Ber wenn s zwifehen die Grenzen + n und — n fällt, und 
es iſt daher die Curve in diefem Falle endlich. Legt man 


nemlich, Fig. 110, dutch den Mittelpuinft-C die geraden 


£inien EF, EF, fo daß fie mit der Axe ACB den Winfelen. 


:* machen‘, fo berühren diefe Linien die Curve in C, und die 


A 


Eurve ſelbſt bekommt die Geſtalt einer Bandſchteife ACBCA, 


Auf ähnliche Art kann man’ die Geſtalt unzähliger anderer 


tranſcendenten kinien beſtimmen; z allein wie wuͤrden zu 
weitlaͤuftig werden, wenn wir uns laͤnger daben: verweilen: | 
- ‚ wollten. 


. 528., | W 
Einen unendlichen Umfang bekommt vollends diefe Un⸗ 


terfuchung ‚ wenn man nit bloß algebraifche , fondern 
auch teanfeendente Gleichungen zwifchen = und s nimmt 
Unter den Eutven, welche man dann findet, verdient wors 


‚Wale die gemerkt zu werden, die durch die Gleichung 


s= 
4 x... 


4 
rs 





. . Fl 
. . 4 
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WVon den tranfeehbenten. Curven. 445 
⸗ J x. u - , . 


se: nl. — 
a 


a 


audgedrudi wird. Hierbey find nemlich die Winkel s 
den Yogerithmen der-Entfernumgen proportional; weswe⸗ 
gen auch dieſe Curve die Kogarithmiſche Spiral ⸗Linie 


"„ genannt wird, fo wie ſie wegen ihrer vielem beſondern Ci⸗ 
genfchaften eine fehr befannte Curve iſt. Die Haupteigens . 


ſchaft derſelben iſt, daß alle aus dem Mittelpunkte C, 
Fig. 111, gegogene gerade Linien die Curve unter gleichen 
Winkeln fchneiden. Um eine Gleichung dafür zu erhalten, 
- fege man den Winkel ACM = s und die gerade Linie 
Mm 
_ : 
| seanl. * und sen. U 


[4 


‘ 


Dann nehme man einen größern Winkel AcN 2 t vo 


vwird on BR 0. 


. 5 v 
cNzae en _ 


and folglich, nachdem man aus dem Mittelpunkte c den 
Degen ML befchrieben hat, der =zv ſevn wird 


8 
— I) aen A 
IN waere. I)= ae Tg gr zn — t — an et) 
2. Hleraud Riefe | 
ML __ 7 _ 
LN vv, v3. \ 
J ae 
. E ' 'n 
- " * NN U U} x 
oo ' v y2 . . 
- — —— 26, .. 
N / KETLETTEE nn 
\ u Denn 


’ | “4 ‘ J 
\ 


445 —* Buhh. Ein und — Cepitei. 
Wenn aber, die e Difere der ‚Winkel M eN= v —— 
det, ſo wird an die Tangente des Winkels, welchen der 


Halbmeſſer en 5 der Eurve macht; und wenn alfo v=o 

genommen wird, fo ift.die Tangente dieſes Winkels AMC=n 

und alfo eine befiändige Größe. Wennn = ift, fo ift die⸗ 

' fer Winkel ein halber rechter Winkel, und in dieſem Falle 

— die logarithmiſche Special⸗ Linje halbrechtwinklig su 
= nanst. 
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Busen und‘ zwarzigſtes Capitel. | 
- Auflöfung einiger den Kreis Bee — 


8. 7 | 
We haben oben geſehen, lim erſten Buche im achten 
Capitel], daß, wenn man den halben Umkreis durch * aus⸗ 
druckt, der Bogen von 1800, oder | 
a 1 14159265358979323846264338 x | 
MM. | Der gemeine £ogarithme diefer Zahl iſt 
= 0,497149872694133854351268288 — 
= und wenn man denftlben durch 2, 30258 25. multipliciet, ſo 
| findet mañ den huperbohfcben Logarithmen eben diefer Zahl J 
== 1,1447298858494001741434237 = | 
Da auf diefe Art die Fänge eines Bogens von 1809 bekannt 
iſt, fo kann man and) die fänge jedes in Graden gegebenen 
Bogens in Zahfen ausdrucken. ft alfo ein Bogen von — 
Graden gegeben, und feine fange —z, fp iſt | 
| ı JgJoin=s=:z Zu Ze FR 
En } 1:7 
I 80 a 
und den Lkogarithmen von 2 findet man, wenn man von 
— dem Logarithmen von n die hl ° 
1,758122632409172215452526413 | Ei 
abzieht. Wenn ade ber gegebene Bogen in Mihuten aus⸗ — 


4 ‚ga 
u * 
\ N 


I . — 


I , = ’ j Eu — 
— pP” Zwentet Buch Ani und gwangigftes Copit 


gedeuckt, und alſo n’ jegeben tft, fo muß man von dem 2 
| garithmen von,n diefen Logarithmen abziehen: 
u 35 53627388279281584796129321r. 
n af endlich der Bogen in Secunden gegeben, und alfo == ns 
ſo findet man feinen Logarithmen, wenn man von dem ko⸗ 
garithmen der Zahl n den Eogarithmen. - = 
ı 8,3 »4425133176459480470060009 3 
ſub trahirt, oder zu dem Logarithmen / der Zahl n 
— 


s 
. 


m 


enbit, und von der Charabkteriſtik der Summe 10 abyieht, 


nn " Bu . | & 50. ee 
Umgekehrt laſſen fich hiernach der Halbmeffer und alle 


Cheile von ihm, dergleichen die Sinus, die Tangenten 


‚ und Seranten find, ‚in Bogen perwandeln, “und dieſe Bo⸗ 
"gen dann auf die gewoͤhnliche Art in Graden, Minuten 


und Secunden ausdrucken. Es fen = eine folche durch den | 


Halbmeſſer I und Decimaltheile von ihm ausgedruchte Linie. 
Man nehme ihren Cogarithmen; ‚ und fege zu der Charak⸗ 


N, geriftiß deffelben 10 hinzu, um dieſen Logarithmen fo zu ers . 


halten, wie er in den Tafeln der Sinus, „der Tangenten 


und Secanten ausgedruckt zu fepn pflegt.” Alsdann ſubtra⸗ 


hire Man davon 
I #685574866833540519529939990 
“ - oder abdire dazu 
5,3144253331 16459480470060009 | 
wo denn in beyden Faͤllen der Logarithme ſich ergiebt, deſ⸗ 
fen zugehörige Zahl den Bogen, in Secunden ausgedeudt, 


. ‚giebt... Im letzten Falle muß man die Charakteriſtik um 10 | 


‚.' verkleinern. Wird aber ein Bogen gefucht, welcher dem 
. Halbmeffer gleich fey, fü findet man denfelben leichter ohne 


oarithmen dermittelſt der Kegel de Tri, da æ gu 1800 


x 


Bi 


u. 


wi 


— — 
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fi ch verhält, wie 1 zu dem Bogen, der dem Halbmeſſer 


„gleich iſt. Auf dieſe Act findet mah dieſen Bogen in a 


den ausgedruckt = | 
579, 295779513092320876798 


u und eben diefer Bogen ift in Minuten 


 343774677078493925260788 
and in Secunden =. | 
206264, 8062470963551564729 
Nach der gewoͤhnlichen Beſtimmung aber hat derſelbe 
. 570, 17 , 44", 48“ 2a, ag, arm 
und nach den Reihen, die im erften Buche ‘gefunden wor⸗ 
den ſind, wird ſein 
Sinus = .0,84147698480514, und fein + 
Eofinus = 0,5403023058434 1 | 
Dividirtman jene Zahl durch diefe, fo findet man die Tanz . 
gente des Bogens oder Winkels von 570, 17°, 44”, 48, 
nam, ag’, au Ye 


Ey 


DDies vorausgeſetzt, find wir im Stande, ſehr viele 

‚ Aufgaben, welche den Kreis betreffen, aufzuldſen. Zuvodr⸗ 
derſt iſt bekannt, daß jeder Bogen größer iſt als fein Sts 
nus, wofern er nicht ettva felbft — o iſt. Bey den Bofis 
nus hingegen verhaͤlt es ſich anders, indem der Coſinus 
eines verſchwindenden Winkels >= ı, alſo größer als der 
Bogen, und der Coſinus des rechten Winkels So, folglich 
Heiner ald der Bogen iſt. Hieraus erhellet, daß zwiſchen 
den Grenzen od und 905 ein Bogen fich finden müffe, dee 
feinem Eofinus gleich ift, und diefen wollen wir durch) die 
folgende Aufgabe zu finden ſuchen. 


"Rules Kinlin d. Anal d. Unendl, re gf re 


- L 
2 - 
’ " \ 


- 
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. Erſte Aufgabe. 
Den Freiöbogen zu finden, der feinem Eopund glei iſt. 


Aufloͤſung. 

Es ſeys dieſer Bogen, fo ift s=cof.s; allein aus dies 
fer Gleichung läßt fih der Werth von s ſchwerlich auf eine 
bequemere Art, als durch die fogenannte Regel Falſi finden. 
Dazu muß. man den Werth von ſchon beynahe fen; 
nen, wozu eine leichte Muthmaffung führen fann. ft fols 
ches aber nicht bekannt, fo muß man drey oder mehr Wer: 
the für s-fegen, und den Coſinus nach eben der Einheit aus 
druden. Es fey s = 309%. Um diefen Bogen nach der 
gegebenen Regel auf Theile des Halbmeſſers zu ı beingen, 
siche man ‚ 
vom 1. 30 = 1,4771213 

ab 1,7581226 
fo bleibtL300 = 9,71890987 _ 
Es iſt aber 
eoſ. 30 = 99375306° _ 
und folglich der Coſinus von 300 viel größer als der Bo⸗ 
gen, und alfo der gefuchte Bogen größer als 30%, Wie | 
mollen annehmen, dab | | 
se 400 
ſey, fo ip 
1.45 = 1,6020608, 
giebt man ab 1,7581226 fo blelbt 
LA. 400 == 9,8439374. 
Es ift aber 
| Lcol, 46 5 9,8842540 
und alſo der gefuchte Bogen etwas größer als 40°. Bir 
wollen alfo annehmen, daß s cm 45° fen Alsdann if’ 


x L 


\ 0. Ä 
Aufidfung einiger ben Kreisbetreffenden Aufgaben, 451 
1.45 5 1,65 32125 u 
abgezogen 1,7581: 1226 fo bleibt ur . x 
.-  hAgU 9 9: 8950899 

Es iſt aber 
. cot 456 = 9,8494856 - ' — 


und es fälle alfo der gefuchte Winkel zwiſchen 406 und 45®, 
und, läßt ſich näherungsweife beſtimmen. Denn fegt - ' 


\r 


man s a400, ſo t 
der Fehler = + 403166 . J 
ſetzt man aber 8m 450 fo ift | 
der Kehle = — 4560649. und blbich 


die Differenz = RSgaız Dun 


Man fee alfo: wie ſich 8592135 zu 403166 erhält, ſo 
"verhält ſich die Differenz der angenommenen Winkel 530zu 
dem Ueberſchuſſe des Bogens uͤber 400. Hierdurch findet 

man den gefuchten Bogen größe als 420, denn jene Gren⸗ 

- zen find zu weit von einander entfernt, ald daß mie bier 

genaugt follten beftimmen Finnen. Wir wollen alſo na 

here Örenzen nehmen 


s * 4260 4 k430 
i.5 1,6232493 1,6334685 \ 
äbgezogen 1,7581226.| :. .‚u7581226 © 
l,s = 98651267 | , g, 753459 - | 
und es ift . und es iſt 
1. cof,s = 98710735 un. u8641275- - 
+ 59468 |. | _ T12184 R 
“ 112184 J 


+ 


Bu 171652: 59458 10 20), ge 

Die naͤchſten Grenzen, zwiſchen welchen der währe Werth 
ons enthalten ift , find: daher 426, zo” und 425, 21% J 
Dieſe Winkel wollen wir auf Minuten bringen ae 


E J [5 


N 
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s= 2140' s= 2541 
Is = 3,4048337 ı 3,4050047 
abgezogen 3:5362739 |_3.5362739% 
„15 =9,8685598 9,86,87308 
l.co.s = 9,8687851 9.8686700 
a2 0  — 608 
608 | Ä 
2861: : 2253* 17247 2 04 





" Hieraus folgern wir, daß der’ gefuchte Bogen, der feinem - 


Coſinus gleich ift = 42°, 40', 47", 14" fen, und fein Co⸗ 
finus oder die Länge des Bogens ft= 017390847. 
1 v 6. 532, , 
Ein Kreisausfehnitt ACB, Fig. 112, wird ı von der 


"Sehne AB in die beyden Theile, den Abſchnitt AEB, und 


das Dreyeck ACB’getheiit, wovon jener Pleiner ift als dies 
ſes, wenn der Winfel ACB Plein, größer aber, wenn der 
Winkel ACB fehr ftumpf iſt. Es giebt alfo einen Gall, wo 


‚der Ausſchnitt ACB durch die Sehne AB in zwey gleiche 


Theile getheilt wird und daher entfteht die 
zweyte Aufgabe, 

Den Kreisausſchnitt ACB zu finden, welcher von der 
Sehne AB in zwey gleiche Theile getheilt wird, fo daß das 
Dreyed ACB dem Abfchnitte A EB gleich iſt. 

Auflöfung, Ä 

Nachdem mian den Halbmefler AC= ı, geſetzt, fo fey 
der gefuchte Bogen AEB= 25, und folglich feine Hälfte 
AES BE Ss. Zieht man daher den Halbmeſſer CE, 
fo wird - 

. AF ge fin. s, UNdCF = cof. s, 
Hieraus fließt 
AACB c= fin. s.cof.s c= # fin, 25; 
und der Ausſchnitt 
Abus De 


| Aufun einiger den Rreis betreffenden Aufgaben, 45 3 


Da alfo diefer Ausfchritt dem doppelt enommenen Drey⸗ 
ecke gleich ſeyn Toll, fo iſt s = fin. 2s, und e8 muß daher 
‚ein Vogen gefucht werden, welcher dem Sinus des dop⸗ 
pelten Bogens gleich iſt. Zuvoͤrderſt iſt nun klar, daß der 


Winkel ACB größer als ein rechter Winkel, und folglih s . 


auch größer als 45° iſt, und: wir wollen daher folgendet 
annehmen. | 
s=;50 s= 550 a 540 
‚, I= U 6nB9100 ' 1,7403627 | 1,7323938 , 
abgejogen 1,7581226 | 1,7581226 1, 7581226 
.9,9408474 | 9,9822401 | 9,9742712° 
‚1.fin. 2s = 9,9933515 | 99729858 | 9, 9782063 
‚37 52504 | — 92543 F 39358 
/ 92543 
RFB 617584 : 525041 = 50: 40, 15° 
Es iſt alſo beynahe s= 540, 150, und wir wollen da⸗ 
her zu den vohergehenden Annahmen s540 ſetzen, wo 


denn aus den Fehlern 2 549, 17 54. geſchloſſen werden: 


kann. Diefer Werth weicht um Peine Minute ob, und _ 
wir wollen daher folgende Annahmen verſuchen, die Pr 
um eine Minute von einander abweichen, 

5, 17 Tue 


oder oder | oder 
so 32357 | s = 3258° s m: 335g! 
. und und und 


2 1680,34’ 28100, 362 == 1080, 38% 


das Compi.c 719,26 |. == 719, 34° FELSEN — 


ls ==3,5128178 3.5129511 | 3,5130844 
abgesogen 3,5362739 | ._2,5362739 | 3,5362739_' 

18 2=9,9765439 |, 9, 9766772 | 4,9768105 
‚4fin. 25 =9,9767872 | 9 9767022 _9, 9766171 


4 23 +20) — 194 
' | 11934 
*æD 2184 —— 
883 | - Ma 
. . ! 


/ 


7 


v 


\ 


x 
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un \ Man ſchließe alſo 


N 
x 


2184 2 70 = 1 : 6", ade f - 
Hieraus wird s = 549, 18°, 6", gar, Wenn man dieſen 
Winkel genauer beſtimmen will, ſo muß man dazu größere 
Tafeln brauchen, und daraus wollen wir folgende um 10’ 
pon einander abweichende Annahmen entlehnen; 


I 


s = 54°, 18‘, 0 s = 54°9,.18', 10" 
oder oder ” 
s=195480" |'s= 195490” ze 


28 = 1089, 36‘, 0" | 28 == 1089, 36%, 204 


das Compi. =’ 719, 24, of = 7I, 23’, 40" 


1s = 5,2911023304 | 5,2911245466 
abgeaen = = 5 5,3144251332 3,3144251332 
9,9766771972 1: 9,9766994134 - 
l.fin.2s = 9,9767022291 | - 99766880552 


m SE — 


— 





| 4 20391 — zıas82 | 
413882 J. | 
7639011 250319810% 6° 52",43 ʒ33 
Es iſt folglich 
sa 549, 18, 6“, 52'% 43, 33%, und alfe 


der Winfel ACB = 1089, 36°,13",45'', 27", 6", und fein 
. Eomplement = 719, 231,46" 14, 32, Sgrau 
fo wie der kogarithme des Sinus davon, oder 
l.fin.2s = 9, 976692471 
und 
“der Sinus ſelbſt = o, 9477470 
Fyrner it 
ins = AF= =- BF = 0,812102 
und alfo fein Doppeltes oder 
die Sehne AB. 1, 6242058, 
.. ‚Endlich iſt N 
dee Eofinug EF = 95335143 


in. 


Aufldſun g einiger den Kreis betreffenden Aufgaben. 45 | 


amd hiernach kann man den gefucpten Aueſchait näherungss 
weile verzeichneen. 


— 


— 4 333. 

Auf ähnliche Art läßt fi der Sinus beftimmen; wos. 

durch der vierte. Theil eines Kreiſes in zwey gleiche Theile 

getheil wird. — 1 
Dritte Aufgabe,’ 

Sn dem. Kreiss Quadianten ACB, Fig. 113, den Si⸗ 
nus DE zu verzeichnen, welcher Die Ebene des Eimabranten 
iR zwey gleiche Theile theile. | 

BE ng 

Pr ſey der Bogen AE = s, fo if BE= = —-8, weil 


.- 


ARE Be —- — if, und der Inhalt des Quadranten 2 


Nun iſt * Inhalt des Ausſchnitts ACE's, und das. 
von dag Dreyek CDE == # fin.s. cof. s abgezogen, fo . 
bleibt der Raum ADE = #s — # fin. s. coſ.s übrig,. 
deſſen Zwiefaches dem Quadranten gleich ſeyn folk. Hiera 


aus ießt J 
ni irms-im2s N 


und daher 
ı 98 — ir= 3 hin. 2s | 
Da ſetze den Bogen⸗ — * — 4502* u, ſo wird 
28 90 F2u B — 
und es muß felglich 
=: toh 2u; und2u = cof2m. 
ſeyn. Da alfo ein Bogen verlangt wird, det feinem Eos 
finus gleich fey, und wir denfelben in der- erften Aufgabe 
‚gefunden. haben, fowied N 
N | au mu 429, 20, 47", 14“ 
fg 4 und 


- 


/ N . . 
’ Ä y a 
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4 f 
nn. 


| und u 
u art, 101,23", 37% 
dieraus ergiebt ſich der Bogen 
Akkus 669, 104, 23", a7. 
und der Bogen 
BE = 23°, 49', 36", 23 
+ und.daher ift ferner | 
o= =0) ‚4039718 und AD='0, 5960281 
tl und der Sinus, 
u DE = 0,914771I. 
a So wie auf dieſe Art der Quadrant eines Kreiſes in; itveg 
gleiche Theile getheilt wird, fo laͤßt fich auch die Theilung 
des ganzen Reifen i in acht gleige ale benerfellgen. 


F 


! 


En | 534 
So mie jede durch. den Mittelpunkt eines greiſes ge⸗ 
zogene gerade Linie den Kreis in zwey gleiche Theile theilt, 
ſo laſſen ſich auch aus jedem Punkte der Peripherie gerade 
Linien ziehen, welche den Kreis in drey oder mehr gleiche 
Theile theilen. Wir wollen jetzt die Theilung i in vier gleiche 


Theile unterſuchen, und aufloͤſen die 
Vierte Aufgabe 


Aus einem Dunfte A eines gegebenen Halbkreiſes AEDB, 
Fig. 114, Die Sehne AD zu ziehen, welche die Ebene des 
 Palbfreifee in zwey gleiche Theile thelle, 


an Auftöfung, 

Es fen der gefuchte Bogen AD s, fo iſt, wenn man 
den Halbmeſſer CD zieht, der Inhalt des Ausſchnitts ACD 
* 35; und zieht man davon dag Dreyed ACD = FAC, . 

‘DE == 4 fin. s ab, fo bleibt der Abſchnitt AD = ; s— i 
fin.s ‚übrig, welcher der Hälfte des Dolbkseifee gleich ſeyn 
ſoll. 





U 
‘ I 
ı 


Aufiöfung einiger ben Kreis betreffenden Aufgaben. 457 


fol. Es ift ober der Inhalt: des Dalbleeiſes = 1 ” und 
daher . 
. s—lnsmir ge | 
— J folglich EEE 
s— 0900 = fin. s 
Man ſete s — 900 = u, fo wird in 8 coſ. u, und 
Deswegen oo ö 
— u coſ. .. 97 
Nun iſt nach der erſten Aufgabe | 
| 429, 200, gt, gu 
er | Eu 
„ s = ACD = 1329, 200 47", 14%, 
| und 1 
BCD 470, 39 12“, 46 
Die Sehne AD ſelbſt aber iſt Z 1, 8295422. 
* 5353. — 
Auf dieſe Art ſchneidet man alſo von einem Kreiſe einen 


Abſchnitt ad, deſſen Inhalt dem vierten Theile des ganzen 
Kreiſes gleich iſt, der Abfchnitt aber, der dem halben - 


Kreiſe gleich ift, ift der Halbkreis ſelbſt, und feine Gehne 
alſo ein Durchmeffer. Auf ähnliche Art kann man den 
Abſchnitt finden, welcher den dritten Theil vom ganzen 





\ 


Kreife ausmacht, und damit wollen wir une in der fölgene 


den Aufgabe beſchaͤftigen. 
| Fünfte Aufgäbe, 


* 


Aus: dem Punkte des Umkreiſes A, Fig. ns, weg 


Sehnen AB,.AC zu. ziehen, wodurch der ganze Reit in 
zwey gleiche Theile getheilt werde. 


Aufloͤſung. 


Sept mon den Halbmefler = ı und den halben Um⸗ 


freie =. desgleien den Bogen AB oder ACH = s; ſo 


rs | Mm 


5 
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iſt der Inhalt des Abſchnitts ABB oder —XE * 1 s—t 
” fin.s. Der Inhalt des Kreiſes aber ift =, und da alfo der 
Inhalt des Abſchnitts AEB der dritte Theil des Kreiſes 
ſepn ſoll, om wird. . 


⸗ n bdboder 


— fin. = 1200 \ " - 
- 8 \ \ . 4, ⸗ 


und alfo 
s— 120° = fiın.s 
u ſey s— 1200 =u, fo wird . 
N u=fin.(uf 120) == fin. (60 ») | 


€ muß demnach ein Bogen u gefucht werden, der dem | 
Einus des Winfeld 600 — u gleich ift, und es wird daher | 
‚a Feiner al& 60° feyn. Um diefen Bogen zu finden, us 
men wir alſe folgendes an > 


ud - 


4 
1 


- - um200 ° ‚umazgoh uz=40 

 &—u=400 2ER | 

 lu==1,3010300| 1,4771213 | 1,6020 | 

| abgezogen 1,7581226|_ 1,7581226 f _1,2581226 | 

.. 1 =9,5429074| . 97189987 | 98439394. 

Eu ge u) == 9,8080675| 96989700 95340517 ' 
7T * —— — 200287 — "3098857 





Es faͤllt alſo in die Augen, daß u etwas kleiner ſey als 320%, 
| und rechnet man, fo findet fih, daß es größer feon muß, 
7 eage, Es ſey alſe J 


J W Br or — 
2 
’ P2 i ' / 
\ ) ” 
\ 


J Zufun einiger den Kr * une a2 


um 299. . 
K—-uymz310 00T 
En lu == 14623989 . 
abgezogen "1,7581226 | 
du=9709754 | 0 
1, fin. (60 — u) * 2271 18393 U I 
—8 644 
— 200287 - 
275926 : 75639 == 10: 16°, 26° 
Es woͤrde aſſo der Winkel u = 299, 167, 26” ſeyn. Ihm 
ihn indeß noch genauer zu finden, brauche man folgende 
Annahmen, toben der Unterfcdied nur eine Minpte beträgt, 


433299, 16, u=E290 ı7" | 
“ oder - oder . 
, on um=ı1756 - .n=1757' 
. o—um304 | Ga—umz00'43' . 
in lu=3,2445245 x 3,2447718 
„abgesogen == 3,5362739 3,5362739 
= Ta 9,7082506| . „97084979 
L fin. (6O— u)r=9,7084575 - 9,7082450 J 
öTT 
- 3- r 


4598 : 2069 um 11 3 37%, oe 
Es iſt aljo genau ' 0 
a 290, 16, 37", 0 


daher der Bogen . er 
« er AEB = == 149%, 16°, a7, a zu AFE 


- woher denn. J 
der Bogen BC = 610, 27, &, of 
"md die Sehne. = J 
An SAc S .9285340 | 
er. 2 wird un “ 


ı ” ' ” | 
h > . ” - “ 4 33 ' 
« . _ [3 x ’ ” \ 
. \ ‘ 
[) 


, , 1 . 
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. f | $. 536. J 
Mit dieſen Aufgaben, welche Bogen finden lehren, die 
einem gegebenen Sinus oder Coſinus gleich ſind, wollen wie 


folgende verbinden, die zwar eben diefes Gefchäfte zum 
Gegenfande hat, aber mit mehr S cwierigkeit verknuͤpft iſt. 

Sechste Aufgabe. 

vVon einem Haldkxeiſe AEB, Fig. 116 den Bogen AE 
alſo abzuſchneiden, daß nad der Herabfällung des Sinus 
ED aus dem Punkte E, der Bogen AE der Summe der bey⸗ 
den geraden Linien AD F DE gleich ſey. 

Auflöfung. 

Da hier ſogleich in die Augen fällt, daß der gefuchte 
‚Bogen größer ift, als ein Quadrant, fo wollen wir das 
Complement deffelben BE fuchen, und den Bogen BE= s 
fegen, wodurh AE = 1500 — s wird; und da auf 


die et 
\ AC=ı; CD = cofls; DE = fin.s 


fo hat man 
800° —smıtreflstins _ 
Nun iſt aber 
fin.se=2fin.#s. col.3s; und ıtcoLs=2coß.äs.cofhs, 
folglich | 
1800 — s = 2col.#s(lin.ds + coLäs) 
Run ift ferner 
soh (45° — DER cohäs,} Zufinse 
alſo 
un Is coſ. As Vꝛ. coſ. (4° —45) 
‘ und daher 


1800 gm aVacohhmcohlg I) 5 
Nach diefer Reduction wollen wir folgende Vorauffegungen 
brauchen, ijs= 


un ie ' " 7 
J 


Aufſttiins einig ben Sriehanefene Aufgaben, 461 


P} 209 Eu ’ 
450° —#s=2;5P 
1800 — s zu 1400 


is = 210 
450° - 15* 240 
1800 — s == 1380 


‘ ⸗ 


L (180 — s) = 2,1461280 - 2,1398791 
abgezogen 1,7581226 1,7581226 
L (180 — $) = 5 = 0, 3880054 0,3817568 
L. cot. col.4s = = 0,9729858 9,9701517 a 
Leoſ. (450 — 35) =9,9572757 . 99607302 
‚l2V2 = 04515450 ©4150 
0.3818065| - 03824269 
Abweichung T 61989. _ 6704 


I „6704 


{ 


oa "68693 : 61999 = = 19:54 
Es fällt demnach 3 s zwiſchen die Grenzen 260, 54! und 
20°, 55‘, und wir wollen daher folgende Oppothefen ver⸗ 


\ ſuchen. 45 


win 


200, 54’ 

249, 6, 

s= 419, 48' 
oder 

1800 — s zu -Ba292’ 

: 1C180° — s) = 3,9186593 


abgezogen * == %,5362739 


"1 013823834 Ä 
07 Leokis= 9,9704419| 
Leoſ. (45 — #3) = 9,9603919 
LeyYvp= = 0,4515450 
03823788] 


tin + 6 


1065| 


#5 = 200,55’ 


45045 240, 5° 


s = 419,50" 
180° — s ==138°, 12° |180°— s =1389, 10’ 


oder 


3,9185545 


100, = 82900 


3,5362739 


0,3922 806: 


9,970: 03937 
99604483 


4 


_,9,4515450 


3822871 


— 1005 | 


= ‚a3ı 6", 30" 
..'e 


\ 


J J nn u ‘ 
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Es if alfo 35 = 30°, 547 3”, 30”; folglich 
s = 419,487, 7, 0" ==BE 


n | und der gefichte Bogen 


1 
— 1 


J AB ze 1389, 11‘, 53", 0’ N 
die Pinien.DE und AD aber- 
DE = 06665578, und AD 1,745433. 


——.. sa. 

Nun wollen wir die Bogen mit ihren ttangenten ver⸗ 
meichen, und da in dem erſten Quadranten die Tangen⸗ 
ten groͤßer ſind, als ihre Bogen, ſo wollen wir einen 
Bogen füchen, der der Hälfte feiner: Tangente gleich ſey. 
Dies giebt die 


a Siebente Aufgabe; N 
Einen Ausfchnitt ACD, Zig. 117, zu finden, weicher 
die Hälfte des Dreyecks ACE fey, welches zwifchen dem 
Halbmefler AC, der Tangente AB, und der Secante CR 
enthalten iſt. 


Aufloͤſung. 
Seht man den Bogen AD =s, fd wird der Ausfchnitt 
ACD=4s, das Dreped ACH, aber = # ang, s, und 


ed muß folglich 


1 tang.s = 3 oder 35 e="tang. 8 


| fon. Wir nehmen alfo folgende Hppothefen zu Huͤlfe. 


se =709 [s == 669 | 6 
l.2s= 20791812 ———— 
1,7581226 1,7581226| 1,7581227|1,7581226 
1,28 = 0,3240586 0,3880054 0,36245T1 13 0,3689822 

1. tang, s = 0,23856060,4389341[6,3514169]0,372148t 
* 824980 — — 509287 + 110344| — 31659, 


, HBiedurd 


} 


R 


uff einiger ben Kreis banſende Aufgaben 1 / 


- Hiedurch finden wir folgende. genauere renien fuͤr s 660, 
46' und 669, 47°. Alſo ſey 


— 


s == 660,46 42* 660, 47' j 
Be ode 
s == 4006’ ° BE 4007°. | 
25 nn gor2! 28* 8014 N J 
1.28 © 3,9037409 3,9038493- 0 
„3,5362739 3.5362739 | 
w s= 0,3674670° 0,3675754 — 
I. tang. s=o, 3672499 | 0,3675985 | 
LE DT TT ge ur Tr 7 77 Ge Ze 
| . 231 
2402: 1 2171 — u: Sg, 1a’ / 
Es iſt demnach rn 
_ der Bogns= AD =669, 467, 54", Te W 
— und daher 


tung. AE= 2,3311220, — 


he er | \ 
Run to folgende Yufgabe aufzulöfens 
"Die achte Aufgabe. 
Den Bogen AE, Fig. 118, eines gegebenen gelelbqua⸗ 
dranten zu finden, der feiner Sehne AE gleich ſey, wenn 
dieſelbe bis zu ihrer Aufammenfunft mit BC verlängert ! 
wird. N 
u Aufiſung. 
Es ſey der Bogen AE = s, ſo iſt ſeine Sehne Ak 4 , 
fuide, und fein Querfinue AD=ı—clseaelinds. 5, 
fin, 3 s; und die Ähnlichen Dreyede ADE und ACF geben 
ↄ ſis. ds. ins ofindsmiın 
Gef demna _ 


7/ 


\ L) 


u = 
x 


D 
J 


J 
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Abweichung‘ + 0,154433 1 


1. 


4 


s=700 j,=%° 





abgesogen 1,7581226 1,7581226 


9,8080675 
99530349 
0,0469650 


fin. is= 9,7585913 
9,8455667 








s=84°] 
l.s = 1,8450980| 1,9030900| 1,9242793 
1,7581226. 
"7 0,08697540, 0,1449674|6,1661567]o,171: 2963 
9,8255109 
9,9916676 
* 83223 


ss go 
1,9294189 
1,7581226 





9,8296833 
0,0009796 
— 976 





Es ih-fefglich s-zwifchen den Grenzen 840, 53° und 84°, 
54 enthalten. &8 ſey daher ferner 


von den Reihen entlehnte Methode zu finden ſuchen. 


say! 8 840, 54 
| oder oder 

28093 s = 5094 
- | 4s= 429 263’ as = 429, 27’ 

1 s = 3,7069737 3,7070589 

abgejogen _3,5362739 3,5362739 

- | 0,1706998 0,1707850 

I lin. 4s = 9,8292003 |  9,8292694 

09999001 | 00900544 

Abweichung T 998 — 544 


Hiersaus ergiebt ſich 
der Bogen s = AE 840, 53° 38, 51’ 


und 


der Bogen BE = 560, 621“, gi, 


⸗ 


u. 339. 


Obgleich in dem erſten Quadranten alle Bogen Beine? 
find, als ihre Tangenten, ſo giebt es doch in den uͤbrigen 
Quadranten Bogen, welche ihren Tangenten gleich ſind, 
und dieſe wollen in wir in der folgenden Aufgabe durch eine 


t 
’ 


VNeunte 





nn 

Aufldſuns einiger ben Kreis Seffenbendiufsahe #5 
| Nounte Aufgabe. 

Alle Bogen zu Faden, die ihren Tangenten geid ſind. 


— Aufioſung 


Der erſte Bogen, der diefe Eigenſchaft ba, if der . 


Unendlich Fleine. In dem zweyten Quadranten giebt es 
| feinen von dieſer Beſchaffenheit, weil dätin die Zangenten 


negatio find, Im dritten Quadramen iſt ſolches ein Bo⸗⸗ 


gen von etwas weniger als 2700, und dann giebt es die⸗ 
gleichen in dem fuͤnften, fr ſiebenten Quadranten, ꝛc. Es 
ſey der vierte Theil des Umkreiſes = q, und die geſuchten 


Vogen ſehen in der. germetaitn) g- Eenthallen, ſo 


vaß en +1) & ET ost. N een Cs ſey 
ang se xfoit Ä 


‘ 


e 


4 


serie $o$af 3. dit . 


up folglich 


®. 


ur. t na str Ax3 ass ver 
Es faut abet in die Augen, bas ein deſte Aleinerer Bogen 
if; je geößer die Zahl h wird, daß & ei seht kleine Größe, 
i 
ie — — — ai n fo 
‚ und beynahe x 575 e oder - 5 at q 
wird genauer findet man. 


bn . v2 


, Kulevo Binlind.Aneld,kinendl id. Kr 
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— 
J 
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‘ 
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Lennon t a Bee rk )q 


Ä i3 J 246 
3@anTn3g? 1500u Eu -Ios(an}ı)7g? 

— 

"945@n + — | 


Dadpoy= 8 1,5767983267948 it, fo ift der 
B / VE , 
gefuchte Bogen r c 2° 
Pa B Bu u , . L > az 
(entf 487679632079 75 b63661 920 | 
0,17200817 __ 0,89062595 
—— . j ent DD 


, —_ 05892834 6, olasssa⸗ R. 
Ten + 1)7 — Gnr 12 


> ! 


Ddge,, wenn man die Glieder, die in Theilen des Sales 
autideuch ſind, nach Art der Bogen beſtimmt, = 


— — 2 5479" u 


an 4 1)90° = anf}: ara 


N 





18692” _ „ra15$“ 
— ur (za }ı)? 


, 8784” x 


cr 775 r 12? 


—* 
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— 
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88 ſind demnach die Bogen, weich. der Aufs ab e ein & \ 
nöge than; in der Ordnung folgender on 5 


8 . 


Us 
Kr 3 


u. "1:98 90a Fr 
Ib 3.900 = i20, 32, ag | 
Annan  , 


N 7.W—. 5, 14,38 
vd - 4, 3,59 
VE 11.900 — 3, 19, 24 
VE 13. 900 2, 48,37 
VII. 15. 900 —2, 26,8 
| IX 17. 90° — 2; 8, 31 
X. 19 N vr - 1 2, "3, is . 


8. Sas. 


ya antheben feße ich nit her, da die dit, fie auf — 


zuloͤſen „aus dieſen Beyſpielen deutlich ethellet,, Uebri⸗ 
gens find dieſe Aufgaben vorzuͤglich deswegen erfunden 
worden, damit die Natur des Kreiſes, deſſen Quadratur 
bisher auf feinem Wege hat gelingen wollen, bekaͤnnter 
werden möchte: Denn hätte es fich ereignet, daß bey der 


. Quflöfung irgend einer Aufgabe, entweder ein gegen den 
ganzen Umkreis commenſurabler Bogen, odet fein Sinus ° 


oder Tangente durch dei Halbmeſſer hätte conſtruirt werden 
koͤnnen, ſo haͤtte man allerdings eine Art der Quadratur des 
Kreiſes "gehabt: Hätte man z. B. ben der Aufloͤſung der 
ſechſten Aufgabe den Sinus DE, der = 0,665578 Wat; 
I 0606606 = 4 gefunden: ſo würde man dann eine ſeht 
os Fe föhne 


rn N . X 
. \ 
t \ . 


I 


gt — 
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ſchoͤne Eigenſchaft dee reife gehabt haben; es konnte — 


nemlich alsdar« ein Bogen AE conſtruirt werden, der 
der geraden Binie ADFDE=ı 73 TV% gleich wäre. 
Es iſt aber auch noch kein Grund da, weicher die Unmoͤg⸗ 
lichkeit dieſer Duadratur. des Kreiſes beweiſen konnte; und 
wenn dieſelbe moͤglich iſt, ſo ſcheint kein Weg geſchickter zu 
ſeyn, ſie zu entderfen, als der, pelchen wir in Seien 
Eapitel kennen rl —— N * 


— 
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s Erſtes Capitel. 
Von den obahien der Körper — 


5. I 


\ 


Die Unterfuhungen ‚welche wir in dem Vorhergehen⸗ 


den uͤber die Curven angeſtellt haben, und die Art und 


Weiſe, dieſe Curven durch Gleichungen auszudrucken, ha⸗ 


ich davon nicht befonder® handeln, fondern die Betrachtung 


⸗ 


ben allerdings einen ſehr weiten Umfang, und erſtrecken 


fich auf alle krumme Linien, deren Punkte insgeſammt in 
einer und derſelben Ebene liegen; wenn aber die Curve 
nicht ganz in eine und dieſelbe Ebene faͤllt, fo veichen die 


ertheilten Vorſchriften nicht hin, ihre Eigenſchaften zu ent 


decken. Dieſe Art der Euren hat eine doppelte Krüms 


mung, und in dieſer Ruͤckſicht haben wir darüber. vom 
Herrn Elairaut eine vortrefliche und ſcharfſinnige Abhands 
fung. Da indeh diefer Gegenftand mit der Lehre von den!’ 


Flaͤchen zuſammenhaͤngt, welche ich mie in dem gegenwaͤr⸗ 


tigen Abfchnitte vorzutragen vorgenommen habe, ſo werde 


deſſelben mit; der folgenden ühlerſuchung iR die Flaͤchen 
perbinden. 


l 8. 2. F RE 


| Sowie die Linien entweder gerade oder krumme Linien 


find, fo find de eaden ‚entweder eben aber nicht ebenz 
‚a4 urn⸗ 


ie, 


r 


. Pr 5 


“ 


- 
1 
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. Fa . 1 
unebene Flaͤchen aber’ nenne ich ſowohl die convexen als 


. die concaven, und au ‚Diejenigen, die theils conver theile 


concan find. So if die Äußere Floͤche einer Kugel, eines 
Chlinders und eines Kegels, wenn man von der Gtund⸗ 


- fläche abſerahirt, conver, die Flaͤche einer Schuͤſſel hinge⸗ 


gen concav. So wie man ferner unter einer geraden Linie 


diejenige verſteht, in welcher jede drey Punkte nah einer⸗ 


ley Richtung liegen, ſo iſt eine Ebene diejenige, in welcher 
jede vier Punkte in eine und dieſelbe Ebene fallen; woher 
denn die nicht ebene Flaͤche, ſie mag conver oder concan 
ſeyhn, als ein ſolche gedacht werden kann, worin man nicht 
durch jede vier Punkte Eine Ebene zu legen im Stande if, , 


 % \ 


Wie eing unehne Kläche heſchaffen fep, läßt fich leicht 
erkennen. wenn man weiß, wie weit fie in jedem Punkte 


— son einer-Ebene abftehe. So wie wir nemlich dieBelchaf? 


fenheit der Curven aus den Entfernungen ihrer Punfte von 
einer zur Are angenommenen geraden Linie zu beurtheilen 
- im Stande find: fo fann man auch die Befchaffenheit einer 
unebenen Flaͤche aus der Entfernung ihrer Punkte von einer 
nach Belieben angenommenen Ebene abnehmen, Soll alfe 
die Beſchaffenheit einer Fläche angegeben werden, fo darf 
man nur nach Belieben eine Ebene annehmen ‚und fi aus 
jedem Punkte jene gFlaͤche auf dieſelbe ſenkrechte Linie gezo⸗ 
gen gedenten, und kann man die Länge dieſer ſenkrechten 
Linie durch eine Gleichung beſtimmen, fo wird diefe Gleis 
chung auch die Natur der gedachten Fläche ausdrucken. Aut 
einer folchen Gleichung taffen fih aber auch umgekehrt ale 
Punkte dieſer Kläce "angeben, und es wird deher durch 
deſelbe auch die Flaͤche ſelbſt beſtimmt. 


N 
0.4. 


x 


N 
' 


EEE 9 4. 
Es ſtelle die Ebene der Kupfertafel die Ebene vor, auf 
welche alle Punkte einer gegebenen Flaͤche hezogen werden 


ſollen. Ferner ſey M, Fig. 119, irgend ein Punkt in der 


gegebenen Flaͤche außer der Ebene der Tafel, und aus dem⸗ 
felden MQ auf dieſe Ebene ſenkrecht herabgefaͤllt worden, 
Um nun die Lage dieſes Punktes algebraiſch auszudruden, 


nehme man in der Ebene irgend eine gerade Linie AB zer 


Are an, und ziehe auf dieſelbe aus‘ Q die gerade Linie QaB 
ſenkrecht. Endlich nehme man in der Are AB irgend einen 
Punft A zum Anfangspunfte der Adfciffen an, Iſt dieſes 


geſchehen, fo kennt man die Lage des Punktes M, wenn 


man die Laͤnge der drey Linien AP, PQ, und QM meiß; 
und ed wird demnach die Lage jedes Punftes Meiner Zläche 
durch drey fenfrechte Coordinaten auf ejne ähnliche Urt bes 


ſtimmt, als foldhes bey den Punkten der Eurven, die in‘ 


- einer Ebene lagen, duch givey rechtwintlige Coordinaten 
geſchehen a 


5. 
Da wir 'alſo drey Coordinaten AP, PQ und QM haben, 
fo wollen wir AP mx; PQ=y, und QM = z ſetzen. 


Diefe drey Coordinaten werden und die Natur der gegebes 


nen Fläche au erfennen geben, wenn wir, nachdem wir x 


‚und y willführli angenommen haben. zubeſtimmen im 


Stande find, mie groß z iſt; denn koͤnnen wir diefes, fo 


taffen ſich ale Punkte M in der gedachten Kläche angeben, 
Es wird daher die Nature einer jeden Kläche durch eine 


. Gleihung ausgedruckt, in welcher die Eoordinate z durch 
vie beyden übrigen Coordinaten x und y und durch beftäns 
dige Größen beftimmt wird; und es ift Daher für jede ger 


gehene Säge dig veränderliche Brößez gleich einer Funktion .. 
| 985 Ale 
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zweyer veränderlichen Größen x und y. Umgekehrt druckt, 
wenn 3 irgend einer Funktlon von. x. und y gleich iſt, dieſe 
Gleichung eine Flaͤche aus; deren Natur ſich aus ihr erken⸗ 
nen läßt. Setzt man demnach für x und y alle, fowohl 
pofitive al$ negative Werthe, die fie befommen fönnen, fp 


‚. erhält man glfe Punfte Q der angengmmenen Ehene; 


und dann ergiebt fi) aus der Steihung zwiſchen z, x und 

-y die Fänge der ſenkrechten Linie QM = z, ven diefer 
. Ebene bie.zu der durch die Gleichung ausgedruckten Fläche 
Iſt x pofitiy, ſo liegt der Punkt M über der Ebene APQ 
ift aber z negativ, fo liegt M unter ihr;? wird z=o, f 
fälle M in die Ebene, und wird es imaginär, fo gehört zu 
dem Punfte Q in der Kläche gar fein Punft M. "Hat ends 
Heb-s mehr reelle Werthe, fo. ſchneidet die auf der Ebene 
durch Q fenfrecht aufgerichtete Linie die —J Flaͤche 
in mehr als in einem Punkte. | 


$. . 

Will man alfo die verſchiedenen Arten der giachen be⸗ 
ſtimmen, ſo bietet ſich ſogleich die Abtheilung derfelben in 
confinuirliche oder regulaͤre, und in diſcontinuirliche oder 
irgeguläre dar. Eine Fläche ift nemlich continuirlich, derem 
. Dunfte ſich insgeſammt durch eine und: dieſelbe Gleichung 
zwiſchen 2, x und y ausdrucken laßen, oder wo z für alle 
Punkbkte diefelbe Funktion bleibt. Irregulaͤr wird hingegen 
‚sine Flaͤche genannt ‚ wenn die Theile derſelben durch vere 
ſchiedene Funktionen ausgedeucki werden, z. B. wenn die⸗ 
ſelbe an einem Orte ſphaͤriſch, an einem andern coniſch, 
an einem dritten cplindrifch oder eben if. Diele irregu⸗ 
laͤren Flaͤchen ſetzen wir indeß hier gang bey Seite, und bes 
trachten blos die regulären, deren Natur durch eine und 
dieſelhe sung gaegedrugt wird. Denn kennt mag 

Pie 


\ 


* 


' ‘ en Pan x J 
, N‘ ' 4 k 
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dieſe, fo Ka fly darnach auch Die-irregulären, da fie aut 
seguldsen Theilen zufammengeftgt find, leicht beurtheilen. 


5 nr , | 

Die regulären Flaͤchen werden zuvoͤrderſt in algebraiſche 
und in trapfcendente eingetheilt. Eine Flaͤche iſt eine alge/ 
braiſche, wenn ihre Natur durch eine algebraifche Gleis 
Kung zwifchen den Coordinaten x, y und z ausgedruckt 
wird,/ oder ivenn z einer algebraifchen Zunftion hon x und y 
- glei iſt. Iſt hingegen z Feine algebraifche Zunftion von 
x undy, oder fommen in der Gleichung zwiſchen x, y und 
2 tranfcendente Größen vor; 3. B. ſolche die von Logarith⸗ 
men oder Kreisgroͤßen abhangen, ſo iſt die Flaͤche, die 


‚Durch eine ſolche Gleichung ausgedxuckt wird, eine tranfcens - 


dente. Dergleichen ift 3. B. da wenn z = %.1.y; oder 
s=y%;odez—y.lm x iſt Es fällt aber in die Au⸗ 
gen, daß man die Unterfuchung der algebraiſchen Flaͤchen 

nor der Betrachtung der tranſcendenten vorherathen lafe 
fen muß 1 


* 
| PT 0 v 


Ferner muß man, um die Natur einer Flaͤche kennen 
zu lernen, vor allen Dingen unterſuchen, was z in Anfes , 
hung der Menge ſeiner Werthe fuͤr eine Funktion/ von x 


md yif. Hier kommen zuerſt diezenigen Flaͤchen vor; 


wobey z eine einförmige Zunftion von x und yyiſt. Es fen. 


P eine ſolche einfoͤrmige oder rationale Funktion von x und 


*3 ſo werden, wenn'z = P iſt, den einzelnen Punkten 


der Ebene Q eben fo viel Punkte - der Släche zusehören, - 


‚ober 68.1ird jede auf der Ebene APQ ſenkrecht aufgerich⸗ 
tete gerade Linie die Flaͤche in nicht mehr als in einem 


. Yunkte ſchneiden. In dieſem Falle kann der Werth des | 


on ne QM nie imoginoͤr werden, fondern es giebt 


a 


\ 


nee 7 0: , Anfang. Erſtes Capitel 
—A Dieſe gerade, inie allemal einen reellen Pr“ in, ber Fläche. | 
0 bringt indiß dieſe Rerſchiedenheit der Zunftionen Feine 
weſentliche Verſchie denheit unter ‚den Flächen hervor; 
— denn fie hoͤngt pen ‘der Lage der Ebene APQ.ab, welche 
nn \ eben/ ſo als. die tage der Axe⸗ willkuͤhrhch if. Bericht man 
Daher rlefelig; Flaͤche auf oine andere Ebene, fo kann bie 
‚Zunftion z aus einer einförmigen in eine oielidemige 


2  Pesgeben, BE ee 
\ en Er or 9. — * 
oo Es ſeyen P und Q, einfdrmige Zunktionen von x undy; 


ſo werden, wenn 
22 — Pr +Q0=o - 


ft, die geraden Linien, die aus den Punkten Q der ange⸗ 
nommenen Ebene auf dieſelbe ſenkrecht geſtellt werden, die 
| Flaͤche entweder in zwehen Punften oder gar nicht ſchnei⸗ 
——. den; denn es bat dann z allemal zwey Werthe, dic entwe⸗ 
N | \ | "ber beyde reell oder beyde imaginaͤr find, Auf aͤhnliche 
Art iſt z, wenn p, Qund R einfoͤrmige Sunftionen von 
x und y bedeuten, und 

ons ‚23 Pı2FQr—Reo 
. Er eine dreyfoͤrmigẽ Fünktion, und jede gerade Linie QM 
ſchneidet die Flaͤche antweder in dreyen Punkten, wenn alle 
| Wurjeln diefer Gleichung reell find, ober nur in einem, 
wedon zwey bon dieſen Wurzeln imagindr find, Auf ähns 
W übe Art bat man zu urtheilen, wenn z durch eine Gleichung ° 
von mehreren Dimenfionen befimmt wird." Wie vielförmig 
| on alſo die Zunftion z fey, erkennt man leicht, fo. bald man 
—— die Gleichung. weiften x, yundz ratzenet gemacht bat, 


18” 


” &e wie wir hey Den Gleichungen ber Eurven en gefehe 
beben, daß die heyden Coordinaten derſelben verwechſelt 
werden 





, Barden Oberflächen ber abere überhaupt. ri 


Werben‘ koͤnnen, ſo laſſen fi au in eder Gleichung Fe, 


eine Fläche die drey Coocdinaten x, y und z mit einander 
verwechſels. Dent nimmt man zuvorderſt in- der Ebene 


AP Q eine gerade auf AP fenfredits © Sinie Ap. jur Are än, | 
fo wird nun Ap= =zympüQ= x, und dadurch find die 


“ hepden Coordinaten x und y mit einander vertauſcht. Die 
uͤbrigen BVerwechſelungen lernt man kennen, weñn man das 


rechtwinklige Paralielepipedum Ap QM£rgPA ergaͤnſt; 
- bey welchem zuvoͤrderſt die drey beſtaͤndigen und auf ein⸗ 
ander ſenkrechten Ebenen in Betrachtung kommen, APQp, | 


APdr, und Ap&=; denn die ait, wie die Flaͤche, worin 


der Punkt M liegt, auf’ dieſe “Ebenen bezogen werd en 


Bann; wird durch eben diefelben Gleichung stoifchen’x, y 


pelte Age; die beyde in dem Punkte A anfangen, und da⸗ 


und nngqezeigt. In jeder ˖ Ebene aber giebt es cine dops 


. Du 
. “ 
2 
BZ 0 Grad 7 Pape 


ber entfpringen alfo ſechs derfchiedene Beziehungen reifen u 


den drey Eoordinaten. 


Die Eoordinaten [2 —— 
on Kurz AMeix Due 
r J entweder PQ_= Y 
zu a dar. ı0aM=: | 
für die Ebene APQp u 
Ä a (Ap=y - 
wu _ oder | pQ=x 
- . \ | \ loMm= 
u PAP=x' 
re Pg=z Ä 
R — Mz=y_._ 
für die bene Ada Ten 
f Aw = 4 
oder  . a=x 
‚MS Y 
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fi n 


W 4— 
eatweder pfi=z 
tg Bu i iM=x 
für die Ebene Apke ' | 
0 (Ar mi 
bber Jıtmy 
- £M=x 


‚ . Bent abet don dem beftändigen Bünte Anad dem Hunkte 


M der Flaͤche die gerade Linie AM gezogen wird, fo ik 
AM= VEx * vrt 21), “ 
§. ib. | er oe 


Eine und biefeibe Gleichung zwiſchen den &onebinaten 
x, yund z giebt und alfo die Lage aller Punkte einer Flache. 


in Beziehung auf dren Ehenen zu erfennen, Die auf einans 


der ſenkrecht ſind, und ſich in dem Punkte A ſchneiden. 
So wie nemlich die veraͤnderliche Größe z die Entfernung 
eines jeden Punktes dei Flaͤche M bon der Ebene APQ gießt, 
fo giebt die veraͤnderliche Größe y die Entfernung eben die⸗ 
ſes Punktes M von der Ebene APgq, und die veroͤnderliche 
Groͤße x von. der Ebene Apẽ. Wiſſen wir aber, wie weit 
der PunftM von jeder. dieſer drey Shenen entfernt ift, fo 
kennen wir auch feine wahre Page: Es. find daher Diefe 
drey Ebench, geif welche jede Kläche vermittelft einer Glei⸗ 
"ung zroifchen. drey veränderlihe Größen x, y und ⸗ be⸗ 
zogen werden kann, vorzuͤglich zu merken, und iſt eine da⸗ 
von horizontal, fo. ſind die beyden übrigen bertical, und 
zwar die eine nach der Richtung AP, und die andere nach 
ber Richtung Apr; 
R $. id E | 
"Hat man nun dieſe Deep auf einandet ſenkrechle Ebenen 
tgefat um darauf die gegebene Kläche zu bejiehen; fö 
fauaͤlle 


| 
! 
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fälle mar aus jedem Punkte dieſer Flaͤche M auf jene Ebe⸗ 
nen APQ, APqund Art die ſenlrechten tinien MQ,Mq 
und M&, und made MQ=z, Mg.=yund Mix ’ 
- Dann ergänze man das Parallelepipedum, wodurch man 
drey gerade Linien befömmt , welche ienen gleich ſind, und 
aus dem Punkte A bußgehen, nemlich AP=x,.Apzoy' 
und Aw=z, und fobald man’ diefe Pennt, fo,ift ach die 
Lage, des Punktes M bekommt. Laͤßt man aber Die veräns 
derlichen Größen x, yundz, wenn fie nach den Ebenen, welche 
‚Die Bigur anzeigt, gerichtet find, pofitio fenn, fo muß mar 
fie, wenn fie nach den entgegenfiehenden Gegenden laufen, 
als negativ anfehen. 


J 13, 


Sat in. ner Gleichuns zwiſchen den drey retindetichen 
Groͤßen x, y und z diejenige, welche auf der Ebene APQ 
ſenkrecht ift, oder 2, allenthälben gerade Dimenfionen, fo - 
kommt ihe ein doppelter Werth u, ein pofitivee und ein 
negativer, und beyde find einander gleich, Alsdann tft alſo 
die Flaͤche von der Art, daß ſie ſich auf beyden Seiten der 
Ebene aͤhnlich und gleich bleibt, und daß der Körper, der 
Durch Diefelbe begrenzt iſt, durch ſie in zwey gleiche Theile 
getheilt wird. So wie nun bey den ebenen Figuren dies 
jenige 'getade Linte, welche die Figur in zwey gleiche und’ 
ähnliche Theile theilte, Durchmeſſer genannt wurde, fe 
wollen wir bey den Körpern diejenige Ebene, welche den 
Körper in zwey gleiche und ähnliche Theile theilt, die Dias 
metral⸗ Ebene nennen. Wenn daher die neränderliche 
| Größe & in der Gleichung allenthalben gerade Dimenfi onen: 
dat, ſo iſ die @bene APQ eine Diametrals @ben, 


m ’ A} 
° . 
X li 5 
N ’ E 
5 . ' ' 
* “ 
’ 


- 
a 


- x 
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. er ahaliche Net erhellet, daß die Ebene AP q worar⸗ 
xy ſenkrecht iſt, eine Diamettal⸗ Ebene ſeyn werde, wenn y 
in der Gleichung fuͤr die Floͤche allenthalben gerade Dimen⸗ 
ſionen hat; und eben fo iſt die Ebene Apz ein» Diametral⸗ 
"Ebene, wenn x allenthalben gleiche Dimenftonen hat. &os 
bald daher eine Gleichung fuͤr eine Flaͤche zwiſchen den ber: 

" Anderlihen Größen x, y und z gegeben iſt, fo läßt ſich fo⸗ 
gleich beurtheilen, ob unter den drey Ebenen Diametral⸗ 
Ebenen ſeyn werden, oder nicht. Es koͤnnen aber auch 
zwey, ja alle drey Ebenen Diamettäls @benen ſeyn. Ben 
der Kugel z. B., deren Mittelpunkt in A liegt, iſt, weil 


der Halbmeſſer AM V Cart yy hezya iſt, xxxyy 


225 aa, und ed wird folglich die Kugel von jeder der 

gedachten Ebenen in zwey ahniche und gleiche Theile 
getheint. | Ä 
& 13 

Um die Schalt. der Oberfläche, die in der gegebenen 

Gleichung enthalten ift, zu erfennen, muß. man fein Aus 


genmerk auf die deeh auf einander ſenkrechte Ebenen rich⸗ 


ten, welche in der zaoften Zigur dur QQIQ2QS, 

TTIT2T3 um VVEV2V3 bezeichnet find, und ſich in 

. dem Punfte-A fehneiden. Wenn man fi ch diefe deey Ede⸗ 

nen nach allen Seiten ohne Ende erweitert gedenkt, ſo thei⸗ 

len ſie den Raum in acht Gegenden ein, welche in der Fi⸗ 

gur durch AX, AXXI, AX2, AXS, AXA, AXS, AX6 
und AX7 angezeigt werden. Sind in der erften AX die \ 

veränderlihen Größen x, xund s poſitiv, fo find in den 

drigen ein oder zwey von Ihnen oder auch alle. drey nega⸗ 


tive. Die genauere Befchaffenheifdiefee Werthe aber laͤßt 


ſich am beften aus folgendem Schema erkennen. 
TR 


Die 


x 


Die Gegend AX.. Die Gegend. AXa - 


i AP -r x.» AP + x 
| AR= ry Army 
48 ='+r. 482 2 
We Gegend AXT Die Gegend Axr _ 
aAP'=— x AP —x 
ARmF+Yy: . AR—=—£y 
. AS=+ z AS Tz 
‚ Die Begend AX2 . Die Gegend AXo u 
AP=Tx AP=}rx 
AR=try., RM=_y 
Azoe:.‘ LE 
L Die Gegend AX3 Die er (Hegend AXT. AXT. 
AP=—x' Alm —x 7 
AR F 5 | Ru—y 


AS g ' A ug 
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Bequemer ift es indeß, dieſe acht Gegenden durch Zadr 
lenqu bezeichnen, ‚um jedesmal auf die leichteſte Het_angeis 
gen zu koͤnnen, von welcher die Rede ſey. Da nun alle 
acht Gegenden in dem Punfte A jufammenfonmen, und 


N — 8 
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— 


durch drey ſenkrecht. ſich ſchneidende Ebenen von einan⸗ 


der abgefondert, djeſe drey Ebenen aber durch die ges 


raden Linien Pp, Qg, Rr, die ſich in dem Punkte A - 


fen recht ſchneiden, beſtimmt werden: fo haͤßt ſich jede 
Gegend durch drey von den Buchſtaben pP, Q und R, 
und p,.g und r:angeben. Die. Hauptgegend oder die 
erſte POR iſt nemlich der Raum, welcher das Paral⸗ 


_ Ielepıpedum zwiſchen den ohne Ende verlängerten geraden “ \ 


Linien AP, AQ, AR, und die @egend Paqr, der Raum, 
twelder Das Parallelepipedum zwiſchen den drey ohne Ende 
Eulers Sinl. in d· Anal. d. Unendl.II. B. ‚25h view 


4 


v- 
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verlängerten getuden Linien AP, A q und Ar enthält, 
Setzt man daher AP = x, AQz=y, AR=Z ſo iſt 
A=—x, Ag=—y, md Ar=—z Wir wollen 
alfo die gedachten acht Gegenden auf die Art duch, Zahlen 
‚von einander unterfcheiden, daß ſey: 





die ıfte 
in: f AP= J 
I zwiſchen —J 2 + x | 
den Goschimaten | y 
= * : 
; E 3te 


[A 
zwiſchen 435 _ 
den Soordinaken- Aa=—y 





[ nn 
zwiſchen 
den Loordinaien 


et zwiſchen 


den Soordinaten ı1=nm7 |. 
. AR = )Y z- 
| 5 $. 17% 


re Diefe Gegenden unterſcheiden ſich bald mehr, bald we⸗ 
niger von einander. Zuvoͤrderſt giebt es zwey Gegenden, 
die zwen Coordinaten gemein und eine verſchieden haben; 
dieſe berühren ſich in einer Ebene, und wir wollen fie da⸗ 
her verbundene nennen. Dann find zwey Coordinaten der⸗ 
ſchieden, und eine gemein; dieſe Gegenden berühren ſich 
bloß in einer geraden Linie, und wir wollen ſie deswegen 
getrennte nennen. Endlich find alle Coordinaten von eins 
ander verfgieden 7. und die Gegenden haben bloß den 
Punkt 


. 


diente ' 


AP mar x 
AQU= ty 


Ar — 2 
———— — — 


"jar= tz 


' 
— 1} 


/ 


t 
= — — no 
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Vonkt Amt einander gemein; Diefen Won tie den Namen 
der entgegengeſetzten Gegenden geben. Was fur Gegen⸗ 
Y den mit einer jeden verbunden, oder von ihr getrennt, der 
‘ihr entgegengefegt fenn, zeigt folgende Tabelle, Ä 
| Berdünden. BGetrennt Entgegen⸗ 
J En  gefegt / 


14 





“ve |w I|vo|n vn 
—arlpgzporParjpQr 
via Ivu|ıv]| ut VI V I. 
pgripgrlpQ@rjPgripc POR/PqR|PQr 
vi) VIE. VI 
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er hat alfo jede Gegend drey mit ihr verbundene, zwey 
getremmie und eine entgegengefetzte, und es erhellet aus 
der vorſtehenden Tabelle ſogleich, wie eine jede gegen jede 
andere beſchaffen iſt. Die Ordnung, welche die Zahlen in 
dieſer Tabelle boobachten, iſt bemerkenswerth, und um-fie 
dem, Ueberblicke auf eine leichtere Art darzuſtellen, wollen 
wir eben.diefelben Zafften in eben der Ordnung in folgens | 
des s Quadret einſchließen. 
| | Db2 2 0° 


V 


484°. . Anbang. Erſtes Earl 








| 71=-131415161718 
arılsli6l31al817 
3/slıl7)2l8lale- 
41617 lııal=lals,; 
si3l218tıl71ala| 
51 4]8l2l7lılsla 
Ä ist4l31%15hılz 
alzlsisielslat Ä 


5 Die Art, wie hier die Zahlen auf einander folgen, fällt 
pen einiger Aufmerffamkeit von felbft in die Augen, der 
Bebraum vieite Tanoffe aber wird in ‚der Folge ausoͤhrlich 
gezeigt w werden. 
Wir haben ſchon vorhin bemerkt, daß enter Flaͤche, in 
deren Gleichung die veraͤnderliche Größe z allenthaiben ges 
ravbde Dimenſi onen bat, zweyh einander gleiche und aͤhnliche 
Theile zukommen; es iſt nemlich alsdann der Theil in der 
erfien Gegend gleich und aͤhnlich dem in der zweyten, und 
- auf ähnfibe Art find auch Die Theile‘ in der. dritten und 

fünften, desgleichen die in der -vierten und ſechsten, und 
endlich in der fi ebenten und achten mit einander übereins 
ftimmend. Wenn Hingegen die veränderlice Größe y als 
fenthalben gerade Dimenfi onen bat, fo ſtimmen die .erfte 
- und dritte, Die zweyte und fünfte, die vierte und fiebente, 

und die fechste und achte mit einander überein. Hat x in 
der Gleichung allenthalben gerade Dimenfionen, fo findet 


dieſe Uebereinſtimmung in der erſten und vierten, in der 


gweyten und fechsten, in der dritten und fiebenten, und in 
der. fünften und achten Gegend ftatt. Wenn nemlich 


‚ Rh 
= 
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in der ‚Gleichung allenthalben gerade Dimenfionen hat 
—7 die veränderliche Broͤße BEE 
8 1 y J. 2x 
ſo ſtimmen überein Er 
‚die Gegeben. die Gegenden: . die Gegenden 
-- 1,2,345,6 7,8 1 12,3,4.5,6,7,8 1 1,2.3,45, 6,7,8 
2, 1,5, 6, 3,4, 87, 3, 2 1,712, 8,46 4 6,7, 1, 8, 2,315 


F Bu $. 20. 
Wenn die Theile der Flaͤche in den getrennten Gegen⸗ 
den, der erſten und fünften, einander gleich fenn follen, fo 
muß die Peichung”To beſchaffen feyn , daß fie unverändert 
bleibt, wenn man die beyden veränderlichen Größen y und - 
2 negativ mimmt. Es wird dies alſo ftatt finden, wenn 
die beyden Größen y und z sufammengenemmen ‚in 


“ allen Gliedern der Gleichung allenthalben entweder gerade - 
oder ungerade Dimenfionen haben. Wenn. aber die erſte 


und Fünfte Gegend mit einander übereinftimmen , fo thun 
ſolches aud die zweyte und dritte, die vierte und achte, und 
die ſechste und ſiebente. Auf aͤhnliche Art ſtimmen, wenn in 
der Gleichung für die. Flaͤche die beyden veraͤnderlichen 
Groͤßen x und z allenthalben entweder eine gerade oder 
eine ungerade Anzahl“ von Dimenfionen ausmachen, die 

erſte Gegend mit der fechöfen, die zweyte mit der vierten, 
die dritte mit der achten, und die e fünfte mit der. fiebenten 
überein. 


. Wenn nemlich in der Bleihung für die gache alenthal⸗ I 


ben entweder eine gerade oder eine ungerade Anzahl 
N. von Dimenfionen haben 


die veränderlihen Größen 
yund z | xudz +|- x und y \) 


S3.' . fo 
ON | 3 En \ ſe 


vw 


\ 


\ 
— 


{ 
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ſo ſtimmen überein | 
die Gegenden die Gegenden . die Gegenden | 
3,2, 3, 4 5, 6.7, 8, | 123,3,45,6,7,8 | ,2,3,4,5:6, 7,8 
5,32, 8 1,7,6, 4, 61, 48: 2,7,14 5,3 1 7,8,43, 6,5, I,2 


Wenn aber alle drey veraͤnderliche Groͤßen x, „y und z 
zufgmmengenommen „ entweder allenthalben fine gerade 
oder allenthalben eine ungerade Anzahl von Dimenfionen 
haben, fo ſtimmen die entgegengefegten Gegenden 
‚mit einander übereim. 


Ir 24. 3, 4 5, 6. 7, 8 
8, Zı 6, s. 4 3s 2, I 


% 21. 


wWenn fi von dieſen Bedingungen zwey ober alle drey 
zugleich bey der Gleichung finden, fe ftimmen entweder je - 
„bier oder alle acht Gegenden mit einander überein. ' 


- Wenn fowohl x als y, jede für ſich betrachtet allent⸗ 
—58 eine gerade Anzahl von Dimenſlonen haben, fo 
ſtimmen folgende Gegenden zu jevirn --, 
‚mit einander überein, 


— 


I, 2, 31 4 5 6, 71 8 
31 5: I, 7: 24 81 4 6 
4ı 6, u I | 8, 2, 3, 5 
7, 8, 4ı 3, 6. AN) Yı 2, 
Wenn ſdwohl x als 2, jede für ſich, eine gerade Anzahi 
von Dimenſionen haben, ſo ſtimmen folgende Gegen⸗ 
den zu je vieren mit einander uͤberein. 
I,.2, 3, 4 5ı 6. 7,8 — \ 
%ı I, 5, 6, 3, 4, 8, 7 
4,6, 7ı 1, 8, 2 3, 5 
6 4 9 2, U u Sı 3 


D 


/ \ 


. 


Von den Oberflächen ber Körper überhaupt. 487 | 


Wenn die veränderlichen, Größen yund z, jede für fich 
berrachtet, allenthalben eine gerade Anzahl von Dimen⸗ 


ſionen haben, fo ſtimmen folgende Gegenden. 
zu je vieren mit einander uͤberein. | 

5, 6, 7 8 

7 | 


2, 
I, 
5, 
31 


3, 
5, 
I, 
2, 


‚T 

| 2. 
N .. 3, 

>. 5, 


4, 
6, 
Tı 


8 
$. 


3, 
8%, 


, I, 


22, 


4, 


8 


ZU 


8, 


4, : 


6 


6. 4 


I 


Wenn eine ven den veränderlichen Größen allenthalben & 
gerade Dimenſi onen hat, die beyden uͤbrigen aber zuſan⸗ 
mengenommen allenthalben entweder eine gerade oder eine 
ungerade Anzahl von Dimgnfionen geben, fo ſtimmen auch 
jet vier und. vier Gegenden wit einander" überein. und zwar 


auf folgende Art. 


Wenn 2 allenthalben gerade Dimenfionen bar, xmdy- 

aber allenthalben entweder eine gerade oder eine ungerade . 

. \2naahl von Dimenfianen ausmachen, fo ſtimmen 
folgende Gegenden mit einander uͤbereinn. 


3, 
5, 
4, 


4, 
6, 
3, 
6, 5, 


5, 
3, 
6, 
4, 


4 
5/ 
3} 


I, 
25 


s, 7, 8 


8, 7 


2 


1 


” 
'r er 


L 


Wenn, y allenthalben gerade Dimenſionen hat, und x 

und = zuſammengenommen allenthalben entweder eine 

gerade oder eine ungerade Anzahl von Dimenfionen ger 
ben, fo ſtimmen folgende Gegenden zu vier und 


\ vieren mit einander überein, 
3, 


X, 
⸗ 3, 


a, 
51 I, 


28 


*, 
7, 


5, 


6, 
2, Br 4, 


Sb4 - 


Tr 


8 
6 


x 


u 
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6, 4, 8, 2, 7: I, ‚5 3 
8, 7:6, 5, 4, 3> 2, I 


| Wenn x alienthalben gerade Dimenſionen Hat, und yund 

2 zufammengenommen allenthalben entweder eine gerade 

oder eine ungerade Anzahl von Dimenſionen geben, ſo 

ſtimmen folgende Begenden zu vier und vieren 
mit einander überein, | 


I, 2, 3. 4, 5, 6, 7, 
| 4 6; 79, Ir 8. 2 3, 
x J 5 3, Zr. 8, I, 7» 6 


8,7, 6, 5, 4+ 3, 2, 


In dieſen drey Faͤllen haben alſo alle drey veraͤnderliche 
Groͤßen x, y und z zuſammengenommen allenthalben ent⸗ 
weder eine gerade oder eine ungerade Anjcht von Di⸗ 
menfi onen. Ä > 


\ 


.—.-—nn 
x 


$ 23. 
& find noch folgende Fälle von vier gleichen Begenden 
„übrig. Wem. 
x und y} allenthalben entweder eine gerade oder eine 
und Y und zJ ungerade Anzahl von Dimenfionen haben, fo 


ftimmen folgende Gegenden zu vieren mit eins 
‚ander überein. 


1,..2, 3, 4, 5, 6.7, 8 
5, 31 2, 8, 1,7, 6, 4 
7— 3, 4 3, 6, 5), I, 2 
6, 4, 8,.2, 7, 1,,5, 3- 


eden diefe Aehntichkeiten muͤſſen ſich ergeben, wenn außer⸗ 
dem die beyden uͤbrigen veraͤnderlichen Größen x und z 
allenthälben- entioeder eine gerade oder eine ungerade Ans 


-- - N zahl 
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zahl von, Dimenftonen ausmachen, fo dag dieſe Vedingung 


- bereits in der angeführten enthalten if. Es werden daher. 
die Theile ‚einer Oberfläche in je vier getrennten Gegen⸗ 


Jden unter einander gleich ſeyn, wenn in der Gleichung ſe 


zwey vesänderliche Größen jufammengenommen, allenthal⸗ 
ben entweder eine gerade oder eine ungerade Anzahl von 
Dimenſionen haben. Da es aber drey Combinationen 


viebt, fo iſt zu bemerken, daß wenn zwey die erflärte Ci 
genſchaft haben, dieſelbe der dritten ebenfalls zulomme. 


. 2q. | 

! oo. - ‘ \ ‘ 
Wenn zu den Bedingungen, wobey je vier Gegenden 
gleich und aͤhnlich werden, noch eine neue in ihnen nicht 
enthaltene hinzufommt, die je zwey Gegenden einander 


gleich und Ähnlich macht, fo werden alle Gegenden einander 


gleich, und die Kläche befteht, aus act einander gleichen 
und ähnlichen Thetlen. Die Gleithung fir diefe Art der 
Flaͤchen faßt alle bisher detrachteten Eigenſchaften zuſammen 


in ſich; es haben nemlich die veroͤnderlichen Größen x,y 


und z jede für ſich betrachtet, allenthafben garade Dimen⸗ 
fionen, und es müflen Daher auch je zwey oder ‘alle drey 
zuſammengenommen eine gerade Anzahi von Dimenſionen 
geben. 


1 — 
8. 25. 

Ob aber eine gegebene Gleichung zwiſchen dreyen ver⸗ 
‚ änderlichen Größen zwey oder alle-drey von den betrachte 
ten Eigenfchaften an fi habe oder nichts erfennt man, in 
Anfehung der geraden Dimenfionen jeder veränderlichen 
Größe, leicht. Auch macht es Feine Schwierigkeit zu bei 
flimmen, ob alle veränderfihe Größen allenthalben eine 
gerade oder eine e ungerabe Anzahl von Dimenfionen geben. 


2 85 a mi 
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Nicht fo leicht iſt es, zu unterfuchen, ob je zwey von dieſer 
Art find. Man fege in der Sleihung entweder x—= nz, 
oder y= nz, oder x=ny, und fehe, ob in dem einen 
oder dem andern Kalle eine Gleichung fi ergebe, in wel⸗ 
er für die benden erfien Annahmen 2, und für die legte 
y allenthalben gerade Dimenfionen befonme. Iſt diefeg, 
fo haben je zwey veränderlihe’ Größen zufammengenoms 
men allenthalben entweder gerade oder ungerade Dimens 
fionen, und es muß Daher die Flaͤche zum wenigfien zwey 
. einander cc und ähnliche BR haben, 








Zweytes Capitel. 


- Bon den‘ Schnitten der Stächen, wenn. Ebenen 
| durch fie gelegt werden. 


$. 26 Non \ 


So wie fih Linien in Punkten ſchneiden, fo thun die 


Flaͤchen ſolches in Linien, geraden entweder oder krummen. 
Eine Ebene fehneidet eine Ebene in einer geraden Linie, 
wie auß dee Elementar: Geometrie befannt iſt; wenn aber 
eine Kugel von einer Ebene gefchnitten wird, fo ift der 


Schnitt ein Kreis. Kennt man die Pinien, in welchen - 


Zlächen von gegebenen Ebenen gefchnitten werden, fo hat 
man daran ein Hälfgmittel zur Kenntniß der Flaͤchen ſelbſt; 
denn man lernt dadurch auf einmal unzaͤhlige Punkte der 
Flaͤche kennen, da hingegen nach der im vorhergehenden 


Capitel beſchriebenen Methode die einzelnen Werthe der | 


veränderlichen Größe = nur einzelne Punkte derfelben zu 
erkennen geben. 


— 


1 
6, 27° oo. Napa 


Da wir die Flächen auf drey auf einander ſenkrechte 


Edenen beziehen, fo müffen wir vor allen Dingen die Durchs 
ſchnittslinien der Flächen mit diefen Ebenen betrachten. 


Nimmt man alfo. zuvörderft die Ebene APQ, Fig. zar, 
welche durch die veränderlichen Größen AP =x, und 


 AQ=y beftimmt wird, (indem ‚die dritte veränderliche. 
Größe z die Entfernung der. glache von dieſer Ebene ans 


En zeigt) - 


. 4 


S 
” 
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zeigt) fo rällt in die Mugen, daf man , PM man z=— 0 
“fegt, die Punkte der Fläche finder werde, 'melche in der - 
\ Ebene APQ felbft Tiegen; und es giebt daher die übrigbleis 
bende Bleihung zwiſchen x und y die Linie, in welcher Die 
Flaͤche von der Ebene APQ gefchnitten wird, Auf aͤhnliche 
Art druckt, wenn man y So feßt, Die Gleichung zwiſchen 
xund die Durchſchnittslinie der Flaͤche und der Ebene 
“  APR,Nund wenn mar x = 0 fegt,_die, zwiſchen y und z 
bie Durchſchnittslinie der aͤche und der Ebene AQR aus. 


u | F. 28. 
Ich habe ſchon vorhin beruͤhrt, daß die Oberfläche eis 

. net Kugel, die denMittelpunft in A hat, und deren Halds 
meſſer = a ift, durch die Gleichung xx + yy Pız = aa 
ausgedruckt werde; und ich will daher dieſes Beyſpiel zur 
Erlaͤuterung gebrauchen. Es ſey alſo 2, 0, fo druckt die 
Gleichung xx Fyy=aaden Kugelſchniit, der von der 
Ebene AP Q erzeuat Wird, aus, und man fieht, daß ders 

- felbe ein Kreis ift, der ten Mittelpunft in A, und den 
Halbmeſſer = a hat. Auf ähnliche Urt ift, wenn man _ 
y==o fest, der Kugelſchnitt, welchen die Ebene APR 

macht, ein Kreis, der durch die Gleichung xx Fzz 22 
ausgedruckt wird; und wenn man x = ſetzt, fo giebt die 

Gleichung yytzı=aa einen gleichen Kreis für den durch 
die Ebene AQR hervorgebrachten Kugelſchnitt. Dies find 
Bekannte Dinge, da, wenn eine Kugel von einer- Ebene ges 
ſchnitten wird, welche durch den Mittelpunkt der Kugel 
geht, der Schnitt allemal ein groͤßter Kreis iſt/ der mit 
der Kugel gleichen Halbmefler hat. - 


. 29. n | 
Nicht ſchwerer iſt es, die Durchſchnittslinien zu beſtim⸗ 


“men, welche durch Ebenen gemacht werden, die einer von 
jenen 
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“jenen Haupt: Ebenen parallel find. Man denfe ſich eine 
Ebene, die der Ebene APQ parallel ſey, und von ihr um: 
die Weite = h.atftebe,; fo werden alle Punkte der. Fläche, .. 
deren‘ &ntfernung von eben der Ebene APQ, welche Ents 
fernung durch die veränderlide Größe z ausgedrudt wird, ' 
== hift, in dieſer parallelen Ebene liegen, und difo eine‘ 
Durchſchnittslinie bilden, Fuͤr dieſe Durcbſchnittslinie 
"hat man daher eine Gleichung, wenn man in der 
Gleichung fuͤr die Flaͤche z = bh fegt ; ; denn man 
befommt . dadurch eine Gleichung zwifchen den ‚Coors 
dinaten x und y, melde die Natur der Durchſchnitts⸗ 
finie ausdrucdt. Auf Ahnliche Art laſſen ˖ fich Die Schnitte 

. befimmen, welche durch Ebenen, welche der APR oder 
AOQR parallel ſind, erzeugt werden, und es wuͤrde uͤber⸗ 
fluͤſſig ſeyn, das Oefagte bep ihnen zu wiederholen. 


\ 


\ N s 
Fr 3. 


Wenn alſo in der Gleichung fuͤr eine Flaͤche awiſchen 


den drey Coordinaten x, y und 2 eine. dieſer Coordinaten 


z einer beſtaͤndigen Größe h gleich geſetzt wird, fo entfieht 
. ein Durchſchnitt der‘ Fläche und einer Ebene, melde der‘ 
Ehene AP Q parallel ift, und von ihr um die Entfernung 
e.h abfteht. Legt man demnach dem Buchſtaben h nach 
und nach alle mögliche Werther, Die pofitiven. nicht nur, 
fondern auch die negativen, bey, fo erhält man alle Dur: 
ſchnittslinien der Flaͤche upd der Ebenen, welche der Ebene | 
„APQ parallel find; und da. die ganze Flaͤche durch ders 
gleichen parallele Ebenen in unendliche viele Theile getheilt 
„wird, und man auf die gedachte Art alle Ducchfchnittetis . 
nien fennen "lernt; fo wird man auch durch alle diefe 
| Durchſchnittslinien mit der Flaͤche ſelbſt bekannt. Alle 
dieſe Burfpnittslinien ſind nemlich in einer einzigen Glei⸗ 


— - 


W | | | Sung 7. 
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chung zwiſchen den Coordinaten x und y, die eine unbe 
ſtimmte beftändige Größe in fi faht, enthalten, und es 
‚ find daher alle diefe Durchſchnittslinien entweder ähntiche 
oder vertvandte in einer Gleichung enthaltene Linien. 


Lo 5 


$. 31. “ 

Es werden alfo alle Schnitte der Flaͤche, die der 
Ebene APQ parallel find, einander gleich ſeyn, und 
von den Ebenen APR und AQR auf ‚gleiche Art gefchnit- 
ten werden, wenn die Gfeichung zwiſchen x und y fo bes 
ſchaffen ift, daß fie unverändert bfeibt, h mag einen Werth 
befommen, was für einen man will, Dies fann aber nicht 
geſchehen, wofern nicht die veraͤnderliche Groͤße 2, ſtatt 
welcher h gefegt worden, in der Gleichung fuͤe die glache 
gaͤnzlich fehlt. Wenn alſo die dritte veraͤnderliche Größe z 
ganz aus der Gleichung fuͤr die Bläche wegfaͤllt, ſo ſind alle 
der Ebene APQ parallele Schritte einander gleich, und 
ihre Natur wird durch die Gleichnng für die Flaͤche ſelbſt 
ausgedtuckt, indem dieſelbe bloß die beyden veraͤnderlichen 
Größen x und yenthält. Auf ähnliche Art ſtimmen, wenn 
in der Gleichung für die Kläche entweder x oder y fehlt, 
- alle der Ebene AQR oder. APR parallele Saritte mit eins 
. ander überein. Zu 


| ge 32. 

ine ſolche Flaͤche laͤßt ſich daher nicht nur ſehr leicht 
denken, ſondern ſelbſt conſtruiren und koͤrperlich darſtellen. 
Denn angenommen, daB in der Gleichung die veraͤnderliche 

‚Sröße z fehle, und man alfo bloß eine Gleichung zwiſchen 
den beyden Eoordinaten AP=x, und AQm=PM=y 
habe, ſo befchreibe man darnach in der Ebene APQ eine 


Curve BMD, dig. 122, Dann ftelle man fi o vor, daß 
.- — eine 
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eine unbegrenjte ‚ auf diefer Ebene felbft fenfrecht bleibende 


gerade Linie nach der Curve BMD ſich bewege, fo wird u 


diefelbe bey ihrer Bewegung die Fläche beſchreiben, welche 


durch die Gleichung ausgedruckt wird. Wenn alſo die 


Linie BMD ein Kreis iſt, fo wird die auf diefe Art entitans 
dene Fläche Die Oberfläche eines genaden, wenn aber BMD 


gine Ellipſe ift, die eines fehiefen Eplinderd, Wenn die 


Linie BMD keine continuirliche, ſondern eine aus mehrern 
‚geraden und eine geradlinige Kigur bildenden Linie zuſam⸗ 
mengeſetzte Linie iſt, ſo wird die gedachte Bine eine 
peißmatifäe. 


1 


oo 
4. 33. En 

Da dieſe Sattung der Släcben alle cylindriſche und pris⸗ 
matiſche Slächen unter fich begreift, fo pflegt man ſich auch 
Die cylindrifcbe oder prismatifche zu nennen; die: Arten 
derfelden aber werden durch die ebene Figur BMD be 
ſtimmt, aus welcher fie auf Die befchriebene Art entftanden 

ſind; fo wie daher auch die Figur BMD die Bafis heißt. 
& oft daher i in der Gleichung für eine Släche eine von den 
drey veraͤnderlichen Größen x, yundz fehlt, fd oft iſt die 
Slaͤe, welche durch dieſe Gleichung auegedrucht wird, ent⸗ 
weder eine chlindriſche, oder eine prismatiſche. Wenn aber 


zwey veraͤnderliche Groͤßen y und z zugleich fehlen, fo wird. 


x eine beftändige Groͤße, und die Linie BMD verwandelt 
ſich in eine gesade Linie, welche auf der Are AD fenfrecht 
ift; woher denn die Fläche eine Ebene wird, die auf der 
"bene APQ ſenkrecht ſteht. 


- 


- $ 3%. 


Nah diefer Gattung der Flächen verdient vorzoͤglich 
‚diejenige bemerkt zu werden, welche man aus den homoge⸗ 
‚ 00 u nen 


1 


! 
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% 


[ 


46. "Anhang, Zweytes Capitel. 


nen Gleichungen zwiſchen den drey veroͤnderlichen Größen 
x, y und z, oder alsdann erhält, wenn diefe drey veraͤn⸗ 
derliche Größen allenthalben eine und dieſelbe Anzahl von 
Dimenfionen haben, wie z. B. wenn 22?mxr xYV 
iſt. Aus dieſen Gleichungen werden nemlich alle Schnitte, 
wenn die ſchneidende Ebene einer von den Hauptebenen pa⸗ 
rallel iſt, einander aͤhnliche Figuren. Denn legt man der 


| veraͤnderlichen Größe z einen beſtaͤndigen Werth h bey, fo j 


Au offenbar, daß die Gleichung 
hhemhzfxxtyy “ y 

wenn man für h nah und nach andere Werthe ans 

nimmt, unzählige einander ähnliche Kiguren unter fich bes 


greife, deren Parameter der h gleich oder proportional find, 


Da alfo diefe Schnitte nicht bloß einander ähnlich find, fon- 
dern au in dem Verhältniffe der Entfernungen von der 
Ebene AP Qwachſen, fo find die Linien, welche aus dem 
Punkte A durch die homogenen Punkte der Schnlue gezogen 
werden, gerade kinien. 


8. 35. 


Iſt alfo eine folche homogene Bleihung zwiſchen den 
drey veränderlihen Größen x, y und z gegeben, fo ertheile 
man der z den Werth AR—h, un’ TSsMm, ig. 123, 
fen im einer Ebene, welche der APQ durch den Pine ‘ 


‚parallel gelegt worden, ſo daß fie durch die Gleichung 


zwiſchen x und y ausgedruckt werde, ud RV=x und 
VvMm= Y fey. Iſt nun diefer eine Schnitt TSsMm bes 


ſchrieben, fo ſtelle man ſich vor, daß ſich durch den Umfang 
deſſelhen eine unbegrenzte gerade Linie bewege, die ſtets 
. durch den Punkt A gehe, fo wird diefe gerade Linie die 


Zläche beſchreiben, welche in der Gleichung enthalten if. 


Dadbey füllt in die Augen, daß, wenn TSsMm ein Kteis 


SS . tr i 
J 5 —— 
[ , 
r +‘ 


Sn 
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ift, welcher den Mittelpunkt in R hat,’ ein gerader, wenn 
‚aber R nicht der Mittelpunft ift, ein fehiefer Kegel ent⸗ 
‚ftehen werde; iſt aber jene Figur geradlinig, fo grgeben 
ſich Pırramiden von allerley Art. Aus diefem Stunde wols 
fen wir die Flächen, welche in diefer Art der Gleichungen 

enthalten find, conifche oder pyramidaliſche nennen, 


Bu 36. 

Wenn alfo die Gleichung zwifchen den drey veränders 
lichen Größen x, yund z homegen, und alfo die dadurch 
ausgedrudte Fläche conifch oder pyramidaliſch ift, fo ers‘ 
hellet nicht nur hieraus, daß alle Schnitte, die einer Haupt⸗ 
‚ebene APQ parallel gemacht worden, einander ähnlich finde 
und daß ihre Parameter fih ‚wie die Entfernungen dee, 


Schnitte von dem Scheitel. A verhalten, fondern ed werden 


auch aus gleichem Grunde alle Schnitte, welche entweder 
der Ebene APR, oder der Ebene AQR parallel ſind, eben 
dieſe Eigenſchaft haben, daß fie ähnliche Figuren find, und 
daß fich ihre homologen Seiten wie ihre Entfernungen von, 
A verhalten. - Unten "wird aber gezeigt werden, daß alle, 
dergleichen Körperfchnitte, die entweder einander, oder 
irgend einer Ebene durch den Scheitel A parallel liegen. 
auch einander ähnlich, und ‘ihre Parameter den Eatfer⸗ 

nungen vom Sgoettel A proportional find, 


8. 37. 


‚Von, einem_ weitern Umfange iſt die Gattung der zu, | 
chen, welche wir jetzt betrachten wollen. Es ſey Z’irgend, . 

eine Funktion von z, und eine Gleichung zwiſchen den drey: 

peränderlichen Größen x, yund zZ gegeben. Es werde - 
Z=H, wenn man z—h ſetzt. Da man in diefem Kalle 
“eine homogene Gleichung zwifgen x, yund Herhält, Of 
Eulers Einl. in d. Anal d. Unendl. Inn, Ji mer 


audhnlich ſeven. 
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werden alle Schnitte, die der Ebene APQ parallel ſind, 


einander aͤhnlich ſeyn, ihre Parameter aber werden ſich 
nicht wie die Entfernungen k, fondern oie die Funktionen 


‚davon, H, verhalten. Es find daher auch die Linien, welche 


durch die homologen Punkte diefer Schnitte gezogen wer⸗ 
den, Leine gerade Linien, fondern Eurven, die von dee 
Funktion Z abhangen. | Auch folgt hier nicht, Daß die, 
Schnitte, die einer andern Ebene paralfel find, einander 


3% 

In diefer Gattung find die bepden vorhergehenden Ar: 
sen enthalten. Denn wird Z=z oder Z=auz, fo nt 
ftehen, well die Gleichung zwiſchen x, y und z homogen if, 


coniſche Flaͤchen. Ehen dieſes geſchiehet, wenn Z = = +A2 


iſt, nur mit dem Unterfchiede, daß die Spitze des Kegels 
nicht in den Punkt A ſelbſt fällt; if nemlich Z= = fo 


ſteht die Spite des Kegels von A um die Weite b ab. Setzt 
man b= 08, fo geht die comifche Figur in eine cylindrifche 
über, und es wird Z = =. Es haben daher die Glei⸗ 
chungen für die chlindriſchen Klächen die Befchäffenheit, daß 
die veränderlichen Größen x, und y mit der beftändigen ı 
allenthalben diefefbe Mahl von Dimenſionen geben. Es 
mag aber die Gleichung zwiſchen x und y befchaffen feyn, 
wie fie will, fd fann man allemal, wenn & nicht darin vors 


kyommt, durch die Einheit die Homogeneitaͤt herftellen, und 


es druckt Daher, wie wir bereitö oben gezeigt haben, jede 


, ®leihung, worin eine veränderliche Groͤße fehlt, eine ey⸗ 


undrifche Blade aus. 


5. 39 
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v. 20. 

Under den Körpern, bey welchen alc& gnitte, die einer 
Bon den Hauptebenen APQ parallel find, einameır ähnlich 
werden, find vorzüglid diejenigen zu merfen, bey weichen 
Diefe Schnitte Kreife ſind, welche den Mittelpunkt in eben 
der geraden und auf AP ſenkrechten Linie AR haben. 
Dergleichen Körper laffen fi drechſeln, und man nennt fie 
Daher gedrehte Körper. Die allgemeine Gleichung fuͤr die⸗ 


ſelben it ZZ xx * yy; denn man mag der veränders 


lichen Größe 3, um ZH zu cihalten, einen Werth) bey⸗ 
legen, was für einen man till, fo befommt man allemat 
für den Schnitt, welcher der Ebene APO parullet iſt, DIE 
Gleichung ker == xx 4.yy, und dies ift eine Gleichung für 
einen Kreis, der den Halbmeſſer =H, und den Mittels 
punft In der geraden Linie AR hat. Wenn ZZ =: iſt, \ 
ſo entfieht ein gerader Segel; I ZZ=aa, ein Eylinder; 
und ik ZZ=aa— zz, eine Kugel, und dies find die 
vornehmſten Arten der koͤrper, die ſich durchs Degen er⸗ 
deugen laſſen. 


\ 
\ 
⸗ 


J. do, 

Nun wollen wir die Körper betrachten, deren Auf deu 
Are AP fenfrechte Schnitte PTV, Fig. 124, insgefammt 
Dreyede find, deren Spiken T in der der Age AP paralle⸗ 
len geraden Linie DT liegen. Es ſeh AVB die Baſi s die⸗ 
ſes Koͤrpers, oder ein Schnitt von ihm, der in der Ebene 
APG gemacht worden, und irgend eine Curve. raßt 
man die Entfernung der geraden Linie DT von der Are 
AB, oder AD==E fepn, und fegt man, wie bisher, die 
drey veraͤnderlichen Größen AP=x, PO=y und QM=z; 3 
fo wird PV eine Funktion von x: fegt man aber PV * P, 
fo if wegen der Aiehnlichken der Drehecke V QM und ver 
si. 2 u 6 


-_ 
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zůr dieſe Körper ift daher = — gleich einer gunktion von 


x; und\es unterfcheiden ſich diefelben von "den conifchen, 
daß fie fich in eine geradlinige Spige DT endigen, da fols 
ches die coniſchen in einen Punkt thun. Iſt AVB ein Kreis, 
fo entfteht der Körper, den. Wallis ausführlich nnterſucht 
und den kegelfoͤrmigen Bel genannt hat. ’ 


- 


u ar. I 


Es ſeyen, wie vorhin, alle auf der axe AB fenbeecne | 
Schnitte PTV, Fig. 125, Dreyecke, welche bey P. einen 
* rechten Winfel haben, deren Scheitel 7 aber irgend eine 
Lurve AT bilden, und die Baſis fey die Figur AVB. Sept 
man die drey veränderfichen Groͤßen AP=x, PQ=y 
und QM= zZ, fo ift in der Curve AVB die gerade Linie 
.PV eine Funktion von x, die wir = pP annehmen wollen; 
und PT ebenfalls eine Sunftion von %, die ſehn mag. 
Die vorauögefeßt, ift nn 2 

P: Q=P-y:ız 
wa 


mach, "er Pa} Qy=PQ 
“oder nn 


Ä "S +2 Tor, oder eine beftänpige Groͤße. 


Wenn alſo die Senden veränderlichen Größen y und z nir⸗ 
gends mehr als eine Dimenſion /ausmachen, fo gehört der 
Körper zu der Gattung, welche wir hier beſchrieben haben. 


se 


- 
—— 
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6 42. 

„Da wir alſo diejenigen Körper betrachtet haben, wobeh 
die Schnitte, die der einen Hauptebene parallel gemacht 
werden, insgeſammt einander aͤhnlich find: fo wollen wir 
und nun zu ſolchen wenden, wodey diefe Schnitte wenig⸗ 
ſtens mit einander perwandte Figuren, oder ſolche werden, 
deren Applicaten proportional find, wenn man die Abfeiffen 
homolog nimmt. &8- fenen die drey Hauptſchnitte eines 
ſolchen Körpers, ABC, AEDund ABD, Fig. 126, ſo daß 
olle der ACD- parallele Schnitte verwandte Figuren wer⸗ 

den. Man fege die Grundfinie AC = a und die Höhe 
AD=b, und dabey fey, nachdem man die Coordinaten 
Ag=pund qm=g gemadt hat, q irgend eine Funk⸗ 


tion von p. Nun denke man ſich einen parallelen Schnitt 


PTV, und ſetze die Entfernung AP== x, fo iſt die Baſis 
PW eine Funktion‘ von x, die wir = P, und die Höhe PT’ 
eine Funktion von x, die wir = Q annehmen wollen. Sept 
man daher PQ==y und QM=z, fo ift wegen der Ver⸗ 
wandtſchaft 
a; p=P: — und bi a=®: 2 


- J 
/ > 
\ 


en oder - 
I Pp, _ Qq 
072 — u? d * — — 
en Y a’ ul 2 bo 
5. 43 


Wenn alſo alle drey Hauptſchnitte eines Korpers ABC, 


A CD/und ABD gegeben find, ſo laͤßt fich daraus die Nas 


sur des Koͤrpers beſtimmen, wenn alle dem AED parallele 
Schnitte auch demſelben verwandt find. Denn man. hat 
Dadurch zuvoͤrderſt P und Q, welches. Kunftionen von x 


find; und dann ift q eine Funktion vvn p, fo daß durch die 


bepden veränderfichen Größen x und-p die veroͤnderlichen 
Jiz vrdhen 


‚4 
j 


f 


J 
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Größen y und z beftiimmt werden. Bill man aber eine 

Gleichung zwiſchen den drey Eobrdinaten x, y und 2 has 

Ben, fo fege man, da q eine Sunftion von p, oder eine 

Bleihung jeifgen p undgq gegepen ift, in diefer Sleichung 
P * =7 N und = @ u 

denn dadurch echäft man, da P und Q Kunftionen von.x 

find, eine Gleichung zwiſchen den drey Epordihaten x, y 

und z, wodurch die Ratur der zu diefer Elaſſe gehörigen 

Körper. beftimmt wird. Es fällt aber in die Augen, daß, 

wenn man x So ſetzt, P=eamd Q= b werden muß, 


$ 44. 
Wenn in der &feihung für. die Oberfläche die Sepben 


veraͤnderlichen Größen y und z allenthalben chen diefelbe 


Anzahl von Dimenfionen haben, fo find alle-auf der Are 


UP fenfrechte Schnitte geradlinige Figuren. Denn fegt | 
man für x irgend eine beftändige Größe, fo erhält man 


eine homogene Gleichung zteifchen y und z, melde eine oder 
. mehrere gerade Linien anzeigt. Da nun die Anzahl der 
Dimenfionen, welche die beyben veränderlichen Größen y 


Ä und 3 haben, allenthalben diefelbe, und. entweder eine ges 
od rade oder eine ungerade Zahl iſt: ſo haben dieſerwegen die 


gedachten Körper nach $. 20. au ie zwey and zmey Theile 


einander gleich. Es find nemlich die Theile in der erfen 


und fünften, ferner-in Der zweyten und dritten Gegend ein« 
 gnder gleich, und in Anſehung der übrigen braucht man 
nur den angeführten $ au Rathe zu ſſehen. | \ 


a 
Wir Baden bereitö mehrere Gattungen von adrpern be⸗ 


wehdtet, weber «6 mahlae geahlniae Sqhnitte ‚giebt, | 


Da 2 3} 


— Rem | 


| u 


| 


..ı 
. 
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- denn es gehören dahin. die fo eben unterfüchten, und dann 


auch. die chlindriſchen und coniſchen Körper. Dep dieſen 
ſind die Schnitte geradlinig, welche durch die Axe gehen, 
jene aber erſtrecken ſich woeiter. Es ſey nemlich AKMP, 


Fig. 127, ein Schnitt, der auf der Are unten dem Winkel 
MPVS Rebe. Sept man AP=x; PQ= y und 


.. QM=z, fo it — m tang. o, und —X =, St 


Im. 
nen KM eine gerade Linie fepn, fo. muß 
Ad 
werden, wo ⸗ und 3 beſtaͤndige Groͤßen, die von dem Win⸗ 
kel o abhängen, und alſo Zunftionen pon feiner Dimenfion 
von yundz find. Es feyen & und S dergleichen Funktio⸗ 
an, fo wird 
x=Rıt3, dex—Ryts 
Dder wenn T-eine Tunktion von eines Dimenfion, und 8 
eine Funktion von Peiner Dimenfon von y und z bedeutet, 


Burte 


ſo ſind alle Körper von diefer Gattung in. diefer aqaemelnen 


Seioung .- Trs ‚enthalten, 


— N 8. 4. | 
Es ep die Flaͤche, deren Natur Durch eine Gleichung u 
zwiſchen den drey veränderlichen Größen x, y. und z, des 


- fimmt worden, beſchaffen, wie ſie wolle, ſo iſt es allemat 
leicht, einen jeden nach der Age AP gemachten Schnitt zu 


‚hefimmen. Es fen der Winfel U PM, welchen. Diefer 
Schnitt ARMP mit der Übene ACVP macht == @, und, 


die gerade LiniePM = v, welches die Applicate des ge⸗ 


fuchten Schnitts ſeyn wird; fo iſt | 

QM 2. v ſin. 3 mdPQO—_ymv.coe. 
Braucht man daher in ber. Gleichung fuͤr die Floͤche die 
* a Werthe 


I} 


jener zwey Ebenen betrachten. 


— * | Anfang. Zweytes Sopitel 


Werthe v. in. 0, und v. coſ. @füryundz, ſo echätt man 
eine Gleichung zwiſchen den beyden veroͤnderlichen SGroͤßen 
x und v, wodurch die Natur des Schnitte AKMP beftimmt 
wird. Auf ähnliche Art findet. man alle. Schnitte welche 
nach einer von den beyden übrigen Hauptagen AQ und AR. 
Sig. 121. gemacht werden, Denn es laffen ſich diefe drey 


‚ren AP, AQund AR, von welchen die drey veraͤnderli⸗ 


ben Größen x, yundz abhangen, fo mit einander vers 
wechfeht, daß alles, was von der einen erwieſen worden, 


auch auf die uͤbrigen angewandt werden kann. 


Karl, 
Nimnit man alſo die Ebene APQ zur Hauptebene an, 
um darauf alle Schnitte dev Fläche zu beziehen, fo if jeder 
durch eine Ebene gernachter Schnitt entweder diefer Ebene 


“ Parallel oder gegen fie geneigt, und in diefem Falle wird 


Die erweiterte Ebene des Schnittes die Ebene APQ irgend 


weo ſchneiden, und der Durchichnitt diefer Ebenen wird 


eine gerade Linie feyn. Im erfemgalle, wenn dig Ebene 
des Schnittes der Ebene APQ. parallel iſt, keent man die 
Natur dieſes Schnittes Fennen, wenn man der veraͤnderli⸗ 
ben Größe z einen beftändigen Werth ertheilt. Im legs 
ten Falle, wenn die Ebene des Schnittes gegen die Ebene 
APQ geneigt ift, Tann man die Natur des Schnittes bie 
jet nur dann beflimmen, wenn entweder die gerade Pinie 
AP, oder Die gerade Linie AQ die Durchfchnittstinte der 
ſchneidenden Ebene und der Ebene APQ iſt. Um alfo alle 
Schnitte zu finden, muß man auch jeden andern Schnitt 


Es fen die gerade Linie ES, Fig. 128, melde der Ark 


‚Ar parallel iR Big Buchfonitsinie der fooneibenben 


& ene 


- 


man die Applicate SM = v, fo wird, weil der Winkel / 


w 


a - = u Bi 
\ ' . 
. \ r - 
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Ebene und: der Ebene APQ, und der Neigungswinkel 
QSM, den die fehneidende Ebene E'SM mit der: Ebene 
. APQ macht, = 9, fo wie die Entfernung. AE=f Da 
“ Ap x; PGM y; und QqU -2 
iſt, fo wird \ 
ES x, und szyTÄh 
Bezieht man demnach den Schnitt auf die gerade Linke ES 
als auf feine Are, fo wird die Abfeiffe ES = x; und fegt 
QSsM=@ if | 
— = v.fin. 9; und Qaytfer. ee 
und folglich | 
ge vrolp—f oem 
Subſtituirt man daher in der Öteichung zwiſchen x, y und 
2, welche fuͤr die Flaͤche gegeben iſt, 
U = r.cof 9 — Ki uhdam v.fine 
fo befömmt man eine Gleichung -zwifchen den Coordinaten . 


. xundv für den geſuchten Schnitt ESM. Waͤre ESfenks 


recht auf der Are AP, fo faͤnde man, weil dann ES der 
andern Sauptare in der Ebene AP patallef wäre, den 
Schnitt durch Qermechfelung der veränderfichen Bröben 
x undy auf ei eben die Art. ' 


— 


— . 49. on Ä 
Zun habe der Schnitt 2.5, Fig. 129, in der Etene 
AP Qjede willkuͤhrlich angenommene Lage, und es Di 
gegne ihr die gerade Linie AE, die auf der Axe AP ſenk⸗ 
recht if, in dem Punfte E: Man ziehe ETX der Afe .P— 
parallel, und ſetze AE = F, und den Winkel TES= 45 x," 
desgleichen, nachdem man die drey veränderlichen Groͤßen 
AP=x;PQ = yund QM => z angenommen hat, auf 
® auf RS die ſenkrechte Linie OS, umd endlich MS: fo iſt 

Fi. | dee 


EN 
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der Winfel QSM die Neigung der. ſchneidenden Ebene 
gegen die Ebene APQ. Es fy QSM und die Eoors 
dinaten des gefuchten Schnittes ES = mt wsMe« 
Aus S ziehe man nah EX und Qp die ſenkrechten Linien 
ST und SV; fo ift 
'eM=z=v.fn rk t 
EN my. cal. 9. fin. $; avzr.cohß. coſ. % 
"und dann auch 
sT- = VX = t. ſin. 8; wET=t. sl 
Hieraus fließt | 
arme t. 3 Fv. cof: pen & 
und. 7 
PQ =ye= v.cof, 9.00. 3 — t.fin.$ — £ 
Sobſtituirt man, dieſe Werthe für x, y.und 2, fo-findet 
man die Gleichung für den gefuchten Schnitt, 
u $. 50, ü 
ar alſo eine Gleichung für einen Korper gegeben, ſo 
kann man daraus eine Gleichung für jeden ebenen Schnitt 
deffelden erhalten. Es ift aber dabey ktar, einmal, daß 
altlte Schnitte eines Körpers algebraifche Curven fepn wer⸗ 
. den, wenn die Gleichung für denfelben zwiſchen den drey 
Coordinaten x, yundz eine algebraifche Gleichung if, 
Kerner koͤnnen t und v.in der Gleichung für den Schnitt, 
da diefe Gleichung aus der für den Körper entſteht, wenn 
man darin 
| ar v.fin.45 x = .cot $+v.coh,e.fin. $, und 
y = n.cof. 9.20. 3— t.fin. %, 'r 
ſetzt, nicht mehr Dimenfionen befommen, als die drey 
Eoordinaten x, y und z in jener Gleichung Haben. Aber 


P can giedcigern Grade kann die Gleichung für den 
Schnitt 


— — — — — 
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Schnitt bisweilen gehören, wenn ſich nemlich die hochſten 
Glieder nach der Subfiitution einander aufheben, 


9. 38. 


Haben alfo die drey veränderlichen Größen x, y und z 
inder Gleichung für die Släche nicht mehr alg eine Dimens 
hſion, fo daß die Gleichung folgende iſt | | 
axtpytyz=a' | 
fo find alle Schnitte dieſer Flaͤche gerade inien. In 
dieſem Falle iſt aber die Flaͤche eine Ebene, welches bey 
einiger Aufmerkſamkeit in die Augen faͤllt, und unten 
deutlicher gezeigt werden wird; aus den Elementen abed 
iſt bekannt, daß jede zwey Ebenen ſich in einer geraden Li⸗ 
nie ſchneiden. Auf aͤhnliche Art ſieht man ein, daß alle 
Schnitte der Koͤrper, deren Natur durch reigende allges 
meine Gleichung ausgedrudt wird 

ex2 } ey2 rt ya2 } day ons } $yzt —— 
wofern ſie nicht gerade Linien ſind, Linien der zweyten 
Orduung ſeyn werden, und daß es dabey keinen Schnitt 
gebe, dev nicht in der oleicuns vom amegien Grade ent⸗ 
halten ſeh. 


N 
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Von ven Eplinders Kegel: und Ruge: Schnitten, 


4. 32. 
Da dieſe Körper Mm den Elementen der Stereonietrie 


_ Betrachtet erden, fo müfien wir auch ihre Schnitte vor 


ber Erwägung, der 'weniger befannten Körper unterfuchen 


f 


- man n die Are des Cylinders nennt. 


Was nun zuvoͤrderſt die Cylinder betrift, fo giebt es davon 
zwey Arten, gerade und ſchiefe. Ein Cylinder Heißt ein 
gerader, wenn alle feine auf der Ape fenfrechte Schnitte 


einander gleiche Kreife‘ find, welche ihre Mittelpunfte in 


eben der geraden Linie haben. Bey einem ſchiefen Cy⸗ 


- kinder hingegen find nicht die Schnitte, welche auf dem 
Are fenkrecht, fondern diejenigen , welche gegen diefelbe 
-  gmter einem gegebenen Winfel geneigt find, Kreiſe; man 


druckt aber diefe Befchaffenheit bequemer 'auf diefe Ars 
aus: Ein’ ſchiefer Cylinder iſt ein ſolcher, deſſen auf der 
Age fir krechte Schnitte einander gleiche Ellipſen find, deren 
Mittelpunkte insgeſammt i in der geraden Linie liegen, welche 


s sx J 
Es ſey alſo ein gerader oder ſchiefer Cylinder gegeben, 


deſſen Are CD. Fig. 130, sauf der Ebene der Tafel ſenk⸗ 


recht ftehe; und feine Grundfläche AEBF, oder fein Schnitt, 
welcher von der Ebene der Tafel gemacht wird, fen ein 


KWreis oder eine Ellipſe. Ih will annehmen, daß dieſe 


Grund⸗ 


41 


‚I 


R\ 


. 


4 
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 Sründfläche eine Ellipſe ſey, die den Mitre hankt in c, 


und die zugehörigen Aren. AB und. EF. hahe, weil alles. 
das, was von einem ſchiefen Cylinder behauptet, wird, ſehr 


leicht auf, den geraden Eylinder angewandt werden fann. 


Es feh alſo die eine Halbaxe AC= BCZia, und die 


andere CN = cr= = c.. Segt man dig dren. Coordina⸗ 
tncP=x; PQ=y; und QM =e, fo if wegen der 
Natur der Ellipſe | | 0 

adcc =.aayy 4 px 


and diefe Gleichung druckt zugleich die Natur des xolnder 
aus, da die dritte veraͤnderliche Größe z, weil alle der 


Edene CP Q parallele Schnitte. einander gleich ſi ind, nit | 


mie in die Sleichuns kommt. 


F. 54 


Bey dieſem Cylinder nd alfo ale der Srundtäce p pas | 


rallele "Schnitte der. Grandflaͤrhe gleich und aͤhnlich; und 


Kreoeiſe ben dem geraden, ſo wie Ellipſen bey dem ſchiefen 


Eylinder. Ferner ſind die Schnitte, welche durch Ebenen, 


auf APQ ſenkrecht find, gemacht werden, gerade Linien, 


N 


und ie zwey und-giey ginapder parallel; die aber da, wo 


die Ebene den Cylinder berührt, in eine zufammenfallen, 
. und wenn die Ebene den Cylinder nicht trift,- imaginär 


‚ werden. Diefes erhetlet auch) aus der Gleichung. Denn 


 Rieıg,_ um den Sehnite der fchneidenden Ebene‘ und der 
Grundflaͤche anzuzeigen, ſo hat die Grundflaͤche zwey ein⸗ 
fache Wurzeln. Und auf dieſe Art haben wir ſchon alle 


— 


wenn man entweder x oder y, odee.xz.0y beſtaͤndig an⸗ 


Schnitte beſtimmt, welche ducch Ebenen, die einer von den 


drey Hauptebenen paralleb ſind, gemacht. werden. Be 


/ 


x . ... 1 


5 7 
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\ 


U —V 


5. 55. 

um bie e Natur der Abrigen Schnitte zu erforſchen, wol⸗ 
len wie annehmen, daß die ſchneidende Ebene und die 
Ebene der Grundfläche: die gerade Dürchfchnittslinie GT 
erzeugen, die zundrderft der einen jugehörigen Are EF päs 


tallel, oder auf det andern verlängerten Axe AB in G fen . 
recht ſeyn mag. Dies borausgefegt, To ſey die Entfernung 


cs=f, und die Neigung der ſchneidenden Ebene GTM 
gegen die Grundfläche = 4. Es begegne die ſchneidende 


&bene-G TM der Age des Eplinders inD, fo wird, went 
man DG sicht, pPGCNS 0, und folglich 


t 
Dee und ed ⸗ ſ. 
coſ ⸗ coſ. 


— 


gieht man aus einem Punkte des gefuchten Schnittes M 


die Linie MT der DG parallel, fo wird, weil TQa=f— 


und Br = | \ 


tz a 2 x) fin. oe: 


San siehe MS. der TG paralic und af feet auf D 6 
ſo wird 


us —E 275 ud ns rn | 


2, 56, 

hen nehme man bie: geraden Sinien DS und zu zu den 
Esordinaten des gefuchten Schnittes an, und fege BI=h 
‚und SM == n; fo wird i 

 y= 2; LT 
(ff — — 2%). fin. 8 > 
und weil m | J— iſ 
a * f.tang, gta . 


x . 
. N . . Ir 
% 


... ⸗ 
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Man bringe diefe Werthe in die Gleichung für wen Eplinder 


aatcc == ayy + ceoxx 


fo erhält man für den. geſuchten Schnitt folgende Gleichung 


J ‚ aacc = aauu f cett (cöl, 9)2 
welche anzeigt, Daß der Schmitt eine Eilipfe ſeyn wird, 
welche den Mittelpunft in D hat, und deren eine Haupts 


are in die gerade einie DG fällt, Die andere aber ‚auf ihe 
fenfrecht ſtehet. Es if aber bie Hauptare, welche in de 


gerade Linte DE fat, (indem u:o geſett wird) = = 73 | 


Dder man ziehe B H der GD parallel, fo wird BH= — 
die eine Haldage des geſuchten Sonittt, und die andere 


=c=ıCE 


—P 


Es m alſo der auf dieſe Art arardene xinder dit 


eine eiipfe, deren zugehörige dalbaren — 75 , und e find» 
| Wenn daher i in ber Grundfläche AEB F, r a a, die groͤ⸗ 
dere Halbare iſt, fo find, teil = —_ „größer als a ift, die 
Schnitte länglichere Eilipfen als die undfiche. Iſt aber 


= ‚2 einer als a, oder ift der Schnitt GT der größern Are 


der Bafis parallel, fo Fönnen in dem Eylinderfchnitte beyde 


Aren einander gleich ſeyn, und alſo der von ein Kreis 


. werden, Diefes ereignet ſich, wenn 5 = 6, gder 


oma = ift, Da alfe in beim Driyeit BCH, welchet 


dep cd if, CBH == E iſt, fo if cold mm 
Be _ 


Fi . Benn daher: Du = x genommen toicd, 


ſo 


N 


ar‘ 


— 


2 


\ 
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fo find die Sonitte reife; und da dieſes auf eine zwie⸗ 


fache Weiſe geſchehen kann, indem BHz= CEtheils ober 


halb, theils unterhalb genommen werden kann, ſo entſte⸗ 
hen zwey Reihen kreisſoͤrmiger Schnitte,’ welche auf der 


ee CD. ſchief ſtehen, und daher werden dersleichen en. 


linder ſciefe Eplinder gewann 


J 


58. 


Run fep. die gerade Linie G r, Fig. 131, beliebig ſchiet 


gelegt, der Schnitt der ſchneidenden Ebene und der Grund⸗ 
flaͤche, und auf fie aus dem Mittelpunfte der Grundfläche 
C die fenfrechte Linie GC = f herabgefäll. Man fege den 
Binf BUG = — $; und den Neigungswinkel CGD = 9, 
welchem der Winkel QTM gleich. ſeyn wird‘, wenn men 
ar auf GT ſenkrecht steht, Es ift daher 


/ 


| f 
DG = -- und CD= fine 
” cof. P coſ. ⸗ 


BB fen M ein Punẽt in dem geſuchten Schnitte, und aus 


"werde, Ferner ziehe man auf die Durcfenitttinie GE- 


ihm fenfreht.MQ auf die Srundfläde, und von hier QP 
auf die Age gefällt, fo daß, wenn man CP =z QP=y 


and QM==z feßt, - , 
aacc=aayyf ecxx 


die geraden Linien PV und QT ſenkrecht, ſo iſt 
6GV x. ſin.2; Pv=f-x. cof,$ 
und da der Winkel QPW = $ iſt, fo wird 
QW= y.fin. 9; PV=VT=y.coß$; und 
—— eo, S P. ſin. 8. 
Zieht man endlich MT, ſo wird, weil MTQ=# if 
IM= BTL, und ar = — 


» “ 


’ j / 
1 
» \ ‘ ' 
t - ‘ 


. . \ ı U... . 
Von den Cylinder- Kegel und. Kugel⸗Schnitten. 913 
“ | a Pe “ 
Run. ergänse man das Rechteck SMT, und ſete 
DS=t; SM=G6T=uu: fo wird u 
\ u=cV}VT=z. ſin. y. cof. 3 
"und da QOT=f—x.cöt}$ ‚t ) · ſin.ꝰ iſt, fo wird ferner 
QT— Co=y. fin. J 
und folglich 
DS=Tn—D0= = I fin. 3 — x.coh$ _ —S = 
- cof, 9 
Da alſo x.fins. t5. coſ. u; und J- In 9—x.coh3= 
Lu cof. ® iR, fo hat man 
F u coſ.Spit. fm.8: cot 6; und 
j x—=u.fin. $ —t,£0f.3. col.Q. 
Being man diefe Werthe in die Steigung : aacc= zadyf | 
1 ey, fo bekommt man ' 





4 a4a4c * “ 
aauu (coſ. 3)? r zaaut. ün.: I cof $, co. 9 Faatt chin. 92 
I 7 (coßp)2 
ccuu (in. 92 — a ccut, ind, cof. $, cof. o+ cett (coſ. 9)2 
| (cof. 92 


und dieſe Gieichung iſt eine Gleichung für eine Ellipſe, 

welché den Mittelpunkt in D hqt, und deren Coordinaten 

DS und SM auf den Hauptapen nicht ſenkrecht ſind, wofern 
nicht ac, oder der Cylinder ein n gerader Eylinder in 


x oz 


, j “ . $. 60. y | u 

Um diefen Schnitt. genauer Fennen zu lernen, taffe man 
aMebf, Fig. 132, die Curve bedeuten, deren Gleichung 
zwiſchen den Coordinaten DS=t und MS u gefunden wor⸗ 
den; der Kürze wegen wollen wir dafür aacg = auuf 


aaty * rt. annehmen, ſo dah fÜR den. gegenwärtigen Ball: 
„ © Guleroiinl; in d:AneLd.UnendLLL B. St am. 


wi 
u. 


„ -_ 


\ 
‘ j 


‘ 
Fa EN 
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7 nr Pe 


X 


IN 


-_ 


Pi aa(cof.$)2 F cc(fin. 5)) EE 
B= (aa — cc) ſin. 2. col.I. co. -, 
y== aaffın.3)2 (cof. 4)2 + cc(coh3)2(cof.p)2 4 


y 


‘ . 


iſt. Die zugehörigen Hauptaren diefes Schnitte feyen ab 


und ef, und nachdem man auf die eine davon die Applicate 


‚ Mp gezogen, fege man Dp =! p, und Mp q, desglei⸗ 


chen den Winkel aDH = =$: fo wird 
um. .ſin. tg. coſ.; und. - 
t = p.cohd—g.fin.‘ > u 
"und durch die ern dieſer Werthe bekommt man 
a2ct — 1 


+ « (in. > 24. ſin. * + · (coſ. de J 


—— 


En O2 5 Tapas cofdl. Fr — 


t 


pgq — 2Plin.g cof. ggg 


\ 


- 


a — z. sr 


Da diefe Gleichung auf einen rechtwinkligen Durchmeſ⸗ 
ſer bezogen wird, ſo muß der Coefficient von pq==o ſeyn; 
daher denn, weil 2,Iin. . coſ. ſin. 20; und (coſ. LO 


— — — — 





. (in. 9)2 coſ.2 iſt 
.(G-2) ſin. 2 * 24. coſ. 200 
uund folglihh | 
28 ©. | 
tang· 2 — — 


wird. Hierdurch lernt man den Winkel aDH, und folgs 


lich auch die Lage der Hauptdurchmeſſer kennen. Was die 
Halbaren ſelbſt betrifft, ſo kann man dieſelben auf folgende 


Art betimmen: | 


ac 


u = 77 Un De Fan Gektt ron) 
} . on tan und | 
- “ , 28 


I 


Ä | Yon ben Eylinber: Kegel: und Kugel Sn 51 
_ f \ > | und . | | N 5 


ac 0 ” ' 
De ae — — ——— 
® To (coſ. 02 — ‚ah fin. . zart +3 (ln, 92). 


i | w 
s ” . * \ 
’ DE u ig \ u 62. B . 5 


ſin. 
Da: ap = at ohne son? R, fo wird, wenn 


ur man diefen Werth in die gefundenen Ausdrücke beingt, 


u 


__ ac (eof. $> — fin .g2)__ acYa.cof.2d . 
Y r coi. —e— Var). sofa? ein, 
und 
. aeyt Yeof. 22 = in.22) ae 2. —— 


— Ka, cohl2—yin.g2) Yltersrbobagte—y) 
Das Produkt diefer deyden Halbaren ift demnab 


aaacc.cof.2?d 


“D. eo ⸗ 5 (coſ. () ) -— —— 
.,Danun |. 
2 Bon). fin.2$ = 28.00f.2$ N 

iſt, ſo wird J 


— (üif. 20)2 = 484(60ſ. 202 } 24, (in.2f)2 
\. und folglich — 
Dun=. 22446c. coh2d_ 


— 20 4643 (cf. 22 Zu 


.- aace a Ä Ex 
——— 


Nm 


N 


177 Er 5 


N 


> 
‘ — 
4 
* x „a. > S “ 
Pr . 6 — er! , 
$, 3» \ ‘ 7 u 
‘ f i 
, - 


IJ aba = 2xacC. coſ. 20 
_ nn — * ———— .- 


— = ' und | 


| Ds m - "auapc.cohad . 
I. Tatn)chagte—r \ 


74 


1 
Der * = . . 
‚ - v „” 
en - “en ⸗ iſt, 
7 u f} . \ 


- 


- 


n’ 


I 
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| — E 


‘ N 


f x 


eh. 


unzunan _4racc(afr)ceofad'2 , (atYyaace 
aD Fed "aaylcof.22)2 —488 co. 28)? ,ay— BB 


., und hieraus fließt 
acY(a}Yr2V (ay— BB)) 
r—RR) 5, 
und | 


iD-eb acy (aty—2V (ay— 5A) 


a„DrtreDp= 


Var) 5, 
Ser find demnach die Halpayen 3 aD und eD die- Wurzeln 
diefer Gleichung d 
'(uy— AMxA — (a } yJaacexx * ad = o 
und. 
\ 'Yür = ac. cof.p. 
j „ $. 6. wi 6 
Da aD. eD= 5 und ® der Winkel iſt, welchen 
die ſchneidende Ebene mit der Grundfläche mat, fo fie 
hieraus folgender ſchoͤne Lehrfags, R 
e'brſatz 


Wenn ein Cyunder von einer Ebene geſchnitten wird, 
ſo verhaͤlt ſich allemal das Rechteck der Axen des Schnit⸗ 
tes zu dem Rechtecke der Axen der Grundflaͤchen des Cy⸗ 


, -  linders, wie die Secante des Winkels, "welchen die 
$Ebene des Schnittes mit der Ebene der Grundfläche . 


macht, zum Radius, 


⸗ 


Da alſo alle Parallelogramme um den zugehoͤrigen 


Durchmeſſern den aus den Aren erzeugten Rechtecken gleich 
find, fo. ftehen auch jene Parallelogramme um der Grund⸗ 


flaͤche und jedem Schnitie des Cylinders in eben 1 demfelben 
oe u — 65. 


/ 9 
Fan 
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665 - | 
Es kann aber die Natur biefer ſchiefen Cylinderſchnitte 
bequemer auf folgende Art beſtimmt werden. Wenn die 
Grundflaͤche des Colinders die Ellipſe AEBF, Fig. 133, 
die Halbaren derfelden 0 BCSa; EGmCF=c;, 
und die gerade in C auf der Grundfläche ſenkrechte Linie 
CD die Are des Cylinders iſt: ſo fehneide den Cylinder 
eine Ebene, deren Durchſchnittslinie mit der Ebene. der 
Grundfläche, TH, mit der verlängerten Age AB irgend einen 
ſchiefen Winkel made, und auf diefelbe ſey CH aus C ſenk⸗ 
recht herabgefaͤllt, und der Winfel GCH=% Geht alſo 
die fhneidende Ebene durch den Punft der Age des Eplins 
ders D, fo ift, wenn man DH zieht, der Winfel CHD der ; 
Neigungswinkel der ſchneidenden Ebene gegen die Ebene 
‚ der Grundfläche, welchen wir = fegen wollen Macht 
man daher CS , fe iſt 
. 6H=£fih$; CH=f.col,$; 

7 col$ und CD En f. cof. $.fin.p 

cof.9 co 
Da alſo das Dreyeck D c6 bey C rechtwinklig ift, fo wich 
f. Vi F ſin. . ſin. 2. ſin. &). cof. $ 

"7 Tan fin. DGH= Yan. Sinn 

fın. 3. cof.® cf} 
Y (ı tfin.$°.fin ”) u. ang. DoH= — in $. .cof.® * 





pH= 


‚ co. DGH= 
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. Kun fälle man aus einem Punfte des gefuchten Schnit⸗ 
tes M auf die Grundfläche die fenfrechte Linie MQ herab, 
ziehe Die Applicate QP, und feße EP=&.x, und P Q: =y; 
ſo in 
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aace — aayy ccxx 
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2 FREE 4sacc. (« Fr) (cof.2?' 2, ı (#»Jaace 
aD TeD3= = ay(c0f.22)2 —4BB co. 28)2 — Tr 


‚und hieraus fließt  - 
Ä acYlat3+2V (er — kA) 
Bis, 
\ und 
1 40V (af av (ay— sh) | 


V 


„De  WlaymBB) 5, 


Es ſind demnach die Halharen a aD und eD die“ Wurzeln 


dieſer Gleichung oo 
(uy— BP)xd — - (a } yJaaccxz r at: = C2 
‚und u 

"Ver —am)=accohe | 

a s ten 

| Da aD. eDp= 5 und ® der Winkel a, welchen 

die ſchneidende Ebene mit der Grundflaͤche macht, ſo fe 
hieraus folgender ſchoͤne Lehrfags, | .. 

‚sehrfah - | 


"Wenn ein cyunder von einer Ebene geſchnitten wird, 
ſo verhaͤlt ſich allemal das Rechteck der Axen des Schnit⸗ 
tes zu dem Rechtecke Der Axen der Grundflaͤchen des Cy⸗ 


linders, wie die‘ Secante des Winkels, "welchen die 
Ebene des Schnittes mit ‚der Ebene der Grundfläche . 


macht, zum Radius. J 


Da alſo alle Darallelogramme u um den- zugehörigen 


Durchmeſſern den aus den Aren erzeugten Rechtecken gleich 
ſind, ſo ſtehen auch jene Parallelogramme um der Grund⸗ 
flaͤche und iedem Sgnitte des Eylinders in eben 3 Demfelben 
Bed — nn 

J 5 | $, 65. 


⸗ 
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& kann aber die Natur biefer ſchiefen Sotinderfnite Ä 


bequemer auf folgende Art beſtimmt werden. Wenn die 


Grundfläde des Enlinders die Ellipfe AEBF, Fig. 133, 
die Halbaren derſelden ACmBC=a; EC=CF= eo 
und die gerade in C auf der Grundfläche fenfrechte Pinie 


'CD .die Are des Cylinders ift! ſo fehneide den Eylinder 


eine Shoe, deren Durcfchrittslinie mit der Ebene. der 


Grundflaͤche, TH, mit der verlängerten Are AB irgend einen . 


ſchiefen Winkel mache, und auf dieſelbe ſey CH aus C ſenk⸗ 
recht herabgefaͤllt, und der Winfel GCH= A Geht alſo 
die ſchneidende Ebene durch den Punkt der Axe des Cylin⸗ 


ders D, ſo iſt, wenn man DH zieht, der Winkel CHD der 
Neigungswinkel der ſchneidenden Ebene gegen die Ebene 
der Grundfläche, welchen wir Se fegen tollen; Macht 
man daher CS —=£, fe iſt 


GH=£.fin$; CH=f.col.$; 
* J ‘ x ' G 
_ f.coß$ Leine fin.® 
coſ. ꝙ coſ. — 
Da alſo das Dreyeck D —* bey c ati ift, fo wird 
| EV U + fin.9.fin. fin.) cof. $ 
Po cof. ® — vu + fin.9.6n.0° 9° fin.9”) 
Km S.coh. I cl 
"art Hfin.$"Ane) ang DoH — 73 





| cof. DGH= 
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"Kun fälle man aus einem Punkte des gefuchten Sorit⸗ 


tes M auf die Grundfläche die ſenkrechte Linie MQ herab, 


ziehe die Applicate QP, und ſetze Px, und'P Q: *7 
io in ru = 


Pa dace = aayy tcexx 6 
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— ip, ſo vird | 
43acc. (Fr) ccof.2d'2 , ‚(et »Jaacc 








| D24eD2= aaylcof.22)2 —4B86, — eV- BB 


. und hieraus fließt 
—V—— —A ——— 
Diebe — 
und 


— 


rn 


X 


a (er y-aYley— sh) | 


Bleibe 72T een 
Es find demnach die Halharen : aD und eD die Burzeln 
dieſer Gfeihung | u 
'(syY— AA)x4 — (a7 y)aacexz r atea m 
und. 
\ 'Yar —ke)= ac.col,Q. 
. , $. 6. u , 
Da aD. eD = 5 und 0 der Winkel iR, welchen 
die ſchneidende Ebene mit der Grundfläche macht, ſo fe 
hieraus folgender ſchoͤne Lehrſatz⸗ .. 
‚schefah - 


"Wenn ein chunder von einer Ebene geſchnitten wird, 
ſo verhaͤlt ſich allemal das Rechteck der Axen des Schnit⸗ 
tes zu dem Rechtecke der Axen der Grundflaͤchen des Cy⸗ 


linders, wie die‘ Secante des Winkels, "welchen die 
Mbene des Schnittes mit ‚der ebene | der "Grundfläche . 


macht, zum "Radius. . J 


Da alſo alle Harallelogramme u um den. zugehörigen ' 


Durchmeffern den aus den Apen erzeugten Rechtecken gleich 
find, fo ftehen auch jene Parallelogramme um der Grund⸗ 
flache und iedem Schnitte des Eylinders in eben demſelben 


Be ätifle, J den 
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| aA , 65. — 


& kann aber die Natur biefer ſchiefen Eylinderſchnitte 


bequemer auf folgende Art beſtimmt werden. Wenn die 


Grundfläche des Enlinders die Ellipfe AEBF, Fig. 133, 
die Halbaxen derſelben AC=HBC=a; EG=CF=e; 


“und die gerade in C auf der Grundfläche fenkrechte Linie 
"CD die Age des Cylinders ft! fo ſchneide den Eylinder 


eine Ebene, deren Durchſchnittslinie mit der Ebene. der 
Grundfläche, TH, mit der verlängerten Age AB irgend einen 


ſchiefen Winkel mache, und auf dieſelbe ſey CH aus C ſenk⸗ 


recht herabgefaͤllt, und der Winkel GCH=A Geht alſo 


die ſchneidende Ebene durch den Punkt der Are des Cylin⸗ 


ders D, fo iſt, wenn man DH zieht, der Winkel CHD der ; 
Nei gungswinkel der fehneidenden Ebene gegen die Ebene. 
der Grundfläche, melden wir = fegen wollen; Macht 


man daher CC = fs fe ift. 
GH=f.fins; CH=f.cofß.$; | 
f. coh$ und Di f.cof. $. fin, in.@ 
coſ. ꝙ 009 

Da alſo das Dreyeck D cG bey. C rechtwinflig ift, fo wird 
vi ı + fin.9°.in.@°) cof. $ | 
————— = ——; . GH= — — — 

poz c of. ® fin.D yCrtän. $”.fin.P?) 


fin.3.cof.®_ !  col$ 
‚tan DoH== 
u. tang. AIr⸗ 





DH= 


TYcrfn. fin N 


. s 66. Pr i Aue 
"Kun fälle man aus einem Punkte des geſuchten Schnit⸗ 


tes Mauf die Grundflaͤche die ſenkrechte Linie MQ herab, 


ziehe die Applicate QP, und ſetze CPx, u und'P = r 
ſo AR on - 


2 acc aayytcexz En = 
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Ferner ziehe man oT. der CG parallel, und ont ihr (eo 
aus G die GR fenfrecht, fo iſt 

| GRzy;undarf—xm 
Da alfo der Winkel TER= GCH=$ if, fo wird 


672* Fre und, TR en 
\ \ und folgid .- 
—— 2) 
| [Ta f — —— 
zerner ſind die Dyevede ens und QMT einander Ah 
lid, und ale 
cG: Ds = QT: TM| ’ 
und 


CG: — —0T= DG: ds 

wenn man Ms der GT parallel zieht. Hieraus ergiebt. ſich 
(x. coſ. S — y. ſin S VC(I r fin. 92. ſin. 02) 
| Te ——e 
Setzzt man.daher DS tund MS = u, fp wird 
. 2. cof.Kcof 

x,cph.$ — rin Furl # 60.92. 92) De) 

und y= u.cof$ 

woraus fih eine &teichung zwiſchen t und u egicht, bie 
aber noch ar verwickelt if, 


ps 


u 0 6. en 

- Man ziehe aber anftatt der Hauptapen der Baſis den 
Durchmeſſer ER, der Durchſchnittslinie TH parallel, und 
"den zugehörigen Durchmeſſer AR, welcher verlaͤngert der 
TH inG begegne. Setzt man, hachdem dieſes geſchehen, 
wie vorhin, eG=f; GCH=$; CHD=9; CA= 
Bon; CE=CF=n; und iſt Gb dem Durchmefler 
EF parallel gezogen, und = = x, und PQ=y ange 
nommen 


Pr 


Kurs 


—— 


m 


7 


J Sonut, nach den zugehörigen Dürchmeſſern beftimmt, - 


[4 


ww oo. 
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nommen worden, fü daß mans == = m2y + n2x3 iR: 
- fe wird W 
STeNsey Dr 
Zu und. en 
ps 24x xvatinanmi) 
.. 'cG „ eof.@ IQ 
Sett man abe DS=t, und MS=u, bo wird 
t cot '\ U 
„x "Für $2, in.) J 
u und a 
yaı | 
=» ‚aber Dee CGD, und alfo, wenn man cCoD=y 
feßt, ze. cof. a tft, fo erhält man fuͤr den geſuchten 


mmnnmmuubnntt. coſ.2 a 
nobey der Mittelpunkt i in D Falk, and dev eine Holbmeprb 
in der Richtung DS = ‚Se und der andere h if 
Was den Winkel GSM betrifft, untar welchem dieſe Durch⸗ 

meer gegen einandee- geneigt — in 


tn ,_ et. 
ung. GSM= m 7 ——— 


ſin. ꝰ. coſ. 
ol o sn — Yarla.82,in2) 


Auf dieſe Art laßt· ſich die Natur des —* Eon 
sehr leicht erkennen — 
— J . $. PY 
Wir wenden ans nach dieſer Vetrethtang der Syfinders 
ſchnitte zu dem Regel, ‚der ein gerader · oder ein ſchiefer ſeyn 
mag; es amerlgeidet ſich aber der’ ſchiefe Kegel: vom 
. Kk 4 | geraden . 


- 


“ 
* 


=; und. 


j 


* ſin.O. cof. q, - 


on 
4 
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[4 


X 


⸗ 





J 


— 


4 


820. Anfang, Dritter Caritel. 


geraden darin, daß die auf der Are ſenkrechten Sönitte 
ben dem, fchiefen Kegel Ellipfen find, welche ihre Mittels 


punffe in der Are des Kegels haben, dagegen eben dieſe 


Schnitte bey dem geraden Kegel Kreiſe find: Es ſey alſo 
Oaebfo, Fid. 134, irgend ein Kegel, der feine Spitze in 
O, und zur Axe die gerade Linie’ Oc habe, die auf der Eheng 
der Tafel ſenkrecht ſeyn foll, fo daß die Tafel eine durch. die 
Spige des Kegels O gelegte, und auf der Age deſſelden Oc 
fenkrechte Ebene vorſtelle. Man giehe durch O ip der Ebene 
der Tafel die geraden Linien AB, EF, den Aren ab und 


‘ef eines jeden auf der Are ſenkrechten Schnittes parallel; | 
and fälle aus einem Punfte M des Schnittes aebfauf die 
» Ebene der Tafel die fenfrechte Linie M Q, und aus Q auf’ 


AR die ſenkrechte Linie PQ herab: fo If, menn man OP=x, 
PQ=ry und. QaM=3 fegt, aurb die Abſciſſe des. Abs 
fnittes cp=x, und.die Ypplicete pMa=y;: folglich, da 
die Apen ab, ef zu O QM 2 eM. beſandiges Ber⸗ 
Hätınik haben, 
mzn222 = mnjyt haxx 

‚wenn man ac Bckiu mz, Under fen ſetzt. 
Und dieſes iſt die Selhung, welche die Natur der eoniſchea 
Oberflaͤche zwiſchen den breg derandertichen ‚Größen xy 
und z ausdruckt. | 


nn. 


ee ® Pos Ä 
ie alſo alle auf der Are oCfeifseiite Schnitte Ellipſen 
J nd, wie aus der Gleichung m2n22% == m2y2 } n2x2 


.. (wenn man z einen ‚beftändigen. Werth beylegt) erhellet: 


fo laſſen ſich auf ähnliche Art’seicht die Schnitte finden, 
welche entweder auf. Dee. gerabin_Linie:AB, oder auf EF 
enkrecht ſtehen. Dem wird der Kegel von einer auf AB 
senkrechten und durch den Punkt P gelegten Ebene geſchnit⸗ 

ten, 


.r 


\ 


v 


| wie die zuschbrige Salbere =- — iſt. Auf eben die Yu 
findet man, daß der Schnitt, welcher auf EFE fenfrecht iſt, 


| Kegels 


u u j nd 
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ten, fo hat man, wenn man Opa ſetzt, fuͤr dieſen 


Schnitt die Gleichung RF 
m2n2z2 = 2 m2y2 + n2a2 

nie den Coordinaten Pp = zundpM = y, und es 

iſt folglich dieſer Schnitt eine Hoperbel, welche den Kan 


telpunkt in C bat, und deren halbe Ziwergare = =, ® 


eine Hyperbel ift, welche den Mittelpuntt in- ‚ber geraden 
Linie EF hat, -_ , oo | 
— 70. | 21 
Senn. die Ebene , , von welcher der Regel gefäniten 
wich, mar .auf der Ebene AEBF;;' Kig. 135, aber: auf, 


| feiner von den Linien AB, EF fenfrecht ift, fo fällt es auch 
bier nicht ſchwer, den Schnitt zu beftimmen. Es ſchneide — 


nemlich diefe Ebene die Grundfläche AEBF in’der geraden 


- Linie BE, und zugleich fey OB= a, und OE=.b. Man 
fälle aus einem Punfte-M des Schnittes die fenfrechte Linie 
MQ, und aus. Q die Upplicate QP, fo daB OP=x; . 


po=y,umdaM=z m: ſo iſt wegen der Natur des 


m2n2z2 = m?y2 * nz2x.. 


Es iſt alſo 


a:bma—x: ʒ eder Si Erd ze 


. Man fete die Eoordinaten des Schnitte BQe =t, und 
QM =: frift 


.. b: Ylatiyer: te 
’ und foiglich 


kis | 72, 


w 


. r 
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fo find die Schnitte Rreife; und da dieſes auf eine zwie⸗ 
Habe Weiſe geſchehen kann, indem BH'== CE theils ober⸗ 


‚halb, theils unterhalb genommen werden kann, ſo entſte⸗ 
hen zwey Reihen kreisfoͤrmiger Schnitte,’ welche auf der 


| ‚re CD: ſchief ſtehen, und daher werden dergleichen Ep 


\ 


inder ſchiefe Colinder genannt 


4 58. ‚ 


Nun. fep. die gerade Linie GT, Fig. 131, beliebig ſchief 

gelegt, der Schnitt der ſchneidenden Ebene und der Grund⸗ 
flͤche, und auf fie aus dem Mittelpunfte der Grundflaͤche 
O die ſenkrechte Linie. GC = f herabgefäll,. Man fege den 
Winkel B06 = — $; und den Neigungswinkel cGD=9, 
welchem der Winkel QTM gleich, ſeyn wird‘, wenn man 
QT auf GT ſenkrecht sieht, Es ift daher 


Es ſey Mein Yunft in dem gefuchten Schnitte, und aus 
“ihm fenfreht MQ auf die Grundfläche, und von hier QP 


auf die Are gefällt, fo daß, wenn man CP = P=x, QP=y 


and QM == z ſetzt, 
| aaccmaayytccexx 


werde. Ferner ziehe man auf die Dura ſchnitteinie 7 


hie geraden Linien PV und QT ſenkrecht, ſo iſt 
G6GV xXx. ſin.2; PV f—x. cof, $ 
und da der Winkel QPw=#if, fo wird 
QW=y,ßn.9; PVC T y. coOſ5; und 
ATet-x. eo $Fy.Gn.% - 
Zieht man endlich MT, fo wird, ‚weil MTQO=s iſt 


ſ.⸗ 
Min T ‚2.60 
Ä „an @' ıT= 7 
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’ 1 
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\ ' 


"u (7% 0: 


Nun: ergänze man das Rechteck GSMT, und ſetze 


DSSt; sSM=GT=au: fo wird 

u=6c/tVT=}. ſin. Fy. cof. 
I QT—-CG=y. fin) J— 
und folglich 
ns y: In.$> — x. co. $ | 

cof. @ 
Da alfo x.ins. Hr. cof. $e=u; und y. in. 9 x.coh 
t. cof. eik, fo hat man 
yzu. .cof.$ Ft. fm. 8: co oʒ und 
xau. Gin. $ —t,£01.3. co. ®. 


⸗ 


DS=TM— Dco= 





Being mar dieſe Werthe in die Gleigung : aacc= zadyf | 


+ ey: fo befommt man ° 


04 aacc= 0 ._ 

‚sau (eof $)2 * aaaut. ön.: %. cof $, cof, @ Fr aatt (ſin. 9)2 

.. Coſ. > zu 

ecuu lin 92 — Aacent. fin. d. coſ. $.cof.@ + cott (col. 5)2 
cco.o)2 


und djeſe Gieichung iſt eine Gleichung fuͤr eine Ellipſe, 


welché den Mittelpunkt in D hqt, und deren Coordinaten 
DS und SM auf den Hauptagen nicht ſenkrecht ſind, wofern 
nicht a=c, oder der Eylinder ein gerader Eylinder iſ. 


R 9— 


En 


- 
Ad 


Um diefen Schnitt ‚genauer. kennen zu lernen, iaſſe man 


aMebf, Fig. 132, die Curve bedeuten, deren Gleichung⸗ 

zwiſchen den Coordinaten DS=t und MSu ‚gefunden wor⸗ 
den; der Kürze megen toollen wir dafuͤr aacg = auuf 
any zit. annehmen, fo daß füRden gegenwärtigen Ball 


1 
C “ SEulersiinl in DAneLd,UnendlL Due ‚1 Ze An Ze: 


und HQAT=f—x.cötL} * y-fin.$ift, fo wird ferner 


Zr _ 
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.= aa (co. $)2 Feclin.9)2 . -  - W 
B=(aa— cc) ſin. 9. cold. oh | ’ 

| J— et us 9 J 
aa(ſin. 9)2 (coſ. 4)2 T cc (cof. 3)2 (coſ. 2)2 4 | 


iſt. Die zugehdrigen Hauptagen dieſes Schnittes fepen ab 


und ef, und nachdem man auf die eine davon die Applicate 
. Mp gesogen, fege man Dp='p, und Mp= 4, desgleis 
Gen den Winkel aDH= = 6: fo wird | 
u=p.fin.g tg. cof.2; und - 
‚tmp.echl—g.fing ne, ‘ 


4 


und durch die ern dieſer Werthe bcrommt man 


aacc — Ä 


* « (ün. 0 +20 fin. 2. cohLE + e«Ccof. 2 J 


* 
‚+28fn..cofgpp pet antenne p 


PrReol O2 |  —aelnd. coßt. 4 vande | 


972 Rüin.gcof.$gg 


‘ a 039 


Da diefe Gleichung auf einen rechtwinkligen Durchmeſ⸗ 
ſer bezogen wird, ſo muß der Coefficient von pqo ſeyn; 
daher dein, weil 2. ſin. . coſ. ſin. 20; und (col. ν-— 





(in. )2 coſ.2 iſt u | 
ln @r)imagt2n.chafme . . | 
‚and folglich 
Bm 
=: 


wird. Hierdurch lernt man den Winkel aDH, und folgs 


lich auch die Page der Hauptdurchmeſſer kennen. Was die 

Halbaren ſelbſt betrifft, fo kann man dieſclben auf folgende 

Yet) beftimmen: \ g 
ac 


— — 2 7 rt ? - &=) 
} — Zee und 
m “ , \ 


* 


U 
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. N and 
eD = 


ac on — 


nn ne nn en Te — — —— 
Ta co $)2 — ‚28. fin. .cor? + y (lin, 2), 


— 


" 7 
F ur $. 6x — 5 


| | — ). ſin. 
Da 23* F —— if, h wird, wenn 


⸗ 





“man diefen Werth in die gefundenen YAusdrüce bringt, 


u acy (col.$2—fin.E2) _ a cVa. coſ. 20 
—— ——— 
und 
e — —— aece 2. eoſ.20 


Ka col.g2—y.{in.g2) — rheizerem) r) 
Das Produkt diefer deyden Halbaren ift demnach 
aD ed * 2aacc.cof.2? " 
j = Faerı T (coſ. de) — anf vr) in.292) - 
-, Da nun | 
Wo). fin.ad = 2%.cof.2? N 
if, fowied >, 8 
— (Gh, 202 = 466(cof.22)2 } 2% 9 (lin. a$)3 
\ 1 und folglich — 
_2aacc. coh2d i 
—R (47 (cof 01.22)2 — 48B Ccof, 22 DE 
aacc nn ac 


a” 


—— ET — — 
⸗ ER 
. _ u “ u 63. | N _ | en 
Da , - Un — 


u IN: eoſ.a 
aD: m N 2pacat 3 ‚ 


— 


— — en und | 

\ = - 284 ce. coſ.2 
. .eD2 m gereokat © 
- ern). coh2d t .—r.. 


E cn (err).cchag—etr. 
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iſt, ſo wid. J 
43acc. (« #7) (cof. 22! 2, Naace 
w⸗ rede — —4BR col. 22)2" —— 
und hieraus fließt - _ 
acY(atyr2V(ay— Be) 
tar —ee) ,:, 
und . 


| 
| 


„DreD= 


X 


acY (at yaylar—sA) | 


ıD—eD= For — 68) — 
‚ge find demnach die Halharen = aD und eD die Burzeln 
dieſer Gleichung 4 
'(uy—BA)xt— - (a 7 yJaacexx + astc4 = o 
und. | 
\ 'Yür — 420) * == J 
> u . 6. “ = 4 | 
Da aD. eD= Fr 7 und ⸗ der Winkel g, welchen | 
die ſchneidende Ebene mit der Grundflache macht, ſo fee 
hieraus bolgender ſchoͤne Lehrſatz⸗ 


Wenn ein chunder von einer Ebene geſchnitten wird, 
ſo verhaͤlt ſich allemal das Rechteck der Axen des Schnit⸗ 
tes zu dem Rechtecke der Axen der Grundflächen des Cy⸗ 
linders, ' wie die“ Secante des Winkels, "welchen die 
bene des Schnittes mit ‚der ebene | der Grundhfiͤche 
macht, zum Radius. 

Da alſo alle Harallelogramme u um den zugehoͤrigen 
Durchmeſſern den aus den Aren erzeugten Rechtecken gleich 
find, fo ftehen auch jene Parallelogramme um der Grund⸗ 
flaͤche und jedem Sqynitie des Eolindere in eben demfelben | 
Be he | 

A i | Ä $. 65. | 
| 


- 
. 


.sehrfaß, oo. 


— 


- 


v2 
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a 
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& kann aber die Natur dieſer ſchiefen Eylinderſchnitte 
bequemer auf folgende Art beſtimmt werden. Wenn die 
Grundflache des Cnlinders die Ellipſe AEBF, gig. 133, 
die Halbaren derfelden ACHBC=a; EG=CF= ec. 
und die gerade in C auf der Grundfläche fenfrechte Linie 
CD die Age des CEylinders ft! - fo ſchneide den Eylinder 
eine Ebene, deren Durchſchnittslinie mit der Ebene. der 
Grundfläche, TH, mit der verlängerten Are AB irgend einen 


ſchiefen Winkel mache, und auf dieſelbe ſey CH aus C ſenk⸗ 
recht herabgefaͤllt, und der Winkel GCH=% Geht alſo 


die ſchneidende Ebene duch den Punft der Age des Eplins 


ders D, fo ift, wenn man DH zieht, dev Winfel CHD der we 
Neigungswinkel der fehneidenden Ebene gegen die Ebene . 


. der Grundfläche, welchen wir =p fegen tollen; Macht | 


coſ. DGH= —— 


man daher. CG = fe if, | 
GH=f. fin. $; CH=f.coh$; 
" _fecoh$, f.cof. 9. fin. @ 
cof.9 cof. oo . 
‚Da alfo das Dreyeck D —* bey. C —8 iſt, ſo wird 
"£vrivrln.$.fin.g) coſ. 


Zu DG= DE en sn 


fin. 9. coſ. , u. tan m cof $ 
Y (1 tfin.$°.fin g:) &: fin.$.cof.@ * 


5. u Eee 
Kun fälle man aus einem Punkte des geſuchten Sorit⸗ 
tes M auf die Grundfläche die fenfrechte Linie MQ herab, 
ziehe die Applicate QP, und ſetze EPrex, und'P Q: =y; 
ſo A - 


"dacc=aayyfcexx . 
u RZ | Kerner 
T \ 7 J . Be 


‘ — 
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Gerner siehe man AT. der cs parallel, und our ihr fey 
aus G die GR-fenfrecht, fo iſt 
GR x; und Qrf—x 
Da ae der Winkel TER GCH=5.Äft, fo wird 
Es en %_ 


5 
nd Dali nr 
.y. ſin. 
Q Tsf— Pr u 
Berner find die Dychene D6 und QMT einander aͤhn⸗ 
us. und -alfo 
cG: DG * OT: TM. u 
und 
CG: — 0T=pc: Ds 
wenn man MS der GT parallel zieht, Hieraus ergiebt. ſich 
(x. cof. — fin. Hy ten + fın. $2.fin. a2 
D= —— ——— — —— —r e — — 
colſ.S.coſ.. 
Setzt man daher DS = tund Ms u, ſo wird 
| . tcof.KcofQ@ 
YCı  &n.$2.(in.g2) 
und y == u.cof$ 
woraus fi & eirie &teichung zieifchen t und u egieht, die 
aber noch ſehr verwickelt iſt. 


x, coſ.ꝰ Yin 


. 4. 67. 
Man ziehe aber anftatt der Hauptaxen der Baſis den 
Durchmeſſer BF, der Durchſchnittslinie TH parallel, und 
"den zugehörigen Durchmeſſer AB, welcher verlängert der 
TH in G begegne. Setzt man, vachdem dieſes geſchehen, 
wie vorhin, CG=Ff; ‚cıH= $; CHD=S9; CAS 
Ban; CESCF=n; und if QP dem Durchmeffer 
EF parallel gezogen, und cP=x, und PQ=y ange 
nommen 


\0 5,0 


1 ı BE 
4 
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nommen worden, fü daß mans = = m2y + n2z3 iR: 
- fo wid a — 
u cTeM=y W 
und 
ns DG:x _ xyütmanme) 

— 06 col. ee RO 
Ko: man aſe DS=t, und MS= u, fo wird nr 
t.cohp |. 0 
’ > arms $2. 2. fin.92) Ä on 
Be | und on 

— — yaı EEE 


. 


S . J € 6 - . , _ , .{ 
Da aber 56 =.cof, CGD, und alſo, wenn man CGD=y 


fegt, = 8. cef. a, fo erhält man fuͤr den geſuchten 
Sanint, nach den zugehörigen Durchmeſſern beſtimmt, 
 mman=emmuurtnntt. co(, »2 0 


aobey der Mittelpunkt in D ut, und der eine Halbmeſſet 


in der Richtung DS = ea und der andere‘ Sn iſt⸗ 
„Bas den Winkel GSM beuift, unter welchem dieſe Durch⸗ 
mel gegen einander geneigt finduced 
‚cof & | 


— 


* 


en GsH= ee 
fin.$.cof.$ 
ech GSM * Yütfın.82,Ain.92) = fing, cof. nd 
Auf dieſe Art nͤßt ſich die Natur des seuhten eanies 
 kebr leicht erkennen. — 8— on 
ı N Br 2 4. ry 


wie wenden uns nach dieſer Vetrachtuns der Ente 

ſchnitte zu dem Kegel, der ein gerader :öber ein ſchiefer ſeyn 

mag; es ünterfepeibet fid aber der’ ſchiefe Kegel vom 
= Kkea4 geraden 


“ u 


! 


” 


— 


—— 
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geraden ‚darin, daß die auf der Are ſenkrechten Soniti⸗ 
ben dem, ſchiefen Kegel Ellipſen find, welche ihre Mittels 
punffe in der Are des Kegels haben, dagegen «ben dieſe 
Schnitte bey dem geraden Kegel Kreiſe find: Es ſey alſo 
Oaebfo, Fid. 134, irgend ein Kegel, der ſeine Spitze in 
O, und zur Are die gerade Linje Oc habe, die auf der Eheng 
- der. Tafel ſenkrecht ſeyn ſoll, fo daß. die Tafel eine durch die 
Spige des Kegels O gelegte, und auf der Are deffelben Oc 
fenfrechte Ebene pörftelle. Dean ziehe durch O in der Ebene 
der Tafel die geraden Linien AB, EF, den Aren ab und 
“ef eines jeden auf der Are fenfrechten Schnittes parallel; 


| um fälle aus einem Punfte M des Schnittes ze bf auf bie | 


— 


u. 


A45 die ſenkrechte Linie PQ herab: ſo iſt, wenn man OP=x, 
PQ.ezy und.QM==z fett, au die Abſciſſe des Atz⸗ 
ſchnijtes ePRx, und die Applicate pUy; folglich, da 
die Aren ab, ef MDc= aM= =2 ein. beſindiges Ver⸗ 
hälınik haben, . 
| "nlnrzr mm;y# hhxx 

‚wenn man weil Bein mz, Md'rc= ko ne 2 fehk 
Und dieſes ift die Eeeldung, welche die Natur der eonifchen 
Dberfläche zwiſchen den breg perändeelichen Größen xı y 
und z ausdeudt, | 

D⸗ alſo alle auf der * —* Schnitte Ellibſen 
nd, wie aus der Gleichung m2n2z2&:= m2y2 +.n2x2 
‚. (wenn män z einen beftändigen Werth beylegt) erhellt: 
fo laffen fich auf ähnliche Art’ leicht die Schnitte finden, 
welche entweder auf der geraden LinterkB, oder äufEF 


lenkrecht ſtehen. Dewn wird der Kegel von einer auf AB 


| fendeschten und durch den Punkt p gelegten Ebene geſchnit⸗ 





- ten, 


r „” 


wie die mugehdrise Helbate = = — ift, Auf eben Die Pin 
findet man, daß der Schnitt, welcher auf E EF ſenkrecht iſt, 


BE N 1 . - f 4 


Bon den Cl nder⸗ Kegel: und Rugek Ehhüitten. s21 


ten, ſo hat man, wenn man —X ſetzt, für dieſen 


Schnitt die Gleichung 


m2n2z2 = m2y3 + n2a2 


* 


zwiſchen den Coordinaten Pp = zundpM=y, und es 
iſt folglich dieſer Schnitt eine Hyperbel, welche den ri 


telpunkt in C bat, und deren halbe Zwergore = =, I 5 


eine Hyperbel iſt, welche den Mittelpunkt in der geraden 

Linie EF hat, -_ 
— ur „0, \ | ri 

Wenn die Ebene, von weicher der Kegel gefäniten 

wird, zwar auf der Ebene AEBF/;' dig. 135, aber auf, 


Reiner von den Linien AB, EF fenfrecht ift, fo fällt es auch 
hier nicht ſchwer, den Schnitt zu beftimmen. &s ſchneide — 


nemlich diefe Ebene die Grum flaͤche AEBE: in’der geraden 
Linie BE, und zugleich ſey OB= a, und OE=b. Man 


fälle aus einem Punkte -M des Schnittes die fenfrechte Linie 
MQ, und aus. Q die Applicate QP, fo daß OP=x; 


po=y,mwqaM=z ren: fo ift wegen der Natur des 


| Kegels 


m2n2z2 = m2y2 FE n2x2, . 


Es iſt alſo 
bx 


a: bma-x: nero 


. Man ſetze die Coordingten des Sanits BQ= mt, und 
‘ aMm= = z frift 


1 „.b: Ylatıar: t 
und folglich 


is 00. y= 


. rm 


x 
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N 


*87 (a a 7 55 *7 a ! bb) ' 


Ges 


marine e, fine 
at 


bt 
mem 


und man erhält folgende’ Bleichung swifchen t und » 
manacaia = = m2b2tt } n2a2cc — nnaact T nnaatt, 


nnaac « 

| 1 
ala pnzız = co= u, indem BG 
4 


— "Ran fege e — 
\ nnaao 
—— 33 mid u 


* m2n2a2h2c2 
m A = (m u an * m2b2 7 n2a2 


.” 4 


\ , — u 4* SR . — 
| est alfo diefer Regelfnttt eine Hyperdel, weiche den 
Mittelpunkt in G hat, und deren halbe Zwergare Gas 
no ab 
. —— * — 5 ſe wie die ‚halbe zugehoͤrige Are 
mmabce “ 
= = Sob2 Ainzaa - if. Die Aſymptoten diefer Hpperbel 
aber, welche die Axe Ga in. dem Punkte‘ G fehneiden wers 
ken, machen mit der Axe Sa einen Winkel, deffen Tan⸗ 
ur mnc 
gente = 7 m Y Wabs F naa2y iſt Sol alfo Die doperdet u 
„eine gleichfeitige werden, fo muß 
| 4 ‚n2n222 + m2n2b2 = in2b } p2a2 
0. i —— oder, 
vo. b nY(mm — 1) 
| 7 * tung: OBE = ==. aYG-nn an) 


kon. Wofern ange größer als a iſt, fo kann 
auf 


— 


% 


„I 


gehe. Hiedurch erhält mar 


- 
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auf dieſe Art keine Jleichſeitige Huperbef entſtehen. Bey 
einem geraden Kegel, we m=unift, iſt die Tangente des 


Winkels, welchen die Aſymptoten mit der Are des Schnits 
tes anſoleten = = m, und der Winkel Sderi Winkel a0c. 


Eu m _ 

. Han ſey der nit ſchief, doch ſo, daß ſein Schnitt 
BT, Fig. 136, mit der Ebene AEBF auf'der geraden 
Linie AB fenfrecht ſtehe. Man fee OB = f7 und den 


Neigungswinkel der Ebene gegen Die. Ebene der Grunde 
fläche ,„ oder den Winkel OBC==P, daß alfo dieſe ſchnei⸗ 


dende Ebene in dem Punkte Cdurch die Age des Kegels oo 


f f.fin.o 
ee ud OC= 5 


Ferner ziehe man aus einem Punkte M des geſuchten Schnit⸗ 
tes die Linie MT auf BT, und auf die Grundflaͤche die 
Linie MQ, fo wie aus Qdie Linie QP auf OB ſenkrecht/ und 


ſetze OP = x; PQ==y, ud QAM=z, um 
' m2n2z2 = m2y2 f n2z2 
zu bekommen. ° Endlich mache man die Coordinaten für dem 
Schnitt 37 t, nd TM=u, ſo iſt, weil eTM=Y 
QM == 2 = u.lin:$; und Ta=noyefax 


Dre woher deny 
y=t+2= ufln9; und z=f— weoLp 
| und alfo 


 man2u? Gn.g2 = mat2 + nf — meolg)2 
wird. 


Pd ‘ I 


Fi 73 
Setzt man BE== * 8, ſo daß 8 coſ. @ wird, 
fo iſt am (g— Wcaf.g, und man erhoͤn für den Kegelfchnitt 


y « \ _ J 


RN 


Ed 


\ 


— 
\ 


Fa | 


324 Anhang. Deittes Capitel. 


— —ã— fin. ?) 


A 


manaus. fin. 2 2 In2t2 + .n2g2. gof. 02 — 2n28 u. 
cof. 92 * n2u2, cof. 02 


> I 


Manfe en 
ER  8.c0f.62 BE a 
“ cof $2 — m2.fin. 00 m. 
siehe MS der BT parallel, und nehme 
2 N Loop 
0 g.cof € = f. coſ. ꝙ — 
BE cof 92 — m2lin.g2 coſ. 2 — m2.fin,p2 

ct , u u 


.‘ gi t$m2). ). fin. 2 9%, u ” 
fo daß die Eoordinaten GI==s und sMet werden. Als⸗ 


dann bekommt man folgende Öleichung: 


mZtt F nn£cof 92 — .m2, fin, 92)ss — 

oo. mmonnffin.62 
= 0. 
und es ift daher die Curve ein, gegeiſchnitt, welcher den 
Mittelpunft i in G hat, und zwar eine Parabel, wenn der 
Punkt G nuendich weit forteücht, welches geſchiehet, wenn 


tang. = z ‚oder die gerade !inie B der Seite des Ke⸗ 


| gels Qa parallel wird. In dieſem Falle wird 


mmtt nuff — annfn. cof.g == o ' 


u und der Scheitel der Parabel fällt,in G, wenn man BG = 


‘f annfl cof. dp, 
206g nimmt, und der Parameter iſt 


“ 
! Fu - X 
—4 


nn PR U 


% [0 


Da der Schnitt eine Parabel wird, wenn cof. 92 — 


'm2.fin.g2 = 0 iſt: fo. iſt offenbar, daß deifelbe eine El⸗ 
. fipfe feyn wird, wenn cof. 02 größer ale m2 fin.p92, oder 


. tang.$ größer als - iR; und in diefem Galle fommt die 


N = "gerade 


Von den Colin: —* und Rüge Sonim, Pr 
‚gerade Linie BC oben mit der entgegengefeßten Seite des | 


& 

. — — — 
Kesgels O a- zuſammen Da alſo BG Tonne gang 2. 
iſt, will BG groͤßer als BC, indem < der Mittelpunkt R 
des geſuchten Schnitts iſt. Es in alſo die Halbare diefes 


Schnitts in der Richtung BC= m& fin. , und 


cof.p2—ı2. In. 02 


_...0..,nf.fm.g 
bie Manag 01,92 —m2 (in.@2) 


halbe Darametr = — * ſin. . Es wird daher ‚det : ” 


und der 


Schnitt ein Kreis feon, m wennm==nY'(cof. d2—m?. fin. a)‘ 

der mm =nn—nn (1 mm) fin. @ iſt; und daher wird 

Y {nn mm) W 

— — N) _g ‚oO a 

| j — F mm) on BC 

ee |) ZZ | 

my (i pnn), J a 

Fe een Be 

Wofern alſo n nicht größer iſt als m, fo kann keiner von 
dieſen Schnitten ein Kreis ‚Ron. . u 


LI \ ⸗ 


| inp= 


1 
4 
v 


6. 75. 
Den m2 fin,g2 größer als cof. 92, oder tang. @ 'grbs 


fer ale — iſt, fo daß die gerade Linie BE und die gegens 


. äberftchende Seite des Regelso zobenaus einander fahrende 
“ Hinten find: fo iſt der Schnite eine Hoperdel, deren halbe 


mf. fin. 
Brwergage = Zerfgs fm’ * * die halbe sugehdrige 
de = | af.fin. @ ‚ der Beide Parameter 





ms fin, 9 — cof, e2)' 


== — f. fin, @,. und die Tangente des Winkeid, unter 
| > . " ‚ ' wol⸗ 


folglich die Opperbel gfeichfeitig ſeyn, wenn 


ey - .. Are, 
m 


. “ . \ x j Fr \ 
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weichem die- Afympine die. Are in dem. Mittelpunfte 3 


kdneiden = — -Y (m fin. 02 — coſ. e2) if. Es wird 


8 


m2n2, fin, 02.— n2 cof. e = mm (nmf}n 
| anfing -nnemm 
, dder | 
Y(om+non) my(nn—ı) 


inne = Kent m) Mmdcog=n — 


iſt. Wofern alfo ri nicht größer als 1 ift, fo kann duch 


dieſen Schnitt feine gleidſeine Hoperbel entftehen. 


u 76. 
Wenn der Kegel ein gerader Regel, oder m Sn ift, ſo 


laſſen ſich alle Schnitte auf die von uns unterſuchten bezie⸗ 


hen, weil die Lage der geraden Linie AB von unferer Will 


kuͤhr abhängt, Was aber den ſchiefen Kegel detrift, ſo 


muͤſſen wir noch die Schnitte unterſuchen, welche von einer 
ESbene, die gegen die getade Linie AB irgend eine ſchiefe Nels 
gung hat, gemacht worden. Es fen daher BR, Fig. 13% 


ein Durchſchnitt der fchneidendeh Ebene mit der Ehene der. _ 


Srundflähe. Man fege OB = f, den Winfel OBR=}, 
. and den Neigungswinkel der fchneidenden Ebene gegen die 
Grundfläche = ®: fo ift, wenn man aus O nad) BR die 
OR fenfrecht zieht, u 
| | OR = f. ſin. §ʒ und BR= F. coſ. F 

Zieht man ferner in der ſchneidenden Ebene die gerade kLi⸗ 
nie RC, fo iſt, da der Winkel ORC==P, 


Ro id do α—. 9 
coſ. qoſ. ꝙ 


Wird nun der auf der Are. des Kegels OC o fenfeste Shit 
auf des Ebene. der Grunpfägeentworfen, ſo ſallen feine beps 
den 


— — — — — 


— 


. " & 
⸗ N 
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den Hauptaten nah AB und EF, und verhakten fi fi gegen 
“ einander wiem:n . | oo 


— * 


a "3 


u 9 . 
In dieſer Hrojection des Schnittes ziche man den Durg⸗ 


meſſer efder BR patallel,: fo iſt der Winkel B. oem 2, und 


dabey ſey aob die Lage des zugehörigen Durchmeſſers. 
Man ſetze den Halbmeſſer Oa=r, und Oe S, ſo iſt 
‚mt fin, 32 sr n#,cof. 32) 
= 7 (ma. fin. 92 F n2, cof, 32) 
W mn . \ —W 


„ m — — — — — nme J 
—— TV (m2,fin. 32 n2. coſ y22) 


||. 


mn.cof.$ ⸗ 


’ 





t BOb 
ans. Bu mm... fin. $ . i et 


& ift folglich von dieſem Winkel 
| "on. coſ. 2 
der eine = AG — | 
und. 0 


u c — mm. ſin.ꝰ 
er of nus 7 —— —7Aö5 
Da nun der Winkel obR= Fr} Bob ik, fo wird 
IL m2.{in. 32 n2.cof. 32 
La. ObR'= nr (m4 ſim. 52 4. n4,cof. 32) - 
| F und 
(mm — nn), iin. $. cof 92 
eo ObR = — Vn 4. ſin. — + F n#.cof. 3?) 
| und dabey iſt 
'mn V(m4. fin. 32 n4. coſ. 3?) . 
— — — — — — 
Br . zum, ſi. nn. 


. 
„ 


+. 


6 
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NEM. 
, Da alfo OR= j fin.S it, fo wird 


— OR Af. ſin V (m4. fin. fin. 9" pn4. cof 22) 
. ob OR m?, fin. 92% n2 t n3,cof, 92 
W und 
| mm — anyf. fin.®. co. $ 
| . Rb = == — — —— 


“m?.fin. 32 * —7 cof. 32 

und da das Dreyeck CbR bey R rechtwinklig iſt, ſo jſt 
m*.fın.$? nꝰ. Mc $2 

(m? —n?) fin, 3 Col. — ‚cof. 9 
mwodur der. Winkel CbR befannt wird. Nun fälle man 

" aus einem Punkte des Schnittes M auf die gerade Linie 


tangı Chr = — 


RT die MT der Cb parallel, und aus M nad Ch die MS , 


= 


dee RT parallel, ſetze DT= MS = tt, ind bS= 
:AM = u, und betrachte diefe, Linien als ſchiefwinklige 


Coordinaten des’ gefuchten Schnittes, indem tang. bSM 
iſt. Es ethellet alſo, 


ia _ m2. fin. 3? 7 n®.cof. # 
(m? — n?) fin. F.cef. $, *5 





tn daß diefe Sordinaten bey einem geraden Segel vestiinig 


23° werden 7 weil dabey men iſt. 


. SE | 


Aus dem Punkte M des Schnittes fälle man auf die 
Ebene AEBF die fenfrechte finie MQ herab, fo wird TQ, 


. „dem Durchmeffcc ab parallel; auch ziehe man aug Q die - 


Ordinate OP dem andern Durchmeſſer ef parallel. "Sekt 
man nunmehr OP x; Pa=Y und QM = Zr ſe if 
ie wegen der Natur des Kegeld 

Ä - m?»22? &= u?y®  »2x2, y 
Denn tern iman fich Durch M einen der Grundfläche paral- 
lelen Schnitt des Kegels gedenkt, fo find die Durchmeffer 


deſſelden die den geraden rinien ab und ef parallel find, 


ws 





Von den Che: Kegel: und Kigel&ähitten, 5 829 


nz und »z. Da man aber die Satheten des rechtwinkligen 
Dreyecks cob, oder OC und ob Fennt, ſo ift die Hypo⸗ 
thenuſe cb = | 
klin. I Yımt. fin 9°: na. cold (m? fin. 9°, cof.d: fin. Pr) 
u . (m?. in, 3? nꝰ coſ. 22 
und wegen der Aehnlichkeit der Dreyecke TMQ und bCO iſt 
= IM J TQGOb - ): QMG) BC: Ob: °C 
” folglich 





— alſo 
* ”, Öc?.u2 =» 2,Cb?2,r? 1» ‚Ob? (Ch — u)2- 


\ 


4. 0. 


Eotwickelt man dieſe Gleichung ſo bekommt man⸗ 
0* m. Ch2,tt}» »2(Ob? — #2.0C2)uu - 2,2, Ob2, Ch, u * 


— 22 obs. Cb2 
BR J Ob2.Ch 
und wenn man darin a — 200 = ef; vder 
| "ch 
b6= “.Oob2.cCb — | 


"und GS=s annimmt: ſo iR G der Mittelbunkt des Ke⸗ 


‚geihnitis,, der durch folgende Glejichung zwiſchen den 
Koordinaten: tunds ausgedruckt wird, 

.06. — 
gi ‚Chr; —— ocyss = | Erg #00 
r Ob, oc. Ch 
ob 0c 


n ._ Ob. dc" 
= Halbe. die = — ——— und der halbe Satan . 


‚r.Ob. 1°; 2 uebeigens ehe, ‚dab "de 


MC —* 


ink inD.AmaL, Unenol, 1.2; 67 Br 79 


und deſſen halbe ar⸗ m — die ingehörige 


Inder = * 


———— — EEE ß— 
Ob? —mmOc!. 1er fin SR tn.cot9r ang 


. 
— 
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tan — — — — — 
"Europ, wenn, z. ® 7m 2 ‚fin. 3: r n2, ccf, —X 


wer tung: ei Heiner ale — — - ft, eine Bike, wenn tang, 


—* 


—X * eine Parabel, and wenn ang‘ ® größer al 


_ ift, eine Hyperbel ſeyn sich, 
. MR | | 


* 


8. 81. 
Der dritte abier, deffen ‘von einer Ebene gemachte 


| Schnitte wir hier unterſuchen wollen, iſt die Kugel, von 


welcher aus der Elementar:Geometrie bekannt iſt, dag alle 


ebene Schnitte derfelben Kreiſe find. Damit indeſſen die 


Methode, aus jeder für einen Körper gegebenen Gleichung 
jeden Schnitt deſſelben zu finden, deutlicher werde, fo will 
ic hier eben das analytiſch vortragen, mas man fonft ſyn⸗ 


thetiſch zu lehren pflegt. Es fen alfo, Fig. 138, C der 


Mittelpunkt der Kugel, und duch, denfelben gehe die Ebene 
der Tafel, fo dag der durch diefe Ebene gemachte Schnitt 
ein groͤßter Kreis ſey, der den Halbmeſſer CA= CB = a 
habe, welcher zugleich der Halbmeffet der Kugel ſeyn wird. 
Ferner fen die gerade Linie DT der Durchfehnitt der ſehnei⸗ 


enden Ehene mit jener Ebene der Tafel, und auf ihr aus 
dem Mittelpunfte C die gerade Linie. cD==f ‚fenfrecht, der 


| Reigungewinte ab 


u “® 


D ve. u BE 
E ſey M irgend ein Yuntt in dem geluchten Schnitte, 


| und aus derafelben auf die Ebene der Tafel MQ, fo wie 
von bier auf die zur Me angenbimmene CD die Qp ſenk⸗ 


24 J 


21 
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reat. Setzt man nun die Coordinaten CP z=x, PQ z=y 
und QM==z, ſo iſt wegen der Natur der Kugel | 


ax TyY taemam 


Man siehe aus Mauch anf DT eine fenfrechte Eine MT, 
fo wird der Winfel MTQ der Neigungswinfel der fchneis 
benden Ebene, und der Ebene der Örundfläche ſeyn, welchen 
wir == geſetzt haben. Betrachtet man daher DT und 

‚MT als die Eoordinaten des gefuchten Sqhnittes, und ro i 


DTÆt, und TM=u, fo wicd 


Me = ufin.9, und TQ == weite 
und folglich 
czıuf-—u eo 45: eye 
a QM=z= u.fin.$, 
. Sushititt man dieſe Werthe, ſo erhaͤlt man folgende 
Gleichung für den geſuchten Kugelſchnitt: 
| EB 2fmeohpFuurtt=am 


Ä 683. 
| Es erhellet, daß dies eine Gleichung für einen Kreis 

iſt. Denn fegt mnu—fcfh$p=s, fo wird 
| ff. ſin. 92 Fssrtt=ai " 


| und es iſt folglich der Halbmeſſer des Schnittes — * — 
(Ga - ff. fin 92) Wenn alfo aus D, der Applicate TM 
parallel, die Pinie De gezogen, und auf fie die fenfrechie 
Linie Ce aus dem Mittelpunfte berabgefällt wird: fo iſt 
" wegen ED af, und CDe=P | | 


pe — = f.eo6p; und bc k.an. P. , 


| De daher die.Goordinaten 5 und t nuf.den Mirtelpunft bes 
zogen toerden, fo ift c der Mittelpunkt des Sonitts, und. - 
v e B? - ee der, Radius, beijelben, ‚wie aus den Ele⸗ 
| 2e14 men⸗ 


J x 


. 


\ 


200g 
f \ \ 
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menten bekannt iſt. Aufeaͤhnliche Het, aber laſen ſich auch 
alle durch Ebenen gemachte Schnitte aller Koͤrper, deren 
Natur durch eine Gleichung zwiſchen drey veraͤnderlichen 
Gedben angeben iſt, erforſchen. 


— 


ne: a7 4. 
, Damit inde dieſe Oberation noch deutlicher werde, fo 


(ap. ein Körper: gegeben; deſſen Natur dur eine Glei⸗ 


Kung zwischen den drey Eoordingten AP =x; PQ=y 
und QM == 2, Fig· 139, ausgedruckt werde; wovon die bey⸗ 
den erſten in der Ebene der Tafel liegen, die dritte z aber 
darauf. ſenkrecht ſtehen mag. - Ferner werde diefer Körper 
durch eine Ebene gefchnitten, die mit dee Ebene der Tafel 
die Linie DT gemein habe, und deren Neigungswinkel = 
fen Man fere AD = f, und den Winfel ADE = $: 
fo ift, wenn man aus A nad 1 DE die ſenkrechte Linie AE 
zieht, 
AE = £.fn.3; ‚und DE = f.eoh 


Hierauf ziehe man aus einem Punkte deB. gefuchten Schaits 

tee M auf DT di e MT ſenkrecht, und verbinde Q und T 

durch AT: ſo iſt der Winkel MTQ=B. Nimmt man 

daheriDT— TM} u den Coordinaten des gefuchten Shnittet, 

und fegt man Dr=t, und TM=a, fowied j 
: am =: fin; und ro= u. ‚coh 


A, 


MS Pr. 
us T fälle man auf die Are AD bie Linie TV ſenkeecht 
ſo iſt wegen Tove$, ' vi. 
vu. "Ten fin.95 undDV==t,col$ 
Da ferner der Winkel Tapsif, ſo wird 
ev * = u. lin.9. —8X und Pa=TV= 0,006, 3, eoſ. 9. 
Hier⸗ 
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Hieraus taflen fi ch die Goorbinaten > x,y und z durch t N, 
u auf folgende Art befimmen: Ri ak 2 
AP=x=ifft. eo —u.fin.. coſ.⸗ 


PQ= =y= t fin.3. } u,cof. 9. col.p 


r 


ud, 


Subhituirt man diefe Werthe in der Gleichung mwiſchen x, 
y und z, welche fürıden Körper gegeben ift, fo dekommt 

- man eine Gleichung zmwifchen t und u, oder den Coordinas 
ten des-gefuchten Schnittes, deffen Natur alfo Dadurch be: 
Pannit wird. Es ſtimmt aber diefe Methode mit der faſt 
überein, welche wir oben $. so gebraucht haben.“ 


. $) ; . N 5 j Ri r 1 
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8. 86. 


So wie die Gleichungen fuͤr die — Linien, die 
in einer Ebene liegen, durch Veränderung entweder des 
Anfangspunkts der Abſciſſen, oder der Lage der Aren, oder 

beyder Dinge, unzählige Kotmen befommen fönnen, fo 
- finder dieſe Verſchiedenheit bey den gegenwärtigen Gleis 
ungen in einem noch meit höhern Grade ftatt. Denn 
einmal koͤnnen in der Ebene, in welcher zwey Koordinaten 
liegen, diefe Eosrdinaten auf unzählige Arten verändert 


> worden; und dann laͤßt fi aud die Ebene, welche zwey 


Coordinaten enthält, verändern, und auf-diefe Weife die. 
vorhergehende DVerfchiedenheit unendlich vermehren, IR 
nemlich eine Gleichung ziwifchen drey auf einander fenfs 
rechten Eoordinaten gegeben, fo laͤßt fich allemal eine ans 
dere Gleichung zwiſchen drey andern ebenfalls auf einander ' 
ſenkrechten Eoprdinaten finden, deren tage in Anfehung 
der vorigen unendlich melfrmat verändert werden kann, 
als wenn nur zwey Coorbinaten da wären, wie bey den 
Gleichungen für die krummen Linien, Zr 


683. 
Angenommen, daß zuvoͤrderſt bloß der Anfangspunk 
der Abſciſſen x in der Age verändert werde, und die bey⸗ 
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den übrigen Coordinaten dieſelben bleiben; fo wird die 
neue Abſciſſe von der vorigen um eine beftändige Größe 
unterfhieden ſeyn. Es fen alfo die neue Abſciſſe =t, fo 
exmtTa; und Bringt mañn dieſen Werth ‚in bie für. 
ge gegebene Heichung ; fo befommt man eine Gleis 
bung ztoifchen den drey Coordinaten t, y und 2, die zwar 
von. des vorigen verfhieden if, aber gleichwohl eben der 
Fläche zugehört. Auf aͤhnliche Art koͤnnen auch die uͤbri⸗ 
gen Coordinaten y und = um beftändige Groͤßen vetmehrt 
oder vermindert werden: und ſetzt man x=tX% a; 
yzuÜb; wmzmvXYc, fo bekommt man eine Gleis 
Kung für eben die Fläche zwifchen den Koordinaten t, u 
und v, welche ſelbſt den. vorigen parallel find. Ob indeß 
dieſe Gleichung gleich allgemeiner iſt, ſo iſt ſie doch von 
der gegebenen chen nicht ſehr verſchieden. 


— % 88. ’ 

Da die drey rechtwinkligen Coordinaten, deren tei⸗ 
chung die Natur der Flaͤche ausdruckt, auf drey auf einan⸗ 
der ſenkrechte Ebenen bezogen werden, ſo wollen wir an⸗ 
nehmen, daß die neue Ebene, in welcher die beyden Coor⸗ 
dinaten x und y genommen werden, unveraͤndert bleibe, 
daß aber darin einc andere gerade Linie CT, Fig. 140, zur 
Axre angenommen werde. Da num die vorigen Eoordinaten 
bey der Are AP folgende waren, APax, PM=y, QMau2, ° 
fo bleibt für die.neue Are CQ die Coordinate QM = z dies 
felbe, die beyden übrigen aber werden cTzt um 
ra za u, wenn Man QT auf. die neue pe CT fenfrecht 
gezogen hat. Um daher die Gleichung zwiſchen diefen 
neuen Eoordinaten t, u und = zu finden, ziehe man CR 
‘ Der vorigen Are AP parallet, und aus C-auf fie CB fenfs 
ven, und ſetze Abu a, BC == b, und. den. Binfel 


RCTMC. Endlich ziehe man TR auf CR, und aus 7 
uf PQdie TS ſentrecht. 


36 Anbang. Viertes Eoritel,.. 


\ 
W 89. Ä 
Iſt dieſes geſchehen, fo iſt in dem Dreyeck TCR 
TR t. ſin. & und CR = t.cof. 
in dem Dreyecke QTS aber, deflen Winkel bey Q ebens 


tik. ‘ 


TSAV ſin.C und 08 — u.coh2 
Heraus findet man - 


ARSESERLTS- Anmnsohd tue ga 


und 
QP = yaos-ıR— BO mu. cof, thin. g—b 
‚Bringt man daher diefe Werthe für x und y in die fär die 
Flaͤche gegebene Gleichung, ſo hekommt man eine andere 
Gleichung zwiſchen den neuen Coordinaten t, uundz, welche 
ebenfallg die Natur der gegebenen Fläche ausdruckt. Dieſe 


neue Gleichung hat einen viel weitern Umfang, da in ihr 


drey neue willkuͤhrliche beſtoͤndige Groͤßen a, b, und der 
Winkel befindlich ſind, die in der vorigen Gleichung nicht 
anzutreffen waren. Auch iſt ſie die allgemeinſte Gleichung, 
wenn die Ebene, worin x und y liegen, beybehalten wird. 
| $. „m 

& ändere ſich nunmehr auch. die Ebene, in welcher x 
und y angenommen worden, und zwar zuvoͤrderſt fo, daß 
die Durchſchnittslinie der neuen ‚Ebene Mit der vorigen 
APQ, Sig, 141, in die gerade finie AP falle, die zugleich 


abs. die Age der neuen Koordinaten angefehen werden fol, 


Esſey alfo-A PT. dieſe neue Ebene, deren Neigungswins 
Bet gegen die pprige der Winfel QPT ift, den wir =« 
leden wollen, und aus Mnad PT ſenkrecht MT gezogen, 

j welche 


-}+ . z N “ -.— u i .n Du 
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awelche auch auf der neuen Ebene fenfrecht ſeyn wird, und J 
die Stehle der dritten Coordinate vertreten kann. Man 
ſetze alſo AA= x, PT=w. md TM=v, ſo iſt, wenn 
wenn man T Rauf PQ und. Ts auf QM fenfrecht 92303 “ 


- gen hat, _ ‘ 


⸗ 


| Vringt man dieſe Werthe für y und x in die gegebene Se - 


TR= = ufas; PRzucfhu FS sv.ün.; 
J AMS v.cohn F 
nn und folglich 
Po=y=u, co. a — v. fin. a; und 
QaM=ı=vr.chr—ufen on N 


bung, fo erhält man eine zwiſchen den drey neuen Coordi⸗ J 
naten x, u, und v, welche die Natur. eben der dlache 


F _ 


auedruckt. BE . W J 


| Fe 
Es kalle nun der Scnitt der neuen ſchneidenden ebene 
und dee Ebene APQ in irgend. eine. Linie CT, und“ fen 
der Neigungswinkel dieſer Ebenen, und CT die Are in Dies 
fer Ebene. Man fuche zuvorderft eine Gleichung zwiſchen 
den Eoordindten in der Ebeng APQ- auf ıdie Are CT beʒo- 
gen, welche man aus der vorhergehenden auf die Ark fins on “ 


» den wird, daß bep . 


AB a; BCub; TR &ctep TQ= 4 
. und QOM=r . 
5 x p. coſ. q. ſm. — m. re 
. ya pl uam 


| if, Es wird aber aus dem vorhergehenden $, wenn man 


die neuen Coordinaten t, wund.v nennt 


p= = t; 'gan,cohr — x. ſin. N5 und X = weohnt n.fin.n. . 
| und folglich 


15 u u u 


. 
4 


— 
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x&voLT Füfn C. cot. · — v. ſm. &. Gn. — 
meld + u.ooL?. .cof.n — v. col. ſin. — 
und 

a. u.G +71 v. coſ. —J— 


FE Zr v0 09% 

Nun nehme man In der neuen Ebene, In welcher die 
Eoordinaten t und u liegen, itgend eine andere Linie zur 
Are an, um Die allgemeinfte Gleichung für die gegebene 
Flaͤche zu befommen. Es feyen zu dem Ende AP, PQ, QM, 
"Fig. 140; die Coordinaten t, u und v, welche wir fo eben 
"gefunden haben, fo daß AP der; Durchſchnitt: der ermähns 
ten Ebene ‘mit derienigen’fey , In welcher man fi die. 
Hauptcoordinaten x und y denft. Es fey CT die neue Axe, 
auf welche die neuen allgemeinften Eoosdinaten, weiche wir 
fuchen, bezogen werden/ wdcT=p TQ=g un 


! 


‚’eM=r -Außerdem find die Linien AB und BC beftäns 


dige Linien, der Winkel CTR aber ſey = 9, Dies vor⸗ 
eusgeſetzt fo iſt nach 5 89. | 

= ‚p- coſ.S * q. ſin.ꝰ — AR 

uU—p. ſin.2 q. coſ.ꝰ — Be 

und 
127. 
Bringt m man in diefe Werthe in die Auedruͤcke des vorherte 
henden $, fo findet man - , 
z= 'plcalß. c0£ 3 — in-&eoknbn.tg,lcokfün. ar 
Sin.g.cof. n.cof,Y) — r.fin. . fin, .Tf 
y == — pllin . coſ coſ. 2.cof. n. ſin 3) —q. (fin, C ſin.ↄ m 
eof.g.col.n coſ. - 1. coſ. . ſin: * 4 
On | und —— 

wu- p.fin,n.fin.Ytg.fm, x.cof. STtr.ofhn. fh 


!. 


ae - — 
or v i \ J 


u 
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wo c, g und h befländige, und aus ‚den in die Behr | u 
eingeführten enifanbene &inien find, | | 


4. 93. 

Es enthäft alſo die allgemeinſte Gleichung. für jede 
Flaͤche ſechs beſtaͤndige willkuͤhrliche Größen, die man ans 
nehmen fann wie man will, ohne dog deswegen durch die 
Gleichung eine andere Fläche ausgedruckt werde. So ein⸗ 
fach aber eine Gleichung zwiſchen den Coordinaten x, y und ' 

2 für eine Kläche feyn inag, fo wied fle, wenn men daraus 


die allgemeinſte Gleichung zwiſchen p, q und r macht, mes 


gen der großen Menge der befländigen willkuͤhrlichen Groͤ⸗ 
Gen nothwendig fehr verwickelt, ingbefondere, wenn höhere 
Poteftäten von x, y und z horfommen. Es find daher die , 
Faͤlle felten, wo es. rathſam waͤre, zu der allgemeinſten 


BGleicheng aufzuſteigen. Denn wenn man gleich daraus 


den Vortheil ziehen koͤnnte, daß man durch eine geſchickte 
Beſtimmung der beſtaͤndigen Groͤße die Gleichung auf die 
einfachſte Form zuruͤckfuͤhrte, ſo wird doch dieſe Arbeit 
wegen der Weitlaͤuftigkeit des Ealculd mieiftens fehr br _, 
ſchwerlich. Zur Erforſchung mehrerer merkwuͤrdigen &s 
genfchaften aber leiftet die Verwandlung der leichung in 

die allgemeinfe alferdings Ruten. 


- wen 
ur 


$ 94 
&o vertoicelt indeß die allgemeinfte. Gleichung meiſtens 
iſt, ſo iſt doch die Anzahl der Dimenſionen der Coordina⸗ 
‚ten in derſelben der. Anzahl der Dimenſionen der erſten 
Eoordinaten x, y und = gleich. Die Gleichung für die 
Kugel z. B.XXFYyYFAES a 2a iſt eine Gleichung von 

J amp Dimenfionen, und die allgemeinfte Gleichung enthält , 
n Wenleue nit mehr Dimenſionen der Coerdinoten p, 

und 


> 


* 
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und r.. Aus dieſem Gruude giebt die Anzahl der Dimen⸗ 
fionen, welche die Coordinaten in einer Gleichung für eine 
Flaͤche haben, ein weſentliches Kennzeichen der Natur die⸗ 
ſer Flaͤche, weil dieſe Anzahl immer dieſelbe bleibt, man 
mag die kage der Coordinaten verändern, wie man will. 
Es findet ſich bier.nemlich bey den FZlaͤchen eine aͤhnliche 


Beſchaffenheit wie bey den Curven, wornach wir dieſelben 
in Ordnungen getheilt haben; und es laſſen ſi ch daher die 


Flaͤchen eberfalls nach den Dimenſi ionen ihrer Coordinaten 


in Ordnungen theilen, Eine Flaͤche der erſten Ordnung iſt 
demnach die, deren Gleichung nur eine, eine Flaͤche der 
zweyten Ordnung die, deren Gleichung zwey Dimenſionen 


| ‚mhalten u. Pa Fe er 


8 gen: 
Wenn man dieſes mit dem vergleicht, was von der Er⸗ 
findung der ebenen Schnitte jeder Fläche gelehret worden 


| iſt, fo nimmt-man wahr, daß die Ordnung diefer Schnitte 


allemal mit der Ordnung der Fläche uͤbereinſtimmt. Es 
ey nemlich eine Gleichung für irgend; eine Flaͤche zwiſchen 
den Cosrdinaten x, y und 2 gegebfn, die zur nten Deds 


mung gehöre, und die fenfrechten Coordinaten eines jeden 


Schnitte feyen t und u. Nun haben wir oben, $ 85, ges 
fehen, daß man die Gleichung zwiſchen t und u findet, wenn ' 


man in der gegebenen Gleichung für die Fläche 


=fr}r t.col. Yu. fin. 3. coſ. P 
r ı=:. fin. s tu. cof. H.coh 
. ‘ und a 


z = u.fm. @ 


| et, und es ift daher offenbar, daß die Gleichung fie den 


Schritt nicht mehr Dimenfienen hefommen kann, ale die 


-@leihung zwiſchen x, y-und z haf, fondern daf allemal 
en fo Rick Dimenſionen wieder, entſtehen werben. J 


$ 96. 
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Es kann alſo die Flaͤche der erſten Oednung von einer 
Ebene nicht anders als in einer Linie der erſten Drbmung, 
oder in einer geraden Linie geſchnitten werdjn. Kerne 
giebt die Dursbfehneidung einer Zläche der jweyten Ord⸗ 
nung feine andere Sinien als Linien der zweyten Ordnung 
oder Kegelſchnitre, denn es gehoͤren auch die coniſchen Flaͤ⸗ 
gen zu der zweyten Drdnang, indem ihre Sleichung 


22 m exx fAyy a 4 
ik. Auf ähnliche Art entſtehen aus der Dungfemeidung 


einer Flaͤche der ‚dritten Ordnung durch Ebenen. Linien der ' 
. dritten Ordnung, ꝛc. Es kann indeß gefchehen, daß ‚eine 


Sieichung für-einen Schmitz Diviforen zuläßt, und, in die 


ſenm Falle ift-det Schnitt aus zwey aber mehrern Linien von 


ben niedrigern Ordnungen zufommengefegt. ‚So beſteht der 
durch den Scheitel gehende Schnitt des Kegele aus zwey 
geraden Linien, Die gber zuſammengenommen als zu der 
mweyten —— gehdeis ſi ch datſtelen. J mm 


3 usa e J ng 


F u oe any 
Na dieſer Beſtimmung der Ordnungen der⸗ Faden - 
wollen wir vor alten übrigen die Faͤchen betrachten, welche 
zu ber erſten Ordnung gehören Die ring; welche 
die Natur derſelben ausdruckt, iſt | i 
uhren ee Er 
und da alle ebene Schnitte derfelben gerade einien- nd, f 
fällt in die Augen, da diefe Fläche Feine andere als eine- 


| | Köene feyn kannd Verki follte ſie erhaben sderheßkiem, fo 


Müßte fie auch krummtinige Sthnitte haben. Nun gieht 
es zwar unter den übrigen Orbnungen werlalia glaͤben 
Dip wwelchen get Same deꝛade —* ſind, wia . M 

ve. 


f 


! 


[ Sn 


! 
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‚bey den Eplinder dem Kegel und andern dergleichen ftatt 


finden, aber es find doch daben die krummlinigen Schnitte 
nicht ganz ausgefchloffen. Es verhält fich nemlich hier auf 
eine ähnliche Art, wie bey den Linien. So mie,eine Linie, 
die von einet geraden Linie nie in mehr al in einem Punkte 


| gefchnitten werden Fann, nothwendig eine gerade Linie if, 


fo iſt auch die Flaͤche, welche, von einer Ebene gefchnitten, 
jedesmal. eine gerade Linie giebt, notgmendige Weiſe auch 
felbſt eine Edene. J 


98. 


Aus der en allgemneinten Gleichung laͤßt ſich dieſe Beſchaf⸗ 


fenheit aufs klaͤrſte darthun. Man mache nemlich aus der 


Sieichung ux T£yt yz ra die allgemeinſte Gleichung 
zwiſchen den Coordinaten p, q und r nach dem gafteng. 
Da darin fechs neue willführliche beftändige Größen vors . 


kommen; ſo if es allemal möglich und erlaubt, dieſelben fo 


zu’beftimmen, daß die Eoefficienten der beyden Coordina⸗ 


ten p und g verſchwinden, amd alfo eine Gleichung von dee 


. 6 299. 


6 


Form r uͤbrig bleibe, welche die Natur eben der Fläche 


ausdruckt. Es zeigt aber diefe Gleichung an, daß die ges 


gedene Flaͤche der Ebene, in welcher die beyden Coordina⸗ 

sen-pund,g find, parallel, und alfo felbft eine Ebene iſt. 

Man.fann es auch fo einrichten, daß x == o wird, und 

auf diefe Art fällt e8 in die Augen, daß die, Ebene, wie | 

p und q angenommen worden, ſelbſt die gehe Ebene if. 
l 


.— 


. alte onsgentaxht ift, daß die durch die Being 
ax:t ey}. yıraa ausgedructe Kläche eine Ebene iſt, fa 


.. müßten. wie Die Lage derſelben gegen die. Ebene, worin die 


Goovdingten x und y.angensmuhen werben, unterſuchen. 


\ “ / s 


Bon bed Vertsedhfehufig der Eonrhinsten. 43 
Es fen alfo Fig. 142, M irgend ein Punkt diefer Fläche, 
und die drey Coordinaten APc=x, PO=ymd QM=z, 
‚Man fege zuvoͤrderſt 20, ſo bekommt man die Gleis 
chung ax + Ay == a, melde den Schnitt der gefuchten 
Flaͤche und der Ebene APQ ausdrudt, und: es iſt klar, 
daß derfelbe eine gerade Linie BCR iſt, deren kage in Ruͤck⸗ 
ſicht auf die Agefo beſchaffen ſeyn wird, daß die auf der 


re AP in der Ebene ſenkrechte Linie AB = zu und 
ac == = und folglih | 


und —* AB: * 


⸗ 


=; 26 Acßæ —— 
gi, n.ACd= = Far) 


IT 
Nun perlängere man die QP' bis fie der geraden Einte so 
in R begegne, ko ift wegen cr mx a 
zy(a2} 2) _ ae * a42) 


CR — ⸗, und 
77 7 ⸗ 
J 8 
x a 
P m — — 
25777 
g. AOD, 


Man fälle aus Q auf BC die ſenkrechte einie QS herab, 
und siehe MS, ſo mißt der Winkel MSQ die Neigung der 
gegebenen Flaͤche gegen die Ehene APQ. Da alſo PR == 


iR, fo ift 





az —22 


eine * 


un? da de Winfe RQS den Winfel AGB gleich ift, fo wird 
'@$ 


— RT - ee > 


544. Arntzang. Biertes Enpitch ’:- 
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28A5 
und folglich 


-V(u +} B2) 


4‘ 





und col. QSM == 
FE ER — 
REITER 


ee neigt ſi — ao die gefuchte Fläche gegen die Ebene, in. 
welcher x und y fi nd, unter einen Winkel, deffen tang. = 


Zlein iſt, und auf aͤhnliche Art AR eben diefe 


Zlaͤche gegen die Ebene der Coordinaten x und z unter einen 


Winkel, defien Tangente _ isn und gegen 


| bie ‚Ebene der Gonrdinaten 7 und z unter einen Wine, 


— 122 a 


defen Tangente = == iR send, 





oo. . . 
—F * * we. 


J S 


Sk m 


— N XR 
PH DIR IST: 7 = 
Fe Se u 


=“ 
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Fuͤnftes Capitel. 
Bon den Flaͤchen der zwehten Ordnung. 


$. ıot.. 


Da wir affo die Ordnungen der Slächen nach der Zahl 
der Dimenfionen feRgefegt haben, welche den höchften Pos 
teftäten der drey Koordinaten x, y und z in der Gleichung 


zukommen: fo ift es, wenn eine algebraifche Gleichung für . 
eine Fläche gegeben wird, leicht, fogleich die Drdnung an⸗ 


augeben, zu welcher dieſe Fläche gehört. Da nun alle Flaͤ⸗ 
chen der erften Dednung Ebenen find, fo wollen wie in dem 
gegenwärtigen Capitel die Flächen der zimenten Drdnung 
betrachten. Bey denfelben findet eine weit größere Verſchie⸗ 
denheit ſtatt, als bey den Linien des zweyten Grades, 


wodvon ſich jeder bey einiger Aufmerkſamkeit von ſelbſt 


uͤberzeugen kann. Ich werde ſuchen, die verſchiedenen Ge⸗ 
ſchlechter dieſer Ordnung deutlich vorzuſtellen; was aber die | 
Slöchen der höheren Ordnungen betrifft, fo ift Die Menge der 
Geſchlechter und Arten bey denfelben fo groß, daß wir uns 
der Auseinanderfegung derſelben gänzlich enthalten müffen, | 


| .. $. 102. | 
Da die Natur der Flaͤchen der zweyten Ordnung durch 


eine Gleichung ausgedruckt wird, in welcher die veraͤnder⸗ 
lichen Größen x, y und z zu zwey Dimenſionen aufſteigen, ſo 


‚gehören der Eylinder und Kegel, die-geraden ſowohl als die 


Eulers Einl.in d. Anal.d, Unendl. ILS, Mm ſchie⸗ 


N 


— — — — 
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ſchiefen, deren Eigenſchaften wir ſchon beſchrieben haben, 
zu dieſer Ordnuns. Alle Flaͤchen aber, welche dieſelbe un⸗ 
ter ſich begreift, ſind in folgender allgemeinen Gleichung 


enthalten: 


wa Ay2 Yyxz th dyy tery xx 42 } syY 
x te. 0 - 

Denn nah mag die drey Coordinaten annehmen, wie man 
will, ſo iſt die Gleichung allemal in dieſer enthalten. Die 
verſchiedenen Arten der Flaͤchen werden alſo von den ver⸗ 
ſchiedenen Verhaͤltniſſen abhangen, welches die Coefficien⸗ 
ten gegen einander haben, die, obgleich eben dieſelbe Fläche 
durch unzählige Gleichungen ausgedruckt wird, dennoch 
eine unendliche Menge von verfchiedenen Flaͤchen erzeugen. 


r | 8. 103. | u “ 
So wie wie bey den Eurven die Haupteintheilung daher 
genommen haben, ob diefelben ſich ohne Ende fort erſtreck⸗ 
ten, oder in einem endlichen Raume enthalten waren: fo 
laſſen fi auch alle Flaͤchen, fie mögen zu einer Ordnung 


u gehören; zu mas für einer fie wollen, ebenfalls in zwey 


Claſſen eintheilen, davon die eine diejenigen Slächen ents 
haͤlt, welche ſich ohne Ende fort erſtrecken, die andere abet 
- Diejenigen, welche in einem endlichen Raume enthalten find, 
So gehören der Ehlinder und Kegel zu der erften, und die 
Kugel gu der zweyten Claſſe. Von der zwehten Claſſe abet 
giebt es keine Art, die zu einer ungeraden Ordnung ge⸗ 
hoͤrte. Denn da jede Flaͤche einer ungeraden Ordnung 
ebene Schnitte von eben der Ordnung hat, und die Eurgen 
der ungeraden Drönungen ſich ohne Ende fort erſtrecken, 
ſo muͤſſen fi) auch die ölächen diefer Ordnungen ohne Ende 
| ausbreiten 


5. 1% 


17 TE — 


Von den Süden se der zweyten Ordnuns· s47 


$. 104. 
& Öft ſich aber. eine Flache ohne Ende fort erſtrecken 


ſoll, fo muß zum wenigſten eine von den drey veranderlichen 


Größen x, 7 und z unendli groß werden. : Da es nun 
gleich viel it, welche dazu angenommen wird, fo wollen 


"wir feßon, daß 2 unendli wird, wenn die Släce öhne 
"Ende fortlänft. Bey der Unterſuchung diefes ohne Ende. 
ſich verbreitenden Theils nehmen wir alfo z= © an, und 

nun fommt ed vorzüglich auf die Betrachtung des erften. 


I Gliedes «zz an, oh daſſelbe in der Gleichung vorkommt 
oder nicht. Iſt alſo dieſes Glied da, ſo verſchwinden da⸗ 


gegen die Glieder 42 und =, und es ertfteht für Diefen ohne 


Ende fortlaufenden Heil die Gleichung ⸗ 
we t Byztyazflyyhırytäxttiytieo 
. in welcher ferner alle Glieder, die nicht unendlich groß, odes 


ſolches doch von einer niedrigern Stufe als Ast fi nd— ver⸗ | 


ſcwinden. u 
J ‚108, 
ir wollen annehmen, daß alle Gitedee, in welchen 
die veraͤndetlichen Größen zwey Dimenſionen haben, da 
ſeyen; denn wie auch die Flaͤche beſchaffen ſeyn mag, ſo 


enthält gleichwohl ihre allgemeinſte Gleichung allemal alle 


EG Glieder von den hoͤchſten Dimenſionen, und es thut daher 
u Diefe Annahme der Allgemeinheit unferer isgigen- Unters 
ſuchung feinen Eintrag. ‚Wenn aber die Glieder yz und x2 


da find, fo verſchwinden Dagegen die Slieder &y und ıx=, 


und es bleibt folgende Gleichung übrig : 
rt ayatyzahdyyteäyhianno 
y Pauns aus welcher fließt: 


| —— Y. Mer 4edyy T(28y+4«ı)zy } ea) 
ö———— 


Vma und 
7 2 “ 


ee 
‘ en: 
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und diefe Gleichung druckt die Natur des Zheils der Fiache 
u im Unendlichen aus. 


$. 106. 


‚Wenn alfo eine Fläche einen Theil im Unendfichen ‚hat, . 
fo ftimmt derfelbe mit dem Theile der Fläche im Unend- 
lisben überein, welcher durch folgende Sleicung ausge⸗ 
druckt wird: 
una } eya hoyxz Fiyytiaytiaxmo 

fo daß dieſe Flaͤche gleichfam die Afymptote j jener durch die 
allgemeine Gleichung ausgedruckten Fläche if, Da aber 
‚in diefer Gleichung die drey veränderlichen Größen allent: 
halden zwey Dimenfionen | haben, fo ift dieſe Sleichungleine 
Steigung für eine coniſche Zläche, weiche den Scheitel im 

Anfangspunfte der Eoordinaten hat, wo zugleich alle ver: 
ſchwinden; ; und es läßt fich daher, fo oft: ſich eine Kläche 

ohne Ende fort erſtreckt, allemal eine coniſche Fläche fins 

den, welche als ihre Aſymptote betrachtet werden kann. 

So wie wir daher die Schenkel der Eurven, die fich ohne 
“ Ende fort erftrecften, nach geradlinigen Aſymptoten einges 
theilt haben, fo fann man die Theile der Floͤchen welche 

ſich ohne Ende verhreiten, nach coniſchen Aſymptoten⸗ 

Flaͤchen von einander unterſcheideeee. 


I $, 107. 
So oft daher die conifche Afymptoten: Fläche reell if, fo 
oft erſtreckt ſich die Flaͤche ſelbſt ohne Ende fort, und zwar 
auf die Art, daß die Theile von beyden im Unendlichen zu⸗ 
ſammenfallen; und man kann daher aus dir’ Natusı der 
Aomptoten: Flaͤche die Natur deu gegebenen Fläche erfens 
nen. Wird aber die Aſymptoten ⸗ Fläche imaginär, fo hat 
die gegebene stäge feinen Lheil im Unendlichen, ſondern 
iſt 


\ — 
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iR ganz in einem endlichen Raume eingefchloffen. Um alfo | 


die Flaͤchen der zweyten Ordnung, die in einem endlichen 
Raume eingeſchloſſen ſind, zu erforſchen, darf man nur die 
Faͤlle aufſuchen, in welchen die Gleichung für die Afympto> 
- ten: Kläche imaginaͤr wird, und dieſes gefchiehet, wenn Die 


ganze Fläche in eirien Punkt verſchwindet. Denn wenn 


ſie irgend eine Ausdehnu: g oder irgend einen Punkt außer 
dem Scheitel haͤtte, ſo muͤßte ſie ſich auch ohne Ende fort 
ernrecken, weil wir oben gezeigt haben, daß die ganze ge⸗ 
rade Linie, welche durch den Scheitel und einen Punkt der 
Fläche gezogen wird, in der Kläche ſeldſt Liege, 


BEER ‘. 108. 
"Wenn alfo die conifche Afymptoten: Fläche, welche duch) 
die Sleichung “ 
ern tyı tree tdyyhpaytienmo | 
ausgedruckt wird, in einen Punkt uͤbergeht, ſo muͤſſen alle 


durch den Scheitel gehende Schnitte derſelben gleichfalls in 


dieſen Punkt verſchwinden. Es muß daher einmal, wenn 
man2o ſetzt, die Gleichung dyy Fexy + xx unmög⸗ 
lich ſeyn, wenn nidtx o, undy= o iſt, und dieſes 
geſchiehet, wenn 420 größer als ss iſt. Eben dieſes muß 
ferner geſchehen, wenn man entweder xxo oder y=olfegt, 
uud es wird alſo 44 größer als 88, und 42 groͤßer als 
‚vr. Wofern alſo in, einer Gleichung für eine Bde der 
zweyten Drdnung 

‚ 22 } ßyz p yxz }oyy * ůXVCCXX — 

‚ıxpemmo.. 

nicht 48? geößer als ss; 442 "größer ale 44; 4«{ aröfiee 
als xy if, fo hat die Zläche allemal Theile, die fich ohne 
ı Ende fort verbreiten, BE 


— 


Mm ð109. 
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g. 100. 
Es reichen aber dieſe drey Bedingungen noch nicht hin, 


um eine Kläche in einen endlichen Raum einzuſchließen, 


fondern es wird noch außerdem erfordert, daß der aus der 
Gleichung für die Aſymptote hergsleitete Werth von 2 imas 
ginär werde. Dies geſchieht, wenn der Ausdruck u 
BR—4dyytr2l@y— 2uı)syt(lrr —ged)rx 
beftändig einen negativen Werth befommt, wenn für jede 
der veränderlichen Größen x und y irgend ein Werth außer 
© gefegt wird. Da 44 — 4ud, und 1x — 42 negative 


Groͤßen find, fo findet dieſes flatt, wenn (#2 T.202)2 


Bleiner ald (BB — u?) (yy — 4uL), oder wenn 442 + 
872 + Lp2 Peiner als ayı F4aRL if, vorausgeſetzt, 
daß « einen poſitiven Werth babe, weil wir die Gleichung 


durch « dividiet haben. Hat aber «einen pofitiven Werth, 


fo find, weil 440 größer ald vr, und 4a 8 größer als 84, 

und 492 größer als suift, dig Eoefficienten 2 ımd <'pofitie, 
. ae c. 

Es wird alfo eine Flaͤche der zweyten Ordnung In einem 

endlichen Raume eingefchloffen ſeyn, wenn bey ihrer Gleis 


. u chung folgende vier Bedingungen ftatt finden, daß nemlich 


4= 8 groͤher ald xx; 4ut-größer als 44; 492 groͤßer als «ı 
und. 
- * + 3%2 7 As⸗ Meiner als 67. * zu)? 


- if. Hiernach beſtimmen wir das erſte Geſchlecht der Kiäs 
chen der zweyten Ordnung auf die Art, daß wir dan alle 


Flaͤchen rechnen, die ſtch nicht. ohne Ende fort verbreiten, 

fondern in einem endlichen Raume enthalten find. Zu dies 

fem Geſchlechte gehört daher die Augel, deren Gleichung 
aatyytıztaa 


l 


a 


\ 


. 
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if. Denn da bir « = 15 =; ger so; 
yz=0; 0 iſt; fo gefeieht dadurch allen vier 98” 
fundenen Bedingungen ein Genüge, Allgemeiner aber 
Fann-man hieher die Gleichung u 

| azatäyyt Gxx Es a8 
rechnen, welche, wenn ⸗, d und £ poſitive Groͤßen ſind, 
allemal einer begrenjten. Flaͤche zugehoͤrt, wofern nicht ein 
oder zwey Seefieienten verfainden, 


\ 


. HER. 


Sat man ſich von der Richtigkeit dieſer vier Bedingun⸗ 
gen, wodurch eine Flaͤche zu einer begrenzten wird, uͤber⸗ 
zeugt, fo iſt es, wenn eine Gleichung fuͤr eine Flaͤche gege⸗ 
ben iſt, leicht zu beſtimmen, ob dieſe glaͤche ohne Ende ſich 
erſtreckende Theile haben werde oder nicht. Fehlt nemlich 
eine von dieſen Bedingungen, fo hat fie gewiß dergleichen. 
An diefem Kalle werden aber einige Unterabtheifungen 
nothtbendig, um die ohne Ende firh erſtreckenden Theile 
von einander zu unterfeiden. Die erfte Unterabtheilung 
wird alfo feyn, wenn 7 

412 + 3,2 + oe größer als ays 40 
iſt, in welchem Falle die Flaͤche ſich ohne Ende fort ver⸗ 
breiten, und eine coniſche Flaͤche zur Aſymptote haben wird, 
"wie bereits gezeigt worden iſt. Dieſer Fall ſteht dem vor⸗ 


hergehenden gerade entgegen, in welchem die Floͤche ix 


einem endlichen Raume enthalten war. 
| f. 1% 

"Außerdem abev. giebt es gewiſſe Zwiſchenfoaͤlle, wo bie. 
Bäche, ob ſie ſich gleich ohne Ende verbreitet, zwiſchen jenen 
auf ähnliche Art enthalten if, wie die Parabel zwifchen dee 
Ellipſe und Hyperbel. Diefer Fall entfkeht, wenn 

Nm « 4 
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“2 + 3y2 H ee2 = ν h 4ulf 
und alfo ‚ 
.e=-— By — 1x7 yV(BR — 4d)tRVar— 4«?) 
if. Es hat alfo die Sleichung, für die Afymptote 
azz FAyz tF rız r ey Fıxy Föxxm=o, | 
zwey einfache Faktoren, die entweder reell, oder imaginaͤr, 
oder einander gleich ſeyn werden. Dieſe dreyfache Ver⸗ 
ſchiedenheit giebt drey Geſchlechter der Slächen, die ſich 
ohne Ende verbreiten, und fo haben wir überhaupt fünf 
Geſchlechter der Flächen der zteyten Ordnung erhalten, . 
welche wir nun genauer unterfuchen wollen, 
5 


6. 113. 

Da die allgemeine Gleichung durch die Veränderung 
der drey Aren, welchen die Coordinaten parallel find, auf 
eine einfachere Korm gebrasht wird, fo wollen wir ung dies 
fer Reduftion auf die Art bedienen, daß wir die Gleichung 
auf eine einfachere Korm bringen, ohne ihren Umfang eins 
zufchränfen. Da alfo die allgemeine Gleichung für die 
Flächen der zwepten Ordnung folgende ift: 


nt syn x Iyy h uy r dax ⁊ F5y FPNFASO- 


ſo wollen wir eine Gleichung zwiſchen. drey andern Coordi⸗ 
naten p, q und r ſuchen, welche ſich in eben dem Punkte 
ſchneiden, in welchen die drey vorigen es thaten. Zu die⸗ 
fer Abſicht ſetze man aus $ 92. 
x= 'p(cofk.cof.m — fin.k.fin. m.cof.n) Fglcofk.fin.mif 
fin. k.cof. m.cof. n) — r. ſin. k. ſin. - „ 
. y=—p.(cof.k.cof.mip ooſ. k. ſin. m. coſ. n)— alfin.k.fin.m— 

coſ. k. coſ. m. coſ. n) — r.cof k. ſin. n 

und 

sz—plünm.finn Fg.cofh m. ſin. n r. coſ. n 


wo⸗ 
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: wodurch man die Gleichung erhält . 
App tBqgtCrr FDpg tEprf Far opt. 
HgflirkKm=o. 


§. 114. 


Run lafen ſich die willkuͤhrlichen Groͤßen x, m und = 


fo beftimmen, daf die drey EoefficientenD, C und F ver⸗ 
fehwinden. Denn obgleich Die Rechnung zu weitlaͤuftig ift, 
. als! daß diefe Beftimmung jener Winkel hier wirklic ges 
zeigt werden konnte, ſo muß doch der, der daran zweifeln 
wollte, daß die Elimination jener Soefficienten allemal zu. 
„reellen Werthen der Winfel führe, zugeben, dab menige 
ftens zwey Eoefficienten D und C Null gleich gemacht wers 
‚ den fönnen. Iſt aber diefes geſchehen, fo kann Die Lage 
der dritten Age, welcher die Ordinaten r parallel find, in 
der der Ordinate p paralleten Ebene leicht fo verändert, . 
werden, daß auch ber Eoefficent F verſchwindet. Denn 
man ſetze 


ꝗ t. ſin. i u. coſ. i/ und t. coſ.i — u. fin. i 


ſo daß ſtatt, des Gliedes gr das neue Glied tu eingefuͤhrt 
werde: ſo Fann defien Coefficient vermöge des Winfels i 
gleich Null gemacht werden. Auf diefe Art erhält die all⸗ 


gemeine Gleichung für die Flaͤchen der zweyten Ordnung 
folgende Form: 


App tsggtcrtoptägtir;k- 


§. 115 
Ferner laſſen ſich die Coordinaten durch beſtaͤndige 
Größen fo vermehren oder vermindern, daß die Eoefficienten 
G,.H und I verſchwinden, und zwar wird dazu bloß die Vers 
änderung des Sinfangepunfres aller Coordinaten erfordert. 
Mmgs. Auf 


554 Anhang. Viertes Capiteli - 
Auf diefe Art laſſen ſich alle Flaͤchen der zweyten wOrdnung 

in folgende Gleichung zuſammenfaſſen: 
Appr Baꝗq CrITXS 0o 
woraus erhellet, daß jede der drey durch den Anfangspnnft 
der Coordinaten gelegten Hauptebenen die Flaͤche in zwey 
gleiche und ähnliche Theile theilt. Es hat daher jede - 
Flaͤche der zweyten Ordnung nicht nur eine, fondern ſelbſt 
drey Diametral: Ebenen. welche ſich in demfelben Punkte 
durchfreugen, fo daß daher auch diefer Punkt ein Mittel- 
punkt der Fläche wird, ob er gleich in einigen Fällen uns 
endlich meit entfernt it. Man legt nemlich der Fläche auf 
. ähnliche Art einen Mittelpunft bey, als man ſolches bey 
den Kegelſchnitten thut, ob derſelbe gleich vn der parabel 
‚unendlich weit entfernt iſt 


116. . 


Hat man affo die allgemeine Gleichung für die Flaͤchen 
der zweyten Ordnung auf die einfachſte Form gebracht, fa 
bietet die Gleichung | | . 
5 App fBag}f Cr aa 
das erſte Gefchlecht diefer Flächen dar, wenn alle drey 
Cooefficienten A, B und C poſitiv find und die Flaͤchen, welche 
zu dieſem Geſchlechte gehören, find. daher nicht nur ganz 
in einem endlichen Raume enthalten , "fondern fie haben 
auch ‚insgefammt einen Mittelpunft, in welchem fich die 
drey Diametrat-Cbnen unter rechten Winfeln fchneiden. 
88 feoy, Fig. 143, c der Mittelpunkt diefer Figur, und 
CA, CB, CD die auf einander ſenkrechten Hauptaren, 
welchen die Coordinaten p, g und.» parallel find: fo find 
die drey Diametral- denen ABab, ADa und BDb und . 
durch diefelben wird diefer Körper in je zwey gleiche und 
aͤhnliche Theile getheilt. | 
i $. II 


⸗ 
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* 
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$ 21. — J 
| Man feße r = 0; fo drudt die Gleichung App + Bea” 
— aa die Natur des Hauptfchnitte8 ABab aus, der alfo 


u eine Ellipſe ſeyn wird, weiche den Mittelpunft inc, un 
, die Haldaren CA ==, und CB = ba 


YA 7 B 
Vat. Setzt man g o, fo gehoͤrt die Sleichung App F 
Crr=aa dem Hauptfcnitte ADa ju, der afo ebenfalls 
eine Eltipfe iſt, welche den Minelpuntt ine dat und deren 
Halbaren cA=Caı= FR und CD = 75 = find, Setzt 
man endlich p = o, fo defommt man ie den dritten 
Bauptfhnitt.BDb. die Gleichung Bqg + Err== aa, der 
daher auch. eine Ellipfe iſt, deren Mutelpunte inc ion 


und deren Halbaren CB = Ch * — und oD= 


7 B * 
ſind. Kennt man aber Biete drey Deuprgnit, oder vi ihre 
a 
Dauptaxen eA= vr‘ CB = 75 weD= Fe 


fo ift dadurch auch die Natur diefes Körpers befAnnt. Da 
die drey Hauptfchnitte dieſes erften Geſchlechts der Flaͤchen 
der: zweyten Ordnung Ellipſen find, fa kann man dieſe 
Flaͤchen Cuixroiden nennen. 


. 5. uus. 
Zu dieſem Geſchlechte gehören drey Arten, die nor an 
dern zu merken find. Die erfte ift, wenn alle drey Haupt⸗ 
. agen CA, CB und CD einander gleich find. In dieſem 
- Kalle gehen die gedachten Hauptſchnitte in Kreiſe, und det 
Koͤrper in eine Kugel über, deren Gleichung, wie wir oben 
geſehen haben, pp F gg F rr = aa if, Die jmente 
Urt begreift die Foͤlle unter N id, wo zwey Honptagen eins 
ander 


/ 


ı“ 
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ander gleich find. Es ſey nemlich CD = CB, oder © = B, 
‚fo wird der Schnitt BDb ein Kreis, und aus der Gleis 
bung App B(qq + rr) = aa erhellet, daß alle dieſen 
parallele Schnitte ebenfalls Kreife ſeyn werden. Es wird 
baher diefer Körper ein laͤngliches Sphäroid, wenn AC 
. größer. als BC, und ein zuſammengedrucktes, wenn Ac 
Peiner ald BC. Die dritte Art begreift endlich Die Körper 
unter fi, mo die drey Coefficlenten A, B und C ungleich 


ſind, und dieſe behalten den algemeinen Namen der Ellis 


ptoiden. | 
| ur 

J 5. 119. 

Die folgenden Geſchlechter der Flaͤchen der zweyten 

‚Ordnung find in diefer Gleichung enthalten: 

| App FBagtlirmaa, 

und zwar zuvoͤrderſt, wenn von den Eoefficienten A, Bund 

€ gar feiner fehlt, und entweder einer oder zwey negativ 

find. Es fen bloß der eine von ihnen negativ, wobey wir 

ſo gende Gleichung | 
N. ApptBgg— Cr = aa 

| vbetrachten wollen, bey welcher wir annehmen, daß A, B 

aund C’pofitive Größen bedeuten. Was den Mittelpunkt 

dieſes Körpers, und feine Diameiral: &benen betrift, fo 


2 verhält es ſich Damit eben fo wie vorhin. Es erhellet alſo, 


daß der erſte Hauptſchnitt dieſes Körpers A Bab, dig. 144, 


er Ellipſe iſt, deren Halbaren Ac * ‚udBCc= 


75 find. Die beyden uͤbrigen Haupiſchnitte Aꝗ und BS 
| —* ſind Spperbehn, weiße den Mittelpunft in-C, und die. 
halbe zugehoͤrige Are = FG ; Babe. 

$. 120, 
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$. 120. , 


Es ſtellt alfo diefe Flaͤche einen Teichter vor, der oben | 
und unten: nach Hyperbeln abweicht, und es hat daher dies 
felbe einen Kegel zur Afymptote, welcher. durch die Glei⸗ 
hung App Bug — Crr=o ausgedtuckt wird, den 


Scheitel in dem Mittelpunfte C hat, und deffen Seiten die 


Afomptoten der Hpperbein find. Es fteht aper diefer ı 
N Afpmptoten s Kegel zwifchen der Zläche, und ift ein gera⸗ 
der, wenn A == B, und ein ſchiefer, wenn A nicht = B 


iſt. Die Are deſſelben iſt die gerade auf der Ebene ABa 


ſenkrechte einie CD. Uebrigens find alle der Axe CD ſenk⸗ 
rechte Schnitte Ellipſen, welche der Ellipſe ABab ähnlich 
find; fo wie hingegen die, welche auf der Ebene ABah 
ſenkrecht find, Hpperbein; daher man auch diefe Flächen 
elliptiſch⸗hyperboliſche nennen kann, welche ihren Aſympto⸗ 
ten = Kegel umgeben. Dieſe glaͤchen machen alſo unſer 
zweyiet Geſchlecht aus. | 


i . 


$. 121. 


Dep diefem Gefechte Eönnen wieder drey Arten von 
“ einander unterfchieden werden. Die erfte if diejenige, 
welche entfieht, mwenn.a = oft, in welchem Falle die El⸗ 
lipfe ABab in einen Punkt verſchwindet, die Hyperbeln in 
gerade Linien übergeben, und die Kläche felbft ganz mit 
ihrer Aſymptote zuſammenfaͤllt. Es faßt daher dieſe erſte 
Art alle gerade ſowohl als ſchiefe Kegel unter ſfich, worauf 
man eine neue Abtheilung gruͤnden koͤnnte. Die zweyte 
Art ergiebt fih, wehn AB wird,: in welchem Falle 


‚ die Eflipfe ABab in einen Kreis Äbergeht, und die Kläche 


ſelbſt eine vunde oder gedrehete Zläche wird. Es entficht 
nemlich dieſe ee, wenn ſich eine Hpperbet um ihre zuge⸗ 
| | borige 


N 


⸗ 
x 
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hoͤrige Are dreht. Die dritte Art tommt mit dem & 
folgte felbft überein, | 


$. 122. 


Das dritte Geſchlecht wollen wir auf die Art beftimmen, 
baß dabey zwey Coefficienten der Glieder pp, yq und rr ' 
negativ werden, und es ift daher die Bleigung für Diefes 
Geſchlecht 
| App — Byqg — Crr = aa | 4 
Setzt man alſo r==o, fo iſt erſte der Hauptfchnitt EAFeat, 
 Big.ra5, eine doperhe, reide den Mittelpunkt in C bat, 


und deren Halbaten — — und 75 Ʒ find. Der andere Haupt: 


ſchnitt, welchen man si, wenn man y= 0 fegt, ik 
gleichfalls eine Hyperbel AQ, ay, welche eben, diefelbe 
halbe Smwergafe hat, beten zugehörige Halbare aber 


- * iſt. Der dritte Hauptſchnitt wird imaginde. End⸗ 


lich liegt dieſe ganze Flaͤche zwiſchen der coniſchen Aſympto⸗ 
ten⸗Flaͤche, und man kann fie daher die byperbolifch:: bys 
perbolifche nenneu, welche in einen Afpmptoten: Regel bes 
ſchrieben il. Wenn BC wird, fo iſt die Fläche rund, 
denn fie entfieht alsdenn durch Umdrehung einer Hyperbel 
um ihre Zwergage, waraus man eine befondere Art machen 
Fönnte. Wenn aber ao gefebt wird, fo ergicbt fich eine 
coniſche Fläche, welche wir bereits als eine Yet des vorbers 
gehenden Geflecht betrachtet haben. 
/ " $. 122. 
Un’ die folgenden Glieder Fennen zu lernen, wollen wir 
annehmen, daß einer von den Coefflcienten A,B und C ver⸗ 
ſchwin⸗ 


aus welcher man durch Vergrößerung oder Verkleinerung 


' 


ö 
' 
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ſehwinde. es ſey alſo G=o, fo ift die F I14 gefundene 
allgemeine Gleichung r 


App FBggt GptHgtirtK=o 


Der Drdinaten p und q zwar die Glieder Gp und Hg, aber 


nicht Ir toegfchaffen Fann. Es bfeibt alfo das Glied Ir in, 


der Gleichung zuruͤck; allein man Pann vermittelft deffelben 


‘Das fegte Glied K megbringen, und. wir haben daher die 


! 


d 


Gleichung 
App} —X = rt | 

wobey zwey Faͤlle zu erwaͤgen find. Der erſte findet ſtatt, 

wenn beyde Coefficienten A und B pofitiv find; der andere, 

ivenn der eine davon negativ if. In beyden Kälten ift 

der Mitteipunft der Fläche in der Ace cD beſudlich— aber 


unendlich weit entfernt. 


$.. 124. 

Es fenen zuvdrderſt behde Coefficienten A und B poſitiv, 
ſo bekommt man das vierte Geſchlecht, weiches durch diefe 
Gleicung 

Appr Bꝗaꝗq a⸗ 
ausgebrudt wird. Der erſte Hauptfehnitt, welcher entfteht, 
wenn man = o feßt, verſchwindet demnach in einen 
Punkt, der andere und’deitte, wovon jener entfteht, wenn 
man q=o, und diefer, wenn man p=o feßt, find beyde 


Parabeln, nemlich MAm und NAn, ig. 146. Da alfo - 


bey diefer Fläche alle auf der Are AD fenfeechte Schnitte 


Eltipfen, die Schnitte aber, welche durch die Are gehen, 


Parabeln find, fo wollen wir die Körper dieſes Geſchlechtes 


elliptifch paraboliſche Koͤrper nennen. Es giebt davon 


zwey Arten; die eine findet ſtatt, wenn A==B tft, in wel⸗ 


chem Falle der Körper ein runder Körper wird, und fegels 
foͤrmis 


\ 


x 


— 
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Wemig aradoßſo beißt; die andere entſteht, wenn a=o 
iſt, und App +Bqqg=bbmwir® Diele Art giebt Cylin⸗ 
der, fowohl gerade, wenn A B, als fchiefe, wenn 
A nit = == B iſt. 

F. 125. 

Das fuͤnfte Geſchlecht iſt in der Gleichung 
App- Bꝗ9 ar. 

enthalten, und ſein erſter Hauptſchnitt, wenn o wird, 
ſind zwey gerade Linien Ee und Ff, welde ſich in dem 
Punkte Aſſchneiden. Alle Schnitte, welche dieſem parallel 
ſind, ſind Hyperbeln, welche ihre Mittelpunẽte in der Are 
AD haben, und zwifchen den Aſymptoten Ee und Ff liegen. 
Die beyden Ebenen, welche auf der Ebene ABC in den 
Linien Ee und Fffenkrecht fechen, fallen im Unendlichen mit 
der gegebenen Fläche zufammen, und es hat. daher diefe 
Flaͤche zwey ſich ſchneidende Ebenen zu Aſymptoten. Die 
uͤbrigen Hauptſchnitte ſind Parabeln, und man kann daher 
die zu dieſem Geſchlechte gehoͤrigen Flaͤchen paraboliſch hy⸗ 
perboliſche nennen, die zwey Ebenen zu Aſympoten haben. 
Eine Art davon, (wenn a == 0 wird, fo daß App — Bag 
= bb ilk)) iſt der hyperboliſche Eplinder, defien auf der 
| Are AD fenfrechte Schnitte insgefammt unter einander 
‚gleiche Hpperbein find. FR uͤberdem = o fo entfichen 
Die bepden Alpmptoten: Ebenen. '.; 


.8. 126. 


Das ſechste Geſchlecht der Fiaͤchen der siegten Drds 
\ nung endlich iſt in der Gleichung enthalten: 
0 App==ag 
und diefe giebt einen parabolifchen Eylinder, deſſen auf der 
Are AB > fenfragte Schnitte Inegefomm einander aͤhnliche 
und 


+ 


N 


\ 


y 


) 
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— und gleiche Parabein fi ſind, fo daß die Scheitel derſelben in 
die gerade Linie AD fallen, und die Aren einander parallel 


ſind. Auf dieſe ſechs Geſchlechter laſſen ſich alſo alle Flaͤ⸗ 
chen der zweyten Ordnung zuruͤckfuͤhren, fo daß Peine ange⸗ 
geben werden kann, die nicht darunter begriffen waͤrd. 
Wenn übrigens in dem legten Gefchlechte.a == o, und alſo 


 App=bb ift, fo giebt diefe. Gleichung zwey ‚einander pas | 


zallele Ebenen, die gleichfam eine Art diefes: Gefchlechts 


ausmachen. Es finder hier etwas aͤhnliches ſtatt, wie bey 
den Linien der zwepten Dednung ‚ wo zwey ſich ſchneidende 


gerade Linien als eine Art der Hyperbel, zwey parallele 


Linien aber als eine Art von Parabel betrachtet werden 
Lünen, 


8. 1m. 

Odb wir gleich dieſe ſechs Arten aus der einfacsften Glei⸗ 
chung abgeleitet haben, auf welche ſich die Gleichung für 
die Flächen der zweyten Ordnung zuruͤckfuͤhren läßt: ſo iſt 
es nunmehr dennoch leicht, bey jeder gegebenen Gleichung 
des zweyten Grades das Geſchlecht anzuzeigen, zu welchem 
die Flaͤche gehoͤrt. Iſt nemlich die Gleichung 

⸗22 F Ayz Fyxztoyy Fe —XRX was 
xy km 


fo muß man nach den hoͤchſten Slieden, worin zwen Di u 


menfionen der veränderlichen Größen! vorkommen, urthei⸗ 
len, und alſo folgende Glieder betrachten 

wız yey2 VXx toyyhıxzyhon  ’ 
Iſt darin 4u2. groͤßer ale vr 40d größer als. #4; ade 
. größer ald sa, und 

u $ dyy r &ßA Meiner als FR ERTIIG 
fo ift die Flaͤche in einem endlichen Raume enthalten, und 
gehört zu. dem erſten Geſchlechte der Elliproiden. 

Eulere Einl.in d.Anal.d.Unendl.iII Mi 9128. 


— 


Pd 


568. Aundbans. Sanſtes Capitel. — 
| g 12 | > 


Henn eine oder mehrere von diefen Bedingungen fed⸗ 
len, und gleichwohl nicht ass DVVSPCAAS ů AVIV 
geiz iſt, fd gehört die Flaͤche entweder zum zwehten oder - 
zum dritten Geſchlechte, und iſt eine buperbofifche Dbers 
faͤche, die einen. Kegel zur Afomptote hat, und entweder 
“am denfelben, wie beym zwehten, oder in demſelben des 
ſchrieben iſt, wie beym dritten Geſchlechte. Wenn aber 
— w FLBR za 8Yyr 44a iſt, To kann der Ausdruck 
u 0 azztRyzhYyxz poyyhıxy th oxx 
in zwey einfache, reelle oder imaginäre Faktoren aufgelöfet 
‚ werden. Im erſten alle gehört die Kläche zu dem vierten, 
im andern zu dem fünften Geſchlechte. Hat endlich der 
gedachte Ausdrud zwey gleiche Faktoren, oder ift derſelbe 
. ein Quadrat, fo gehört die Fläche zu dem fechsten Ges 
- Schlechte. Auf diefe Art kann man ſogleich beuttheiten, zu 
was für einem Geſchlechte eine Flaͤche gehöre, und: es findet 
ſich bloß bey dem zweyten und dritten einige Schwierigkeit, 
daber man auch bepde in eins zuſammenfaſſen koͤnnte. 
. 1. u 
uf ühnlicht Art laſſen ſich die Flaͤchen det dritten und 
der folgenden Drdnungen behandeln und in Gefchlechter 
eintheilen. Man draucht nemlich bloß die hoͤchſten Glieder 
der Gleichungen in Erwaͤgung zu ziehen, d. h. bey den 
Flaͤchen der dritten Ordnung diejenigen, worin die Eoor⸗ 
dinatgen drey Dimenfienen haben, und. welche alſo find: 
az3r Ayz2 * 28* Ix2Z fixe roxyzt 
Zubörderft muß man alfo überlegen, vb diefe Glieder zus 
4 fammengenommen, oder das hoͤchſte Glied der Gleichung 
‚in einfache Faktoren aufgeloͤſet werden Fan oder nicht. 
Wenn dieſe Aufloſung nicht Rate: fine, ſo hat: die. Fläche 
\ ‘ einen 


N 


- 


einen Kegel ver deitten Ordnung zur Aſynmptote. Da aber 
Pie Natur dieſes Kegels durch das hoͤchſte Glied außges 
Druct wird, mern man daſſelhe = o fett, fo giebt es 
mehrere dergleichen Kegel der drirten Drdnung, nach deren 


Verfibiedenheit mehrere Geſchlechter von Flächen entftehen. 


- Denn obgleich alte Kegel der zweyten Ordnung zu einem 
Geſchlechte gerechnet werden, indem fie entweder gerade 
oder ſchief find, ſo findet doch bey der dritten Ordnung eine 
weit geöfere Mannigfatüigkeit ſtatt. 


\ . N 
$ 130, 
Nachdem diefe Geſchlechter aus einander geſetzt ſind, 


muß man die Faͤlle betrachten, wo das hoͤchſte Glied In ein⸗ 


fache Faktoren, und zwar entweder in reelle oder in ima⸗ 


ginärg.aufgelöfet werden kann. Es habe daſſelbe zuvoͤrderſt 


einen und zwar reellen Faktor, ſo hat die Flaͤche eine ebene 
Aſymptote. Der andere Faktor giebt, wenn man ihn ==.o 
‚ legt, entweder eine mögliche oder eine unmöäliche Gleis 
‚ hung, und es giebt daher entweder eine einzige ebene 
Aſomptote, oder die Flaͤche hat zwey Aſomptoten, eine 
ebene, und einen Kegel der zweyten Oxdnung. Sind drey 
Faktoren einfach, ſo ſind, weil darunter allemal ein reeller 
‚tft, die beyden übrigen entweder ebenfalls reell oder imas 
ginaͤr, und daher entfpringen wieder zwey neue Geſchlech⸗ 


ten Endlich ergeben fih, wenn alle drey einfache Faktoa J 
ren reell find, noch daher zwey Gefchlechter, ob davon 


wey, oder db alle drey ginander glei find. Zu diefer 
Ordnung gehoͤrt uͤbrigens keine siäce, die ſich nicht ohne 
Ende fort verbreitete. 


·24 
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Sechstes Capitel. 
Bon den Durchſchniten zweyer Zlaͤchen. 


- } $. 131. 


99 dem Vorhergehenden if bereits die Methode be 
heiten worden, die Natur des Durchfſchnitts zu erfor⸗ 
ſchen, der aus der Durchſchneidung einer Flaͤche von einer 
Ebene entſteht. Da nemlich die Sure, melche der Durch⸗ 
ſchnitt bildet, ganz in der ſchneidenden Ebene liegt, ſo ha⸗ 
ben wir in dieſer Ebene zwey Coordinaten angenommen, 

dadurch die Natur des Durchſchnitts beſtimmt, und ſo die 
ganze Unterſuchung aufs Bekannte zuruͤckgefuͤhrt. Wenn 
aber die ſchneidende Flaͤche keine Ebene iſt, ſo kann man 
"au, da alsdann der Durchſchnitt nicht in eine Ebene fällt, | 
die Natur deffelben nicht, durch ziyey Coordinaten aus⸗ 


- drucken ſondern es iſt eine andere Methode noͤthig, um 


dieſe Durchſchnitte auf die Art durch Gleichungen zu be⸗ 
Nimmen, daß ein jeder Punkt derſelben bekannt ſey. 


$. 132. 
& kann aber die Page der Punkte, die nicht in einer 
Ebene liegen, beſtimmt ‚werden, wenn man drey auf eins 
“ ander fenfrechte Ebenen zu Hülfe nimmt, und die Entfers 


‘nungen eines jeden Punktes von diefen drey Ebenen ars 


giebt. Es find daher drey veränderliche Größen nöthig, 
um die Natur einer Curve, die nicht in einer Ebene liegt, 
| aus⸗ 


l 


- 
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auszudrudten, fo daß ben willkuͤheticher Annahme der einen , 


die beyden übrigen beffimmte Werthe befommen. Hierzu -. 


Teicht alfo eine Gleichung zwifchen jenen drey Coordinaten 
nicht hin, indem dieſe die Natur der ganzen Fläche aus - 
drucken würde; fondern man hat zwey Gleichungen noͤthig, 
durch welche, wenn die eine veränderliche Größe einen bes 
ſtimmten Werth befomme, zugleich die Werthe der beyden 
uͤbrigen beſtimmt werden. | 
133 
Man druckt daher die Natur einer Curse, die nicht in » 
einer Ebene liegt, om bequemften durch zwey Gleichungen ' 
zwifchen drey’veränderlichen- Größen x, y und z aus, welche : 
drey auf einander fenfrechte Koordinaten vorftellen. Ver⸗ 


mittelſt ſolcher zwey Gleichungen koͤnnen zwey veroͤnderliche 
Größen durch die dritte beſtimmt werden, indem ſowohl y 


als z einer Zunftion von x gleich feyn wird. ‚Auch fann 2 
man nach Gefallen eine von den veränderlihen Groͤßen elis . 
miniven, und alfo drey Gleichungen machen, deren jede - 
nur zwen veränderliche Größen enthält, eine nemlich zwi⸗ 
fhen x und y, die andere zwiſchen x und z, und die dritte 
zwiſchen y und z. Von diefen dreg Gleidungen ergiebt 
fih die dritte aus den beyden übrigen von fetbft, fo daß... 
. man, wenn man die Gleichungen zwiſchen x und y, und 
zwiſchen x und z hat, die dritte zwifchen y und durc d die 
Gimination von x Inder, | 2 


| 134 0 i R 
. 8 fey alſo eine krumme Linie, die nicht in eine Ebene 
falle, gegeben, und M, Fig. 148, ſey ein Punkt in ihr. 


Man nehme nach Belieben bie drey auf einander ſenkrechte 
Iren AB, AC. = und ADan, ſy daß dadurch die drey auf 


mn: | ein⸗ 


N 


+ 


* 


+ 


\ 
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04 


einander ſenkrechte Ehenen, ABC} BAD- und CAD Bes 
fiimmt werden. Kerner fälle man aus. dem Punfte der 


” Eurve M auf die@bene BAC die fenfrechte Linie MQ herab, 


— 


und ziehe aus dem Punkte Q auf die Axe AD die gerade 


Linie QP fenfredt, fo find AP, QP und QM die drey 
‘Coordinaten, durch welche die Curve beſtimmt ift, wenn - 


‘man dazwifcben zwey Gleichungen hat. Es ſey alfo 


APM Xx, PQ=y-und QM =z, und aus den beps 


den zwiſchen x, y und z gegebenen Gleichungen made man 
durch die Elimination eine Sleichung, welche bloß x und y 
enthalte: fo wird diefe Gleichung‘ die Lage des Punktes Q 
in der Ebene BAC beftimmen, und alle auf die befchriebene 
Art aus dem Punkte M entſtandenen Punkte Q werden die 
Curve EQF geben, deren Natur durch die Gleichung zwi⸗ 
Moe x und y autgerruct wird. >. 


0 24 
}. 


§. 135. 
Auf diefe Art läßt fich die Natur der Eurbe.EQF auf: 


‚ jiben zwiſchen den drey Gpordinaten gegebenen Gleichungen 


leicht erfennen; es entfieht aber diefe Curve, wenn mar 
aus den Punkten M der gefuchten Curve die fenfrechten 
Linien MQ auf die Ebene BAC herabfällt, und man pflegt 
dieſelbe die Proſection der Curve GMH in. der Ebene BAC 
zu nennen. So wie aber. die in det Ebene BAC entwors 
fene Projection gefunden wied, wenn man die veränderlige 
Größe z eliminiert: fo kann man auch die; Projection eben 
diefer Curve in der Ebene BAD oder CAD finden, wenn man 
enttveder y oder x wegſchafft. Eine Profection reicht indef 
nicht bin, die Natur der Curve GMH zu erfennen; wenn 


- man aber für jeden Punft Q die fenfoechten Linien QM = z 


kennt, fo lößt-fi die Curve GMH fehr leicht aus der Pros 
iteion EQE contruten Dion wird erfordert, daß man 
Zu . außer 


) 


⸗ 
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außer der Gleichung zwiſchen x und y, wodurch die Natur 
der Projection ausgedrudt wird eine Gleichung zwiſchen 
_ 3 undx, oder zwiſchen z und y, oder auch zwifchenx, y 
und z habe, um Daraus die Länge des Derpendifels QM ca 
für einen jeden Punkt Q zu erkennen. — — 


_ §. 136. . r 

- Da die Gleichung zwifchen z und x die Projection dee 
Curve GMH in der Ebene BAD, die Gleichung: zwiſchen 
2 und y aber die Proiession in der Ebene CAD, und die 


⸗ 


‚Gleichung zwiſchen x, y und’ z die Floͤche ausdruckt, in . 


welcher die Curve GMH,liegt : fo. erhellet einmal, daß 


durch zwey Projectionen der, Curve 'GMH in zweyen Ehex 
zen dieſe Curve ſelbſt bekannt werde. ‚Ferner iſt klar, daß 


ein gleiches ſtatt finde, wenn außer der Fläche, in weicher: 


die Curve lirgt, noch eine Prosection derfelben in einer 


Ebene gegeben ift. Denn errichtet man aus den Punkten: 
der Proiection die fenfrechten ‚Linien QM, fo giebt ihr, 
Durchſchnitt mit der Flaͤche Die gefuchte Curve GMHL 


$. 137 | 

Nach diefen allgemeinen Bemerkungen ‚über die Erfor⸗ 
ſchung der Ratyr eineg jeden Curve, ‚Die nicht in einen 
Ebene liegt, iſt es nicht ſchwer, ben Durchſchnitt jeder 
wen, Flächen zu beftimmen,, Denn fo wie der. Durch⸗ 
ſchnitt zweyer Ebenen eine gerade Pinie iſt, fo iſt der 
Durchſchnitt zweyer Flächen überhaupt, entweder eine ge: 
rade oder eine Prumme Linie, und diefe liegt enttveder if, 
einer Ebene oder nicht. Er mag indeß beſchaffen fege, m’, 


er wolle/ fo: gehören ‚alle feine Punkte zu beyder 7 Fiaͤche 


nud er muß daher in den. Gleichungen für deyde Fachen 
engaken (0 Wennalſe Made ED, durch Steihungen - 


en 4 | zwis . 


L 


369 > Ankang. Sechetes Gap. 


zwiſchen drey Soordinaten ausgeb dt werden, die auf 
eben diefelben drey auf einander ſenkrechte Hauptebenen, 
oder auf: eben diefelben drey auf einander fenfrechte Axen 
AB, AC, AD bejogen werden: fo drucken diefe bepden 
Gleichungen zuſammen bie Natur des Schnittes aus, 


u s I 38. 

Sind alſo zwey Flächen gegeben, welche fs ſchnei⸗ 
den, ſo muß man die Natur einer jeden durch eine Glei⸗ 
Kung zwiſchen drey Coordinaten ausdrucken, welche auf 
einerley Hauptaxen bezogen werden, wodurch man zwey 
Gleichungen zwiſchen x, y und z von der Art befommt, daß 
die Gleichung, welche man daraus durch die Eliminatien 
der einen diefer veränderlichen Größe erhält, die Projection 
des Durchſchnitts in der Ebene ausdruckt, welche die beys 
Den Übrigen veränderlichen Größen enthält, Auf diefe Art 
laͤßt ıfich Daher auch der Schnitt einer jeden Släche von 

einer Ebene erforfehen. Denn da die'allgemeine Gleichung 
für die Ebenen az F Ay Fr rx = f if, fo befommt man, 
wenn man den Werth von z, der aus diefer Gleichung ent 


fpringt, oder = =! — n — in die Gleichung fuͤr 


die Flaͤche bringt, eine Gleichung fuͤr die Projection des 
Schnittes in der Ebene der Coordinaten x und y. Es giebt 


F— Ay— yx , 
die 


aber auch zugleich die Gleichung ı=- . 
Größe des Perpendikels QM für einen jeden Punkt % 


| % 149 | 
Eraeaet es 7 daß die Gleichung für die Projeetien 
anmöglih toi, mie z. B. wenn man xı hyytaame 
Aare fo iſt Defes in Bon, daß die beyden Fiaͤhen 
ſich 


Bon ben Durchſchnitten zweyer vlachen. 569 | | 


ſich nirgends ſchnelden. Wenn aber die Gleichung auf eia 
nen Punkt führt, oder die Projection in einen Punkt vers 
ſchwindet: fo iſt auch der Durchſchnitt ein Punkt, und es 
berühren ſich daher beyde Flächen in einem Punkte, wel⸗ 
hen man alfo aus der Gleichung Fennen fernen fann. Es 
giebt aber außerdem auch eine Berührung in einer. Linie, 
wenn fich beyde Flaͤchen in unzähligen Punkten berühren, 
und Diefe Berührungslinie it entweder gerade oder krumm. 

Jenes findet ftatt, wenn eine Ebene einen Eplinder oder 
einen Kegel'verührt, da hingegen der.gerade Kegel von eis 
ner Kugel innerhalb in einem Keeife berührt wird. Dieſe 
. Berährungslinie erfennt man aus der Gleichung, wenn 
wan daraus für die Projection eine Gleichung erhält, 

welche zwey gleiche Wurzeln hat, weil die Berührung . 


nichts anders if, als das Zufammenfallen zweyer Durch⸗ 
ſchnitte. 


.. 9. 140. J an 
Um dieſes deutlicher zu machen, wollen wir annchnen, 
daß eine Kugel von einer Ebene gefchnitten werde. Kerner 


fen die Sleichung für die Kugel, nach dem Miütsipunfie | 
eingerichtet, | 


zztyyhırzma 
Ä und die Gieichu für die Ebene in jeder Rage, 
aıtöyYt = =f£ 
Ä Da. aus diefer ichten Gleichung z = en wird, = 
fo erhält man ‚folgende Gieigung mwiſchen zundy für die 
Weeftction: | 
emf—asıı — apfy — ayfı 4 (a2 t ar | 
Faprzıy + (ar Fr2)xz 

wenon erhelet, daß fie cine Gleichung für eine Einpſe if, 
Rus | mean 


570. = Anhang. Seat Cat. 


wenn ſie reel if. Wird fie imoginar, ſo wird die Kugel 
‚nirgends won der Ebene berührt; und verfchwindet Die 
-Gilipfe in einen Punkt, fo berühren fi die Kugel und die 
Ebene. Um-diefen Fall zu finden, fuche man 
bf-byx Zuv (a’(a?$8)’— era rl Faire 
= nn —— 77 I 
wo es weder einen Berührungspunft noch einen Durchs 
fepnitt giebt, wenn f einen ſolchen Werth hat. daß. die 
Wurzel: Groͤßen nicht reell werden können. Ä 


$. BIER 
 Segtmanf=av (er #2 +72), ſo wird 
Bio er East Zwetetye) Ta —ı 


yv_— — 
‚a2 } ß? 
und dieſe Sieideng kann nicht reell ſeyn ehem nicht 
— und y * 


8 = 2 }y2) 7er * —5 
iſt. Iſt daher f= av. (a2 } a⸗ * y2) fo berührt die 
Ebdene, welche durch die Gleichung «2 } Kytyz = faußs 
gedruckt wird, die Kugel, und man endet den, Veribeungs⸗ 


punkt, wenn man 
mn ; ind 


sa 1 


var #2 7 v2) 


** ver Tarot) 7 art Yo; v2) 


Bm" 

.73 € .. $. j 142, : J m 2. 

J "Hieraus laßt fih eine allgemeine Regel herleiten, vu 
weiche man fir den Stand gefegt wird, zu beustheilen, eb 
eine Flaͤche von einer Ebene, oder: einer andern Fläche bes 


raͤhet werde et nicht. Hat man nemlich aus beyden Glei⸗ 
chungen 


- - ——— — — 


Von den Durchſchnitten zweher Fuchen. sa“ ı 


. ungen eine veränderliche Größe weggeſchafft, fo inug man: 
Unterſuchen, ob die. dadurch erhaltene Gleichung in einfache 
Faktoren aufgeföfet werden Fann oder nicht, Denn ihat 
fie zwey einfache imaginäre ‚Zaftoren, fo "giebt es einen 
Berührungspunft, weldyen man Eennen lernt, wenn man 
jeden Faktor =: o feßt. Hat fie hingegen zwey reelfe und 
einander gleiche Faktoren, fo berühren fich die Flaͤchen in 
einer geraden Linie. Dat fie endlich zwey nicht einfache 
gleiche Faktoren, oder ift fie Durch ein Quadrat theilbar, 
fo giebt ihre Wurzel, == o geſetzi, die Proiection der Einie, 
welche durch. die Beruͤhrung entſteht. Hieraus erhellet 
auch, daß ſich die Flaͤchen, wenn die gedachte Gleichung 
vier imaginaͤre Foaktoren hat, in zwey Punkten beröhren. 


59. 143. 


um dieſes deutlicher zu machen, wollen wir die Beruůͤh⸗ 
rung eines Kegels und einer Kugel unterſurhen, deren Mita; 
telpunkt in der Are des Kegels liegt. Es if aber die Och 
dung für die Kugel: 
ah yytakman 0 
und die für den Kegel, wenn man den Scheitel des Kegela 
um £ von dem Mittelpunfte der Kugel entfernt annimme s 
| (2)2 * =mxx tnyy Er 
Schaft man y weg, fo wird 0 
| (FDP =naa—nozzt(m—n)xr | 
die Gleichung für die Projection des Durchſchnitts fi in. der. 
Ebene: der. Eeordinaten x und =. Es fey. zuvörderkt den 
Kegel ein ‚gerader, oder m n, ſo wird 


— Maa — ni) 
zz == m nt 
5 5 We 
Bein erfe tmaratn) it⸗ ſo iſt rrilad 2* 





und 


572, - Anfang. Gechätes Capitel. 
und es giebt eine Berührungslinte, nemlich den Kreis, defs 


fen Proiection in der Ebene, welche durch die Are geht, 
eine gerade auf der Are ſenkrechte Linie iſt. 


, $ 144 | 
ie den’ ſchiefen Kegel, wo m und n ungleich find, 
ſcheint die Gleichung allemal einen Durchſchnitt zu geben, 
da doch oͤfters feiner ſtatt findet, Denn wenn m größer iſt 
als n, fo erhält man zwar allezeit eine reelle Gleichung für 
“ die Projection, allein die Realität der Projection zieht nicht 
immer die Realität des Durchſchnins nach ſich. Denn ſoll 
der Durchſchnitt reell ſeyn, ſo iſt dazu nicht genug, daß 
bloß die Projection, ſondern es muͤſſen auch die von der 
Projection nach dem Durchſchnitte gezogenen Perpendikel 
reell ſeyn. Ob alſo gleich jede reelle Curve reelle Projectio⸗ 
nen hat, fo. darf man doch nicht von der Realität der Pros 
jection auf die Realität der ‚gefuchten Curve fliegen, 
Diefe Regel muß man ſtets vor Augen behalten, damit 
man von der Realität der Gleichungen für die Projectionen 
keinen falſchen Bebraug made. 
/ 


245 
Man vermindert dieſe Unbequemlichfeit, wenn man 
die Protection in ‘der Ebene der Drdinaten x und y fucht. 
Denn da. in diefer Ebene Fein Punkt iſt, dem nicht ein 
Punkt in der coniſchen Flaͤche zugehoͤre: fo wird, wenn 
die Projection reell ift, auch allemal der Durchſchnitt reell. 
Da alfo 

= Yar—ax—yy) 

R fo wird aus der andern Gleichung = 
f—Ylaa—ıx - yy=yYl(mıxtoyy) 

oder 


⸗ 


. u 


- 


Von ben Durchſhoiten mWweher Flaͤchen. 298 


E ran P m)xx - ci — D—— aa xy) 


“und ferner 

—2a2—ff) 1 „2a — ff) 

— 2a Mm” 2a Mn. —* 26 
"(Aa tm2x# * 20 * mG T)x2y2 ri} may⸗ 


(GM 
\ 


. und daher wird 
| 1a Mtnaat DM (rtm hnar tt 
5 ı* | (1 tn)? aj2 


F * 555 — Y(n(I fm aa - aſf - n)d to)zx| 


gr = \ 
| arms) tm TayyZ nu Bu 
- (13 m)2 | 

| p mu x> 

55* — rap tn] 


7 


Soll alfo die gefundene Gleichung Baftnten —*8 
ſo muß 


f (6 T n)aa; oder ko (ı T m)ad 
fon. ‚Im erften Falle wird 


7 | naa —(itmizX . van) 


= UT Frn "atavat tn 
wo, menn m Fleiner ais n ik, nothwendig 
| x em 0; — | v nn und SE 
x ni ymmaYgan "Yarn) 


I fen 
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ſeyn mut. Es giebt alſo zwey Beruͤhrungspunkte, die 

von der Axe des Kegels auf beyden Seiten gleich weit ent: 

fernt find. Wenn aber m größer als n u fo muß man 

Die andere Gleichung | | , 
maa—fı pn)yy afy Ya m) 


= 4m Samvarn 


nehmen, die nicht reell fepn fan, wenn nicht 0 iſt 


in welchem Falle = Ta Y.: — ‚ und: z u 5 


— 
wird. Alsdann gieht es zwey andere Berührungspunfte, 


"indem die. Berührung in dem Theile des Kegels geſchieht, 


wo dieſe Punkte am nächften zufammenfallen. Auf aͤhnliche 
Art laͤßt ſich / die Beruͤhrung in allen einzelnen bes 
urtheilen, . nn — 
7 , - I ur 


« 
—3— “ 
» » 


Die leichteſte Met aber, die beruͤheenden Ebenen jeder 


Art der Zlächen zu finden, laͤßt ſich auß der oben erklaͤrten 
Methode, die Tangenten der Curven zu finden, herleiten. Es 
ſey die Natur der Flaͤche, deren Berüprungsebenen geſucht 
werden, dutch eine Gleichung zwiſchen den. drey Codrdina⸗ 
tnAPmx;PQ=y; und QM==z, Kig. 149, ausge⸗ 
druckt, und daraus die Sage der Ebene, welche die Flaͤche 
in dem Punkte M berührt, zu beſtimmen. Wird die Flaͤche 
von irgend einer durch M gehenden, Ebene geſchnitten, ſo 
muß die Tangente des dadurch entitandenen Schnittes für 
den Punkt M in des berührenden Ebene liegen. Wenn 
man alfo die Tangenten zweyer ſolcher Schnitte für den 
Punkt M gefunden hat N ſo muß die Chene; welche durch 
dieſe beyden Tangenten beſtimmt wird, “. die ſaͤche in 
derm VPunkte M bezelchnen. 
BE | $, 148 


on - — —— - J we en —— — — — — 


4 
' 
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6. 146. 


Es werde alſo zuvoͤrderſt die Flaͤche von einer auf der 
Ebene APQ ſenkrechten Ebene geſchnitten, und zwar nach 


der geraden der Age AP parallen Pinie QS. Ferner ſey 
“auf ähnliche Art ein Schnitt durch M ſenkrecht auf die 
Ebene APQ aber nach der Linie QP, welche auf der Axe AP 

perpendiculär iſt; oder es ſey der erfte Schnitt auf der Are 


AB, und der andere auf der Are A-P fenfrecht. Es ſey 


EM der erſte Schnitt, deſſen Tangente MS, welche dee 


QS in dem PunfteS begegnet, gefucht werde, To daB QS 


- die Subtangente fen. Der andere Schnitt ſey die Curve 
FM, feine Tangente MT, und die Subtangehte OT. Hat 
man diefe gefunden, fo wird die Ebene SMT die Fläche 
in dem Punfte M berühren, Zieht man alfo die ST, fo 
- giebt diefelbe den Durchfchnit der berührenden Ebene mit 
"der Ebene APQ; und wenn man aus Q auf ST die ſenk⸗ 


rechte Linie QR’ zieht, ſo verhält ih QR zu QS wie der. 


Radius zur Tangente des Winkels MRQ, unter welchem 
die berührende Ebene gegen die Ebene APQ geneigt if. - 


“ — 


u 149. 


Aungenommen, daß die Subtangenten QS und 


QT = t nad der oben erkloͤrten Methode gefunden feyen; 
ſo wird FE 2 on 
PTst- yıbX=s 7; und alfo 
| AX=x 7 * — 5, 
Man lernt alfo hierdurch den Punkt X formen, in welchem 
die gerade Linie ST die Age AP ſchneidet, und da AXS 


= TSQif, fo iſt die Tangente dieſes Winkels = =, and 


| . dadurch 


« . 


“ 
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dadurch · wird die Lage des Sonitts der beruͤhrenden Ebene 
mit der Ebene APQ befannt Da ferner ST= =Y (ssfti) 


ift, fo wied QR = os tie Fest 5 und dividirt man damit 


die QM, fo —* van "die Tangente des Neigunge⸗ 


zV (ss tt) 


winkels MRQ = — ——. Zieht man außerdem 


MN fenfrecht auf MR, fo iſt dieſe Linie ſowohl auf der bes 
sührenden Ebene als auf der Flaͤche felbft in dem Punkte 


A ſenkrecht, und man erfennt ihre: Lage aus QN = 


— 


zev (ss + tt) 


— Man ziehe aus N auf die Are AP die 


. NV ſenkrecht, ſo wird, weil — =QsT iſt, pvy * 


J 22 


= 0W; ud NW=—. Wenn daher auf Diefe Art 


„ die kage des Punktes N in ber Ehen? APQ beſtimmt wird, 
fo ſteht die gerade Linie N M auf der Flaͤche ſenkrecht. 


6. 150, 


Wie der Durchſchnitt zweyet Flaͤchen durch Projectionen 
erforſcht werden muͤſſe, iſt bereits oben gezeigt worden; 
Jetzt wollen wir unterſuchen, zu was fuͤr einer Ordnung die 


| . Broiection gehöre, wenn ſolche nach der. Drdnung der Zläche 


beſtimmt werden fol, Zuvoͤrderſt alfo geben zwey Flaͤchen 
der erſten Ordnung oder zwey Ebenen fuͤr den Durchfehnitt 


und feine Brojection eimetinie der erfien Ordnung. Dann 


haben wir auch gefehen, daß diefe Proiection nicht üben 
die zweyte Drdnung auffteigen kann, wenn die eine Fläche 
zur zweyten, die andere zur erſten Ordnung gehört. Ehen 
fo ift offenbar, daß eine Proiection nicht zu einer höheren, 
als der dritten Ordnung gehören werde, wenn die ein 

‚ et Ä 17. 


— ” [on —— * 
· oo ; \ 
4 oo. 
0 * 1 
. 


En ⸗ | ‚ | 
Bon den Durchſchaitten weyer Slädhen. 377, 


Flaͤche eine Fläche, der dritten, und-die andere eine Flaͤche 
der erſten Ordnung iſt, u. ſ. w. Wenn aber beyde Flaͤchen 
zur zwehten Ordnung gehoͤren, ſo wird die Projection des 
Durchſchnitts entweder zur vierten oder zu einer niedrigern 
Ordnung gehoͤrem und uͤberhaupt iſt die hoͤchſte Ordnungs⸗ 


zahl der Projection mn, wenn die Ordnungehadt der einen 


Flaͤche m, und die der andern n ft | 
| $.. 151. 
Wenn keine von den ſich ſchneidenden Flaͤchen eine Ebene 
iſt, fo iſt ihr Durchſchuitt meiſtens eine Curve, die nicht 


in einer Ebene liegt; doch kann auch der ganze Schnitt in 


einer Ebene ſich befinden, und dieſes geſchiehet, wenn die 
Gleichungen beyder Flächen zufammengenommen’eine Glei⸗ 
chung, wie 42 * a 72 in ſich enthalten. Un zu 
beurtheilen, ob dieſes ſeyn werde, beſtimme man aus bey⸗ 
den Gleſchungen die beyden veraͤnderlichen Größen 2 und * 


durch Die dritte x, und dabey werde z= P,wdy= Q, 


wo P und Q Kunftionen von x find. Dann überlege man, 


ob es eine Zahl m gebe, wobey fich in P.FnQ alle Poreftä: - 


ten von x bis auf die erfte x und die beftändigen lieder 


einander aufheben. Iſt diefes, u unditPfnQ=mxtk. 


ſo liegt der Schnitt in einer Ebene, und diefe Ebene wird 
durch die Gleichung zyny=mx J k ausgedrudt. 


, . 152. 


Es ſeyen 5. B. zwey Flächen der zweyten Ordaung, ein 


gerader Kegel, zz = xx }yy, und eine elliptiſch hyper⸗ 
boliſche Flaͤche des zweyten Geſchlechts az xxF 2y y 


—2ax—aa gegeben. "Da hieraus xx Fayy— 2ax ' 


aa 3X 7 yy wird, fo. ift >= V’(zax T aa) und 
s=xta; um diefe letzte Gleichung zeigt ſchon an, 


. | u Eulers Einl.in d. Anal d.Unendl. ILS, So def 


Fan \ ” — . 
n J 9 
a) 2 . ° . 


578 Anhang. Sechstes Capitel. ꝛc. 
daß der ganze Schnitt in Einer Ebene liegen w 
deren Lage duch die Sleichung z= xT a befti 
wird. Auf diefe Art laflen fih eine Menge yon 

gaben, die Natur der Klächen betreffend, aufl 
Reicht indeß das Bisherige nicht Bin, fo if dazu 
Analyfis des Unendlichen erforderlich, wozu ae: ge 
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